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Úvod

Nech {P(1)
x }∞x=0, {P∗x }∞x=0 sú diskrétne jednorozmerné

rozdelenia pravdepodobnosti na nezáporných celých £íslach.
Potom parciálna sumácia je de�novaná ako

P(1)(X = x) = P
(1)
x = c1

∞∑
j=x

g(j)P∗j , x = 0, 1, 2, ...,

kde c1 je normaliza£ná kon²tanta, {P∗x }∞x=0 je rodi£ a

{P(1)
x }∞x=0 je potomok prvej generácie.

Ak vezmeme {P(1)
x }∞x=0 ako rodi£a novej generácie a funkciu

g(j) necháme nezmenenú, získame potomka druhej generácie

P
(2)
x = c2

∞∑
j=x

g(j)P
(1)
j , x = 0, 1, 2, ...,

kde c2 je normaliza£ná kon²tanta, {P(1)
x }∞x=0 je rodi£.
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Nech je rodi£om potomok (k − 1)-vej generácie s funkciou
g(j). Potom potomok k-tej generácie má tvar

P
(k)
x = ck

∞∑
j=x

g(j)P
(k−1)
j , x = 0, 1, 2, ...,

kde ck je normaliza£ná kon²tanta.

Aké je limitné rozdelenie pravdepodobnosti opakovaných
parciálnych sumácií

P
(∞)
x = lim

k→∞
P
(k)
x ?
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Jednorozmerný prípad

Predpokladajme, ºe rodi£ovské rozdelenie je de�nované na
kone£nom nosi£i ve©kosti n. Potom je moºný maticový zápis

P(k) = ckGP(k−1) = cG kP∗,

kde

P(k) =


P
(k)
0

P
(k)
1
...

P
(k)
n−1

 ,G =


g(0) g(1) g(2) · · · g(n − 1)
0 g(1) g(2) · · · g(n − 1)
0 0 g(2) · · · g(n − 1)
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · g(n − 1)


a ck , c normaliza£né kon²tanty.
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Mocninová metóda

Ak A je ²tvorcová matica s dominantnou vlastnou hodnotou λ
a x0 je jednotkový vektor, ktorý nie je ortogonálny na priestor
vlastnej hodnoty λ, potom postupnos´

x0, x1 =
Ax0
‖Ax0‖2

, x2 =
A2

x0

‖A2
x0‖2

, · · · , xk =
Ak

x0

‖Ak
x0‖2

, · · ·

konverguje k jednotkovému dominantnému vlastnému vektoru
a postupnos´

(Ax0)
T
x0, (Ax1)

T
x1, (Ax2)

T
x2, · · · , (Axk)Txk , · · ·

ide k dominantnej vlastnej hodnote λ.
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Príklad

Limitného potomka teda vieme nájs´ pomocou dominantného
vlastného vektora matice G .

Vezmime funkciu g takú, ºe pri Poissonovskom rodi£ovskom
rozdelení s parametrom a, necháva v parciálnej sumácii

Px =
∞∑
j=x

g(j)P∗j , x = 0, 1, 2, · · · ,

potomka {Px}∞x=0 rovnakého ako rodi£a, teda Poiss(a).
Potom limitné rozdelenie takejto Poissonovskej sumácie závisí
od parametra a a ve©kosti n nosi£a rozdelenia P∗:

a > 2n
n+1

- Poissonovo,

a < 2n
n+1

- binomické,

a = 2n
n+1

- neexistuje.
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Dvojrozmerný prípad

Majme rodi£ovské rozdelenie {P∗x ,y}∞x ,y=0 a nejakú reálnu
funkciu g(x , y), x , y = 0, 1, 2, ... Potom ak c1 je normaliza£ná

kon²tanta, tak potomka {P(1)
x ,y}∞x ,y=0 de�nujeme ako

P
(1)
x ,y = c1

∞∑
i=x

∞∑
j=y

g(i , j)P∗i ,j .

Potomka k-tej generácie získame analogicky pomocou
potomka (k − 1)-vej generácie a ck bude normaliza£ná
kon²tanta:

P
(k)
x ,y = ck

∞∑
i=x

∞∑
j=y

g(i , j)P
(k−1)
i ,j .
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Parciálne sumácie pre rodi£a de�novaného na kone£nom nosi£i
rozsahu n ×m môºeme zapísa´ podobne ako v
jednorozmernom prípade.
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Zade�nujme si zobrazenie v : Rn×m → Rnm také, ºe pre
maticu M typu n ×m

v(M) = v


M0,0 M0,1 · · · M0,m−1
M1,0 M1,1 · · · M1,m−1
M2,0 M2,1 · · · M2,m−1
...

...
. . .

...
Mn−1,0 Mn−1,1 · · · Mn−1,m−1

 =



M0,0

M0,1
...

M0,m−1
M1,0

M1,1
...

M1,m−1
...

Mn−1,0
Mn−1,1

...
Mn−1,m−1



.
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Pre dvojrozmerné rozdelenie pravdepodobnosti a n = m = 2

v(P∗) = v

((
P∗0,0 P∗0,1
P∗1,0 P∗1,1

))
=


P∗0,0
P∗0,1
P∗1,0
P∗1,1

 .
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Vytvoríme maticu G̃ z prvkov matice G .

G̃ =



g0,0 g0,1 g0,2 · · · g0,m−1 g1,0 g1,1 g1,2 · · · gn−1,m−1
0 g0,1 g0,2 · · · g0,m−1 0 g1,1 g1,2 · · · gn−1,m−1
0 0 g0,2 · · · g0,m−1 0 0 g1,2 · · · gn−1,m−1
...

...
...

. . .
...

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0 g0,m−1 0 0 · · · 0 gn−1,m−1
0 0 0 ... 0 g1,0 g1,1 g1,2 ... gn−1,m−1
...

...
...

. . .
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 ... 0 0 0 0 ... gn−1,m−1


.
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Vezmime D = diag(g(0, 0), g(0, 1), ..., g(n − 1,m − 1)). Nech
A je horná trojuholníková jednotková matica m ×m

A =


1 1 1 · · · 1
0 1 1 · · · 1
0 0 1 · · · 1
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

 .

Potom

G̃ =


A A A · · · A
0 A A · · · A
0 0 A · · · A
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · A

D.

G̃ je horná trojuholníková matica nm× nm, v kaºdom st¨pci sa
nachádza iba jedno konkrétne g(i , j) (môºe viackrát). Na
diagonále sa vyskytujú v²etky g(i , j) práve raz.
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Vyuºijúc uvedený zápis

v
(
P(1)

)
=

G̃ v (P∗)
‖G̃ v (P∗)‖1

.

Pre potomka k-tej generácie môºeme písa´

v
(
P(k)

)
=

G̃ v
(
P(k−1))

‖G̃ v
(
P(k−1)

)
‖1

=
G̃ kv (P∗)
‖G̃ kv (P∗)‖1

.

Limitné rozdelenie pravdepodobnosti v tomto prípade bude

v(P(∞)) = lim
k→∞

v(P(k))

‖v(P(k))‖1
= lim

k→∞

G̃ kv(P∗)
‖(G̃ kv(P∗))‖1

.
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Pri splnení predpokladov (kone£ný nosi£, jediná dominantná
vlastná hodnota matice G̃ , vhodný ²tartovací vektor P∗)
postupnos´

G̃ v (P∗)
‖G̃ v (P∗)‖2

,
G̃ v
(
P(1)

)
‖G̃ v

(
P(1)

)
‖2
, ...,

G̃ v
(
P(k)

)
‖G̃ v

(
P(k)

)
‖2
, ...

konverguje k jednotkovému dominantnému vlastnému vektoru
matice G̃ .

Vlastné £ísla hornej trojuholníkovej matice sú prvky na
diagonále, preto je dominantné vlastné £íslo jediné práve vtedy,
ke¤ je práve jedna najvä£²ia absolútna hodnota g(i , j).

Po vynásobení kon²tantou dostávame h©adané rozdelenie
pravdepodobnosti.
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�akujem za pozornos´ a prajem pekný de¬.
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