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Odhad metodou nejmenš́ıch čtverc̊u v regresi

Model regresńı p̌ŕımky

Yi = β0 + βxi + ei , i = 1, . . . , n

e1, . . . , en jsou iid s nějakou (obecně neznámou) distribučńı funkćı F
a hustotou f .

x1, . . . , xn jsou regresory (pevné či náhodné).

Ćıle:

Odhad parametru β.

Test hypotézy: H0 : β = 0 proti alternativě K : β 6= 0.
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Odhad metodou nejmenš́ıch čtverc̊u v regresi

Odhad metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

(β̂0, β̂)′ = argmin{
∑n

i=1(Yi − β0 − βxi )2 : (β0, β)′ ∈ R2}.

β̂ =
∑n

i=1(Yi−Ȳ )(xi−x̄)∑n
i=1(xi−x̄)2 .

Statistika T = β̂−β
σ̂

√∑n
i=1(xi − x̄)2 má za p̌redpokladu normality

chyb modelu t-rozděleńı s (n − 2) stupni volnosti.

Nevýhody:

Citlivé na porušeńı p̌redpokladu normality (p̌ŕıtomnost outlier̊u).

Citlivé na p̌ŕıtomnost vlivných pozorováńı.
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Odhad metodou nejmenš́ıch čtverc̊u v regresi

Př́ıklad - regresńı p̌ŕımka s β = 1
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Odhad metodou nejmenš́ıch čtverc̊u v regresi

Př́ıklad - regresńı p̌ŕımka s β = 1 + outlier
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Odhad metodou nejmenš́ıch čtverc̊u v regresi

Př́ıklad - regresńı p̌ŕımka s β = 1 + leverage point
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Odhad metodou nejmenš́ıch čtverc̊u v regresi

Př́ıklad - regresńı p̌ŕımka s β = 1 + outlier leverage point
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Odhad metodou nejmenš́ıch čtverc̊u v regresi

Př́ıklad - regresńı p̌ŕımka s β = 1 + chyby mě̌reńı
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Odhad metodou nejmenš́ıch čtverc̊u v regresi

Př́ıklad - regresńı p̌ŕımka s β = 1 + chyby mě̌reńı
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Odhad metodou nejmenš́ıch čtverc̊u v regresi

Př́ıklad - regresńı p̌ŕımka s β = 1 + chyby mě̌reńı
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Robustńı odhady v regresi Př́ıklady robustńıch metod

Robustńı odhady v regresi

Huber (1981) - M-odhady

Siegel (1982) - Least Median of Squares

Rousseeuw (1983) - Least Trimmed Squares

Koenker, Bassett (1978) - Kvantilová regrese

Jaeckel (1972) - R-odhady
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Robustńı odhady v regresi Pǒradové testy a odhady v regresi

R-odhady v regresi

Označme Dn(b) =
∑n

i=1 (Yi − xib)ϕ
(

Ri (b)
n+1

)
.

Ri (b) je pǒrad́ı (Yi − xib) mezi (Y1 − x1b), . . . , (Yn − xnb).

ϕ : (0, 1) 7→ R je nekonstantńı, neklesaj́ıćı, integrovatelná se
čtvercem, ϕ(1− t) = −ϕ(t), 0 < t < 1.

Jaeckel (1972) definoval odhad parametru β jako

β̂n = arg min{Dn(b) : b ∈ R}.

Dále označme Sn(b) =
∑n

i=1 (xi − x̄)ϕ
(

Ri (b)
n+1

)
Jurečková (1971) definovala odhad parametru β jako

β̂n = 1
2 sup{b ∈ R : Sn(b) > 0}+ 1

2 inf{b ∈ R : Sn(b) < 0}.
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Robustńı odhady v regresi Pǒradové testy a odhady v regresi

Pǒradové testy v regresi

Sn = n−1/2Sn(0) =
∑n

i=1(xi − x̄)ϕ
(

Ri

n+1

)
.

Ri je pǒrad́ı Yi mezi Y1, . . . ,Yn.

ϕ : (0, 1) 7→ R je nekonstantńı, neklesaj́ıćı, integrovatelná se
čtvercem.

A2(ϕ) =
∫ 1

0
(ϕ(t)− ϕ)2dt, ϕ =

∫ 1

0
ϕ(t)dt.

Qn = 1
n

∑n
i=1(xi − x̄)2.

Testová statistika: T 2
n =

S2
n

nA2(ϕ)Qn
.

T 2
n má za platnosti nulové hypotézy asymptoticky χ2 rozděleńı s 1

stupněm volnosti.
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Robustńı odhady v regresi Pǒradové testy a odhady v regresi

Pǒradové testy v regresi - p̌ŕıklady

ϕ(u) = u Wilcoxonův test

ϕ(u) = sign (2u − 1) mediánový (znaménkový) test

ϕ(u) = Φ−1(u) van der Waerdenův test
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Testy a odhady založené na pǒrad́ıch minimalizuj́ıćı vzdálenost Testy minimalizuj́ıćı vzdálenost

Testy minimalizuj́ıćı vzdálenost

Model regresńı p̌ŕımky: Yi = β0 + xiβ + ei , i = 1, . . . , n.

Motivace: Koul (2002) uvažoval odhady parametru β minimalizuj́ıćı
jisté vzdálenosti a ukázal, že v některých situaćıch maj́ı lepš́ı
vydatnost než R-odhady.

Tg ,n(s) =
1√
n

n∑
i=1

g(xi )I{Ri ≤ ns}, 0 ≤ s ≤ 1,

K∗g ,n =

∫ 1

0

T 2
g ,n(s)dL(s),

Ri je pǒrad́ı Yi mezi Y1, . . . ,Yn.

L je distribučńı funkce na [0, 1] a g reálná (váhová) funkce taková,
že
∑n

i=1 g(xi ) = 0 a
∑n

i=1 g
2(xi ) = 1.
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Testy a odhady založené na pǒrad́ıch minimalizuj́ıćı vzdálenost Testy minimalizuj́ıćı vzdálenost

Regresńı model s β = 0

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
2

−
1

0
1

x

Y

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
0.

10
−

0.
08

−
0.

06
−

0.
04

−
0.

02
0.

00
0.

02
0.

04

s

T
(s

)
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Testy a odhady založené na pǒrad́ıch minimalizuj́ıćı vzdálenost Testy minimalizuj́ıćı vzdálenost

Regresńı model s β = 1
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Testy a odhady založené na pǒrad́ıch minimalizuj́ıćı vzdálenost Testy minimalizuj́ıćı vzdálenost

Regresńı model s β = 10
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Testy a odhady založené na pǒrad́ıch minimalizuj́ıćı vzdálenost Testy minimalizuj́ıćı vzdálenost

Testová statistika

K∗g ,n =
∫ 1

0
T 2
g ,n(s)dL(s).

K∗g ,n = − 1
2n

∑n
i=1

∑n
j=1 g(xi )g(xj)

∣∣∣∣L (Ri

n −
)
− L

(
Rj

n −
) ∣∣∣∣.

Rozděleńı K∗g ,n za hypotézy nezáviśı na F (permutačńı princip).

Za ḿırných p̌redpokladů a za platnosti hypotézy

K∗g ,n
d−→ YL, kde YL =

∫ 1

0

B2(s)dL(s),

B(s) je Brownův můstek v C[0, 1].
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Testy a odhady založené na pǒrad́ıch minimalizuj́ıćı vzdálenost Testy minimalizuj́ıćı vzdálenost

Testová statistika II

Vyšeťrováno také asymptotické rozděleńı za lokálńı alternativy.

Volba funkce g . Nejvěťśı śıla pro g(xi ) = xi−x̄√∑n
j=1(xj−x̄)2

.

Volba funkce L.

Test funguje i za p̌ŕıtomnosti chyb v mě̌reńı. Jejich p̌ŕıtomnost pouze
snižuje śılu testu.
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Testy a odhady založené na pǒrad́ıch minimalizuj́ıćı vzdálenost Testy minimalizuj́ıćı vzdálenost

Simulace

ei N
(
0, 3

2

)
Log

(
0, 3√

2π

)
Lap

(
0,
√

3
2

)
t(6)

β MD W t MD W t MD W t MD W t
0 5.15 4.41 4.85 5.34 4.67 5.25 5.03 4.50 4.82 4.90 4.20 4.61

0.1 30.0 29.3 32.3 33.4 32.2 32.6 43.6 40.0 34.6 35.8 34.3 33.9
−0.1 29.2 29.7 31.5 34.0 33.1 34.0 44.2 40.3 34.9 35.0 33.4 34.2

0.2 81.2 81.9 85.4 84.9 84.5 84.7 90.5 88.8 85.0 87.8 87.1 85.5
−0.2 80.6 81.6 85.1 84.9 84.7 85.3 90.5 88.9 84.8 86.8 86.1 84.4

Tabulka: Četnost zaḿıtnut́ı hypotézy H0 : β = 0 (v procentech) testu
minimalizuj́ıćıho vzdálenost (MD), Wilcoxonova testu pro regresi (W) a
klasického t-testu pro regresi (t); n = 30, α = 0.05.
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Testy a odhady založené na pǒrad́ıch minimalizuj́ıćı vzdálenost Testy minimalizuj́ıćı vzdálenost
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Testy a odhady založené na pǒrad́ıch minimalizuj́ıćı vzdálenost Testy minimalizuj́ıćı vzdálenost
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Testy a odhady založené na pǒrad́ıch minimalizuj́ıćı vzdálenost Testy minimalizuj́ıćı vzdálenost - zobecněńı

Proč uvažovat L2 normu?

Původńı statistika: K∗g ,n =
∫ 1

0
T 2
g ,n(s)dL(s).

K p∗
g ,n =

∫ 1

0
|Tg ,n(s)|pdL(s), pro p ∈ [1,∞).

K p∗
g ,n = max{|Tg ,n(s)| : s ∈ (0, 1)} pro p =∞.

Rozděleńı K p∗
g ,n za hypotézy nezáviśı na F (permutačńı princip).

Za ḿırných p̌redpokladů a za platnosti hypotézy

K p∗
g ,n

d−→ Y p
L , kde Y p

L =

∫ 1

0

|B(s)|pdL(s),

B(s) je Brownův můstek v C[0, 1].
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Testy a odhady založené na pǒrad́ıch minimalizuj́ıćı vzdálenost Testy minimalizuj́ıćı vzdálenost - zobecněńı

Simulace

ei N
(
0, 3

2

)
Log

(
0, 3√

2π

)
Lap

(
0,
√

3
2

)
t(6)

β L2 L1 L∞ L2 L1 L∞ L2 L1 L∞ L2 L1 L∞

0 5.15 5.03 2.73 5.34 5.31 2.61 5.03 5.18 2.71 4.90 4.97 2.64
0.1 30.0 31.0 17.8 33.4 34.1 20.6 43.6 43.0 30.6 35.8 36.6 22.4
−0.1 29.2 30.2 17.2 34.0 34.7 21.4 44.2 43.4 30.4 35.0 35.8 21.6

0.2 81.2 82.6 62.4 84.9 85.7 68.1 90.5 90.3 78.9 87.8 88.5 72.2
−0.2 80.6 82.6 62.2 84.9 86.0 68.8 90.5 90.4 78.9 86.8 87.4 71.2

Tabulka: Četnost zaḿıtnut́ı hypotézy H0 : β = 0 (v procentech) testu
minimalizuj́ıćıho vzdálenost založeného na L2, L1 a L∞ normě; n = 30,
α = 0.05.
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minimalizuj́ıćıho vzdálenost založeného na L2, L1 a L∞ normě; n = 30,
α = 0.05.
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Testy a odhady založené na pǒrad́ıch minimalizuj́ıćı vzdálenost Odhady minimalizuj́ıćı vzdálenost

Odhady minimalizuj́ıćı vzdálenost

Tg ,n(s, t) =
1√
n

n∑
i=1

g(xi )I{Ri,t ≤ ns}, 0 ≤ s ≤ 1,

K∗g ,n(t) =

∫ 1

0

T 2
g ,n(s, t)dL(s),

Ri,t je pǒrad́ı Yi − xi t mezi Y1 − x1t, . . . ,Yn − xnt.

L je distribučńı funkce na [0, 1] a g reálná (váhová) funkce taková,
že
∑n

i=1 g(xi ) = 0.

β̂g ,n = argmin{K∗g ,n(t) : t ∈ R}.
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Testy a odhady založené na pǒrad́ıch minimalizuj́ıćı vzdálenost Odhady minimalizuj́ıćı vzdálenost

Odhady minimalizuj́ıćı vzdálenost - vlastnosti

K∗g ,n(t) = − 1
2n

∑n
i=1

∑n
j=1 g(xi )g(xj)

∣∣∣∣L(Ri,t

n −
)
− L

(
Rj,t

n −
) ∣∣∣∣.

Za ḿırných p̌redpokladů plat́ı

√
n(β̂g ,n − β)

d−→ Y , kde Y ∼ N
(

0, σ2
f ,L ·

(GQ)4

G 2Q3

)
.

Q = limn→∞
1
n

∑n
i=1(xi − x̄)2.

G = limn→∞
1
n

∑n
i=1 g

2(xi ).

GQ = limn→∞
1
n

∑n
i=1 g(xi )(xi − x̄).
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Testy a odhady založené na pǒrad́ıch minimalizuj́ıćı vzdálenost Odhady minimalizuj́ıćı vzdálenost

Odhady minimalizuj́ıćı vzdálenost - speciálńı p̌ŕıpad

Volba g(xi ) = xi − x̄ vede na asymptoticky vydatný odhad
parametru β.

Pro g(xi ) = xi − x̄ a L(s) = s plat́ı

√
n(β̂g ,n − β)

d−→ Y , kde Y ∼ N
(
0, σ2

f · Q−1
)
,

σ2
f =

∫ ∫
[F (x ∧ y)− F (x)F (y)]f 2(x)f 2(y)dxdy(∫

f 3(x)dx
)2 .
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Testy a odhady založené na pǒrad́ıch minimalizuj́ıćı vzdálenost Odhady minimalizuj́ıćı vzdálenost

Srovnáńı ARE odhadů

F ARE (MD,W ) ARE (MD, LSE )
Laplace 1.667 1.309
Logistic 0.988 1.034
Normal 0.957 0.914
Cauchy 1.278 ∞

Tabulka: Asymptotická relativńı vydatnost odhadu minimalizuj́ıćıho vzdálenost
(MD), R-odhadu založeného na Wilcoxonových skórech (W) a odhadu
metodou nejmenš́ıch čtverc̊u (LSE) pro r̊uzné chyby modelu.
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Testy a odhady založené na pǒrad́ıch minimalizuj́ıćı vzdálenost Odhady minimalizuj́ıćı vzdálenost - zobecněńı

Odhady minimalizuj́ıćı vzdálenost - zobecněńı

Zobecněńı opět spoč́ıvá v uvažováńı jiné než L2 normy.

Tg ,n(s, t) =
1√
n

n∑
i=1

g(xi )I{Ri,t ≤ ns}, 0 ≤ s ≤ 1,

K p∗
g ,n(t) =

∫ 1

0

|Tg ,n(s, t)|pdL(s), pro p ∈ [1,∞].

Ri,t je pǒrad́ı Yi − xi t mezi Y1 − x1t, . . . ,Yn − xnt.

L je distribučńı funkce na [0, 1] a g reálná (váhová) funkce taková,
že
∑n

i=1 g(xi ) = 0.

β̂p
g ,n = argmin{K p∗

g ,n(t) : t ∈ R}.
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Testy a odhady založené na pǒrad́ıch minimalizuj́ıćı vzdálenost Odhady minimalizuj́ıćı vzdálenost - zobecněńı

Závěrečné poznámky, výhledy do budoucna

Pro p = 1 p̌ŕıslušný odhad má v mnoha situaćıch vyš̌śı vydatnost než
původńı odhad založený na L2 normě.

Co by se dalo ještě udělat:

Zamě̌rit se v́ıce na volbu funkce g a robustifikaci vzhledem k vlivným
pozorováńım.

Volba optimálńı normy pro daný model.

Popsat chováńı odhadů v modelu s chybami mě̌reńı.

V́ıcerozměrný p̌ŕıpad.
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Poděkováńı

Děkuji za pozornost.

Práce byla spolufinancována grantem MUNI/A/1234/2015.
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