Testy a odhady zaloZené na minimalizaci
vzdalenosti

Radim Navratil

Ustav matematiky a statistiky
P¥irodov&deckd fakulta MU, Brno

Robust
16. za¥i 2016

Radim Navratil (UMS Brno) Testy a odhady zaloZené na minimalizaci vzdal i Robust 2016 1/35




|
O ¢em budu povidat

@ Odhad metodou nejmengich &tvercii v regresi

© Robustni odhady v regresi
@ P¥iklady robustnich metod
@ Poradové testy a odhady v regresi

© Testy a odhady zalozené na pofadich minimalizujici vzdalenost
@ Testy minimalizujici vzdalenost
@ Testy minimalizujici vzdalenost - zobecnénfi
@ Odhady minimalizujici vzdélenost
@ Odhady minimalizujici vzdélenost - zobecné&ni
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Model regresni pfimky

\/i:ﬂ()—‘rﬁx/—i_eia i:17"'7n

@ e,..., e, jsou iid s n&jakou (obecn& nezndmou) distribugni funkci F
a hustotou f.

@ X1,...,Xp jsou regresory (pevné & ndhodné).

Cile:
@ Odhad parametru S.
@ Test hypotézy: Hg : 5 = 0 proti alternativé K : 3 # 0.
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Odhad metodou nejmensich ¢tvercl

o (Bo. BY = argmin{Xy(¥; — fo — Bx)? : (50,8 € B2).

227 (i —%)?
o Statistika T = %wz;’:l(x; — X)? m3 za predpokladu normality
chyb modelu t-rozd&leni s (n — 2) stupni volnosti.
Nevyhody:
o Citlivé na poruZeni pfedpokladu normality (p¥itomnost outlieri).

o Citlivé na p¥itomnost vlivnych pozorovani.
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Ptiklad - regresni pfimka s § =1
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Pt¥iklad - regresni pfimka s 5 = 1 + outlier
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Odhad metodou nejmensich Etverch v regresi

Ptiklad - regresni pfimka s 3 = 1 + leverage point
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Ptiklad - regresni pfimka s 5 = 1 + outlier leverage point
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Ptiklad - regresni pfimka s 5 = 1 + chyby mé&¥eni
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Ptiklad - regresni pfimka s 5 = 1 + chyby mé&¥eni
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Ptiklad - regresni pfimka s 5 = 1 + chyby mé&¥eni
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Robustni odhady v regresi

@ Huber (1981) - M-odhady

o Siegel (1982) - Least Median of Squares

@ Rousseeuw (1983) - Least Trimmed Squares
o Koenker, Bassett (1978) - Kvantilova regrese
o Jaeckel (1972) - R-odhady
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R-odhady v regresi

o Oznaéme D,(b) = 327, (Vi — x;ib) ¢ (%)
o Ri(b) je poradi (Y; — x;b) mezi (Y1 — x1b),...,(Ys — xab).

@ ¢ : (0,1) — R je nekonstantni, neklesajla, integrovatelnd se
Ctvercem, p(1 —t) = —p(t), 0 < t < 1.

o Jaeckel (1972) definoval odhad parametru S jako
Bn = argmin{D,(b) : b € R}.
o Dile oznatme S,(b) =Y, (xi — X) ¢ (’iﬁ))
o Juretkova (1971) definovala odhad parametru 3 jako
Bn= fsup{beR:S,(b) >0} + inf{be R: S5,(b) <0}
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Poradové testy v regresi

— = R;
e S,=n"125,(0) = S(xi — X)e (m>
@ R; je pofadi Y; mezi Yi,...,Y,.
@ v : (0,1) — R je nekonstantni, neklesajici, integrovatelna se
Ctvercem.

o A2(p) = [}(p(t) —p)?dt, T= [, p(t)dt.
°o Q,= %Z?:l(xi - )?)2-

2
o Testova statistika: T2 = —>

()0,
e T2 ma za platnosti nulové hypotézy asymptoticky x? rozdéleni s 1
stupném volnosti.
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Poradové testy v regresi - priklady

o ¢(u) =u Wilcoxoniv test
o o(u) =sign(2u—1) medidnovy (znaménkovy) test
o o(u)=®"Y(u) van der Waerdeniv test
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Testy a odhady zaloZené na po¥adich minimalizujici vzdlenost [MEENENIISIEAIERvA e

Testy minimalizujici vzdalenost

@ Model regresni p¥fimky: Yi= 6o+ x;8+e, i=1,...,n.

e Motivace: Koul (2002) uvaZoval odhady parametru 8 minimalizujici
jisté vzddlenosti a ukazal, Ze v nékterych situacich maji lepsi
vydatnost neZ R-odhady.

1 n
Ten(s) = 7 > eg(x)I{Ri <ns}, 0<s<1,
i=1

1
* o 2
K, = /0 T2 (s)dL(s),
@ R; je potadi Y; mezi Yi,...,Y,.

o L je distribu&ni funkce na [0,1] a g redInd (vdhovd) funkce takova,
ze 27:1 g(X,') =0a 27:1 g2(X,') =1.
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sty a odhady zaloZené na po¥adich minimalizujici vzdlenost [EESRNINSIFAIERLESeE

Regresni model s =0
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sty a odhady zaloZené na po¥adich minimalizujici vzdlenost [EESRNINSIFAIERLESeE

Regresni model s 5 =1
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sty a odhady zaloZené na po¥adich minimalizujici vzdlenost [EESRNINSIFAIERLESeE

Regresni model s g = 10
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Testy a odhady zaloZené na po¥adich minimalizujici vzdlenost [MEENENIISIEAIERvA e

Testova statistika

o K, = Jo T2 ,(s)dL(s).

O K= 20 S g0a)gg)|L (B) — L (%) ‘

Rozdgleni K; , za hypotézy nezavisi na F (permutatni princip).

Za mirnych predpokladli a za platnosti hypotézy
J 1
Kin— YL, kde Y. = /0 B?(s)dL(s),

B(s) je Browniv mistek v C[0, 1].
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Testy a odhady zaloZené na po¥adich minimalizujici vzdlenost [MEENENIISIEAIERvA e

Testova statistika Il

@ Vysetfovano také asymptotické rozdé&leni za lokalni alternativy.
X,'*)-(

@ Volba funkce g. Nejvétsi sila pro g(x;) = NS
=1 —X

@ Volba funkce L.

o Test funguje i za pFitomnosti chyb v mé&Feni. Jejich p¥itomnost pouze
sniZuje silu testu.
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Testy a odhady zaloZené na po¥adich minimalizujici vzdalenost

Simulace

€i

N(0.3)

Log (0, ﬁ)

Testy minimalizujici vzddlenost

Lap (0, ?)

t(6)

B

MD W t

MD W t

MD W t

MD

W t

0

0.1
-0.1
0.2
-0.2

5.15 4.41 4.85
30.0 29.3 32.3
29.2 29.7 31.5
81.2 81.9 85.4
80.6 81.6 85.1

5.34 4.67 5.25
33.4 32.2 32.6
34.0 33.1 34.0
84.9 845 84.7
84.9 84.7 853

5.03 4.50 4.82
43.6 40.0 34.6
442 40.3 349
90.5 88.8 85.0
90.5 88.9 84.8

4.90
35.8
35.0
87.8
86.8

4.20 4.61
34.3 33.9
33.4 34.2
87.1 85.5
86.1 84.4

Tabulka: Cetnost zamitnuti hypotézy Ho : 8 = 0 (v procentech) testu
minimalizujiciho vzdélenost (MD), Wilcoxonova testu pro regresi (W) a
klasického t-testu pro regresi (t); n = 30, a = 0.05.
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Testy a odhady zaloZené na po¥adich minimalizujici vzdalenost
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Tabulka: Cetnost zamitnuti hypotézy Ho : 8 = 0 (v procentech) testu
minimalizujiciho vzdélenost (MD), Wilcoxonova testu pro regresi (W) a
klasického t-testu pro regresi (t); n = 30, a = 0.05.
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Testy a odhady zaloZené na po¥adich minimalizujici vzdalenost
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Testy a odhady zaloZené na po¥adich minimalizujici vzdalenost [ERESYRWTY

Pro¢ uvaZovat L2 normu?

VR . 1
Pivodni statistika: K7 , = [, T2 ,(s)dL(s).

. 1
Ke, = fo | Tg.n(s)PdL(s), prop € [1,00).
Kg%, = max{|Tgn(s)| : s € (0,1)} pro p= 0.

Rozdgleni Kf”, za hypotézy nezdvisi na F (permutaini princip).

Za mirnych ptfedpokladd a za platnosti hypotézy
J 1
Kew =57, ke ¥P = [ IBPdL().

B(s) je Browniv mistek v C[0, 1].
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Testy a odhady zaloZené na po¥adich minimalizujici vzdalenost

Simulace

€j

N(0,3)

e (0.)

Testy minimalizuj

Lap (0, é)

t(6)

B

2 oL

2 [r [

2 [r [

L2

[t L=

0

0.1
—0.1
0.2
-0.2

5.15 5.03 2.73
30.0 31.0 17.8
29.2 30.2 17.2
81.2 82.6 62.4
80.6 82.6 62.2

5.34 531 261
33.4 34.1 20.6
34.0 347 214
84.9 85.7 68.1
84.9 86.0 68.8

5.03 5.18 2.71
43.6 43.0 30.6
442 434 304
90.5 90.3 78.9
90.5 90.4 78.9

4.90
35.8
35.0
87.8
86.8

497 2.64
36.6 22.4
35.8 21.6
88.5 72.2
87.4 71.2

Tabulka: Cetnost zamitnuti hypotézy Ho : 8 = 0 (v procentech) testu
minimalizujiciho vzdélenost zaloZeného na L2, LY a ™ normé&; n = 30,
a = 0.05.
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Testy a odhady zaloZené na po¥adich minimalizujici vzdalenost

Simulace

€j

N(0,3)

)2

e (0.)

Testy minimalizuj

Lap (0, é)

t(6)

B

2 oL

2 [r [

2 [r [

L2

[t L=

0

0.1
—0.1
0.2
-0.2

5.15 5.03 2.73
30.0 31.0 17.8
29.2 30.2 17.2
81.2 82.6 62.4
80.6 82.6 62.2

5.34 531 261
33.4 34.1 20.6
34.0 347 214
84.9 85.7 68.1
84.9 86.0 68.8

5.03 5.18 2.71
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90.5 90.3 78.9
90.5 90.4 78.9
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35.8
35.0
87.8
86.8

4.97 2.64
36.6 22.4
35.8 21.6
88.5 72.2
87.4 71.2

Tabulka: Cetnost zamitnuti hypotézy Ho : 8 = 0 (v procentech) testu
minimalizujiciho vzdélenost zaloZeného na L2, ' a L™ norm&; n = 30,
a = 0.05.
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Testy a odhady zaloZené na po¥adich minimalizujici vzdalenost [OXEX VRN PR EI e

Odhady minimalizujici vzdélenost

1 n
Ten(s, t) = 7 Zg(x,-)]l{R,-,t <ns}, 0<s<l1,
i=1

Ko(t) = / T2 (s, t)dL(s),

@ R;: je pofadi Y; — x;t mezi Y1 — xit,..., Y, — Xst.

o L je distribu¢ni funkce na [0,1] a g redlnd (vdhova) funkce takovd,
ze Y o g(x)=0.

° ﬁ/g?, = argmin{K; ,(t) : t € R}.
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Testy a odhady zaloZené na po¥adich minimalizujici vzdalenost [OXEX VRN PR EI e

Odhady minimalizujici vzddlenost - vlastnosti

* n n Ri: Rj,z
o Kpalt) =~ S S alalely)|L (Be-) £ (%) |
@ Za mirnych predpokladl plati
— GQ)*

V(Ben—B) - Y, kde Y ~N (o,g%,L : (G20)3> :
o Q=limoo 137 (% — %)
° G =limpo > g%(x).
° GQ =limyoo 237 | g(x)(x; — X).
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Testy a odhady zaloZené na po¥adich minimalizujici vzdalenost [OXEX VRN PR EI e

Odhady minimalizujici vzdélenost - specialni pFipad

@ Volba g(x;) = x; — X vede na asymptoticky vydatny odhad
parametru .

@ Pro g(x;) = xi — X a L(s) = s plati
Vi(Bgn—B) -5 Y, kde Y ~N(0,07-Q7),

s _ JIIFGcny) = FOOFOIP(P () oy
(f F3(x)dx)”

g
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Testy a odhady zaloZené na po¥adich minimalizujici vzdalenost [OXEX VRN PR EI e

Srovnani ARE odhadi

F ‘ ARE(MD, W) ‘ ARE(MD, LSE)
Laplace 1.667 1.309
Logistic 0.988 1.034
Normal 0.957 0.914
Cauchy 1.278 00

Tabulka: Asymptoticka relativni vydatnost odhadu minimalizujiciho vzdélenost
(MD), R-odhadu zaloZeného na Wilcoxonovych skérech (W) a odhadu
metodou nejmensich &tverch (LSE) pro riizné chyby modelu.
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R LRSS PR P [ TR PRI Odhady minimalizujici vzdalenost - zobecn&ni

Odhady minimalizujici vzdalenost - zobecnéni

@ Zobecn&ni opét spotiva v uvazovani jiné nez L? normy.

°
1 n

Ten(s,t) = —&= Zg(x,-)]l{R,-,t <ns}, 0<s<1,
Vi
1
KP (1) = /O | Tenls. )PdL(s), pro p e [1,00].
o R jepofadi Yi — xjt mezi Y1 — xit,..., Y, — xpt.
o L je distribugni funkce na [0,1] a g redlnd (vdhova) funkce takova,

ze )l g(x)=0.
BEn = argmin{KZ"(t) : t € R}.
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R LRSS PR P [ TR PRI Odhady minimalizujici vzdalenost - zobecn&ni

Zavéretné poznamky, vyhledy do budoucna

@ Pro p =1 pfislusny odhad ma v mnoha situacich vy3si vydatnost nez
piivodni odhad zaloZeny na L? normé.
Co by se dalo jesté udélat:

@ Zaméfit se vice na volbu funkce g a robustifikaci vzhledem k vlivnym
pozorovanim.

@ Volba optimalni normy pro dany model.
@ Popsat chovani odhadii v modelu s chybami méreni.

@ Vicerozmérny pfipad.
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R LRSS PR P [ TR PRI Odhady minimalizujici vzdalenost - zobecn&ni

Podé&kovani

Dékuji za pozornost.

Prace byla spolufinancovana grantem MUNI/A/1234/2015.
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