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Čím sa zaoberáme

skúmanie časových radov (ČR)
predikcie ČR lineárnymi regresnými modelmi (FDSLRM )

Definícia(FDSLRM)

Model časového radu X (.) nazývame lineárny regresný model s konečným
diskrétnym spektrom (FDSLRM), ak X (.) má tvar

X (t) =
k∑

i=1

βi fi (t) +
l∑

j=1

Yjvj(t) + w(t); t = 1, 2, . . . ; k, l ∈ N0,

kde β = (β1, β2, . . . , βk)
′ z Ek je vektor regresných parametrov,

Y = (Y1,Y2, . . . ,Yl )
′ je náhodný vektor so strednou hodnotou E{Y } = 0 a

kovariančnou maticou Cov {Y } = diag(σ2
j ) z E

l×l so σ2
j ≥ 0; j = 1, 2, . . . , l ,

fi (.); i = 1, 2, . . . , k a vj (.); j = 1, 2, . . . , l sú reálne funkcie definované na E1,
w(.) je biely šum nekorelovaný s Y a s disperziou D {w(t)} = σ2 > 0.
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Čím sa zaoberáme

Definícia (Najlepší lineárny nevychýlený prediktor - BLUP)

Nech X = (X (1),X (2), . . . ,X (n))′ je konečné pozorovanie časového radu X (.)
popísané lineárnym regresným modelom s neznámym parametrom β:

X = Fβ + ε, E (ε) = 0, Cov(X ) = Σn > 0,

pričom β ∈ Ek , F ∈ Enxk je tzv. matica plánu s plnou hodnosťou.
Prediktor X ∗(n + d) nazývame najlepším lineárnym nevychýleným
prediktorom zložky X (n + d), ak je:

(a) lineárny vzhľadom na X , t.j.
X ∗(n + d) = a′X + a0; a ∈ En, a0 ∈ E,

(b) nevychýlený pre všetky β, t.j. Eβ(X ∗(n + d)) = Eβ(X (n + d))

(c) najlepší, t.j. minimalizuje MSE v triede všetkých lineárnych
nevychýlených prediktorov Ũ(n + d)

E (X ∗(n + d)− X (n + d))2 ≤ E (Ũ(n + d)− X (n + d))2.
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Reálne dáta

24 hodinové pozorovanie X spotreby el. energie v obchodnom dome
(Štulajter & Witkovský, 2004):

Xm = α +
m∑

i=1
(βi cosλi t + γi sinλi t) +

3−m∑
j=1

(Yj cosλj t + Zj sinλj t) +

+ w(t); λi , λj ∈ E1, m ∈ {0, 1, 2, 3}
štyri FDSLRM dizajny a ilustrácia výsledkov pre dizajn m = 2
(R Core Team, 2015)
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Problém - záporné odhady
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Korekcia MSE pre EBLUP

BLUP → X ∗ν (n + d) = f ′β∗ν(X) + r′νΣ−1
ν (X− Fβ∗ν(X)),

pričom β∗ν(X) = (F ′Σ−1F )−1F ′Σ−1
ν X

MSE{X ∗ν (n + d)} = Dν{X (n + d)} − r ′νΣ−1
ν rν+

+ ‖ f − F ′Σ−1
ν rν ‖(F ′Σ−1

ν F )−1

EBLUP → X ∗ν̃ (n + d) = f ′β∗ν̃(X) + r′ν̃Σ−1
ν̃ (X− Fβ∗ν̃(X))

Eν0 [X ∗ν̃ (n +d)−X ∗ν0
(n +d)]2 ≈ Eν0

[
∂X∗ν (n+d)

∂ν′ |ν=ν0(ν̃−ν0)

]2

Potreba explicitných vyjadrení momentov až do 6. rádu E{X′AX}
resp. E{X′BX}, E{XX′}, E{XX′AXX′} resp. E{XX′BXX′},
E{XX′AXX′BXX′} a ďalšie...
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Explicitný tvar momentov

Veta
Nech je dané konečné pozorovanie časového radu lineárnym regresným
modelom: X ∼ N(Fβ,Σ), kde F ∈ En×k , β ∈ Ek a Σ ∈ En×n, Σ > 0.
Nech QA ≡ X ′AX , QB ≡ X ′BX , A,B ∈ En×n sú invariantné kvadratické
formy, t.j. AF = BF = 0, E(QA) = tr(AΣ), E(QB) = tr(BΣ) a
Cov(QA,QB) = 2tr(AΣBΣ).
Potom pre centrované Q∗A ≡ QA − νA a Q∗B ≡ QB − νB , νA, νB ∈ E1 platí:

1 E(Q∗A) = E(QA)− νA, E(XQ∗A) = E(Q∗A)Fβ,
E(XQ∗AX ′) = E(Q∗A)[Σ + Fβ(Fβ)′] + 2ΣAΣ

2 E(Q∗AQ∗B) = Cov(QA,QB) + E(Q∗A)E(Q∗B),
E(XQ∗AQ∗B) = E(Q∗AQ∗B)Fβ,
E(XQ∗AQ∗BX ′) = 2Σ[E(Q∗A)B + E(Q∗B)A + 2AΣB + 2BΣA]Σ+

+E(Q∗AQ∗B)[Σ + Fβ(Fβ)′]
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Explicitný tvar momentov

dôkaz s využitím algebraických metód viacrozmernej štatistiky –
vektorizácia, komutačné matice, kroneckerov súčin a vzťahy medzi
nimi (Ghazal & Neudecker 2000, Kollo & Rosen 2005)
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Význam a prínos výsledkov

potreba explicitných tvarov momentov pre ďalšie teoretické štúdium
aproximácie MSE a iných vlastností EBLUPov
Doteraz teoreticky študované aproximácie MSE pre EBLUPy vo
FDSLRM len pre nevychýlené invariantné odhady:

ortogonálny prípad FDSLRM – nevychýlené DOOLSE=REMLE
(Štulajter, 2007)
všeobecný prípad FDSLRM – nevychýlené NE (Hančová, 2011)

moderný a elegantný prístup k odvádzaniu výsledkov
výsledné tvary výhodné pre počítačovú implementáciu v R (aplikácia
na reálne dáta, počítačové simulácie, bootstrap)
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pre MSE EBLUPu platí (Štulajter 2002)

EΣ[Ũ − Xn+d ]2 = EΣ[U∗Σ − Xn+d ]2 + EΣ[U∗Σ − Ũ]2.

výpočet EΣ[U∗Σ − Ũ]2 vo všeobecnosti je otvorený problém, v praxi
aproximácia – Taylorov rozvoj:

Ũ ≈ U∗Σ +
∂Ũ(X,ν)

∂ν ′
|ν=ν0(ν̃ − ν0)

odkiaľ

Ũ − U∗Σ ≈
∂Ũ(X,ν)

∂ν ′
|ν=ν0(ν̃ − ν0)

teda MSE Ũ − U∗Σ sa dá aproximovať vzťahom

Eν0 [Ũ − U∗ν0 ]2 ≈ Eν0

[
∂Ũ(X,ν)

∂ν ′
|ν=ν0(ν̃ − ν0)

]2
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