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Motivace - teorie odhadu

Základnı́ rámec:
(Ω,A,Pθ), kde θ ∈ Θ; g(θ) =?

Silně konzistentnı́ odhady Tn:

Pθ

[
T1,T2, . . . −→ g(θ)

]
= 1 ∀θ ∈ Θ

Slabě konzistentnı́ odhady Tn:

Pθ

[
|Tn − g(θ)| > ε

]
−→ 0 ∀ε > 0, ∀θ ∈ Θ

ω ∈ Ω, g(θ) =?:
Silná konzistence⇒ T1(ω),T2(ω), . . . −→ g(θ)
Slabá konzistence⇒ T1(ω),T2(ω), . . . −→ ?

PLIF:
f :

(
T1(ω),T2(ω), . . .

)
7→ g(θ) Pθ-skoro jistě ∀θ ∈ Θ

Pozn.: f : RN −→ R
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Definice PLIF

(Ω,A,P)...pravděpodobnostnı́ prostor;
X ...množina všech náhodných posloupnostı́
konvergujı́cı́ch v pravděpodobnosti;

Definition

Zobrazenı́ f : RN → R je PLIF na X ∗ ⊂ X , pokud pro libovolnou
náh. posl. X1,X2, ... z X ∗ platı́

f
(

X1(ω),X2(ω), . . .

)
=

(
P-lim
n→∞

Xn

)
(ω), pro s.v. ω ∈ Ω.

Poznámky:
Univerzálnı́ PLIF: PLIF na X
Adaptovaný PLIF: f (x1, x2, ...) = limn→∞ fn(x1, ..., xn)
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Definition

Zobrazenı́ f : RN → R je PLIF na X ∗ ⊂ X , pokud pro libovolnou
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Známé výsledky

J. Štěpán: Univerzálnı́ PLIF pro reálné náhodné veličiny
existuje za hypotézy kontinua.
Důkaz založen na konvergenci s.j. vybraných podposloupnostı́ a transfinitnı́
indukci.

Existence rozšı́řena pro náh. vel. s hodnotami v
libovolném separabilnı́m metrickém prostoru.

=⇒ Stochastický integrál ”po trajektoriı́ch”.

D. Blackwell: Univerzálnı́ PLIF nemůže být Borelovsky
měřitelný (ani pro 0-1 náhodné veličiny).
Důkaz založen na Oxtobyho kategoriálnı́m 0-1 zákonu.
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=⇒ Stochastický integrál ”po trajektoriı́ch”.
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Adaptovaný měřitelný PLIF

Založen na konečnéme počtu pozorovánı́:

lim
n→∞

fn

(
X1(ω), ...,Xn(ω)

)
=

(
P-lim
n→∞

Xn

)
(ω) pro P-s.v. ω

→ Hledánı́ vhodné podmnožiny X ∗ ⊂ X :

1 X ∗ = množina náh. posl., jejichž rozdělenı́ jsou
dominovaná jedinou (σ-konečnou) mı́rou.
→ tato X ∗ přı́liš malá

2 X ∗ = množina náh. posl. se stejnou závislostnı́ strukturou
a s libovolnými marginálnı́mi rozdělenı́mi koordinát
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Rozšı́řená Skorochodova reprezentace

Uvažujme:
G = polský prostor;
P(G) = množina všech Borel. pravděp. měr na G.

⇒ Existuje spojitá reprezentace γ : P(G)× [0,1]→ G:
γ(µ, .)... náh. vel. s rozdělenı́m µ; a

µn
w−→ µ =⇒ γ(µn, .)

s.j.−→ γ(µ, .).

Klasický přı́klad:
γ(µ,u) = F−1

µ (u)
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Rozšı́řená Skorochodova reprezentace
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Náhodné posloupnosti se stejnou závislostnı́
strukturou

Zvolme pevně:
γ = spojitá reprezentace P(G);
(R1,R2, ...) náhodná posloupnost: Ri rovnoměrně
rozdělené na [0,1].

Definujme:
X ∗ ⊂ X tvořená posloupnostmi (X1,X2, ...) generovanými:

Xn(ω) := γ

(
µn,Rn(ω)

)
, µn ∈ P(G).

⇒ Exituje adaptovaný, měřitelný PLIF na X ∗.

Klasický přı́klad:
X ∗ = posloupnosti se stejnými (konečně rozměrnými) kopulami.
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Náhodné posloupnosti se stejnou závislostnı́
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X ∗ ⊂ X tvořená posloupnostmi (X1,X2, ...) generovanými:

Xn(ω) := γ

(
µn,Rn(ω)

)
, µn ∈ P(G).
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DĚKUJI ZA POZORNOST!



Application - pathwise representation of stochastic
integral (Štěpán, Křı́ž)

SETTING:
(Ω,A, {Fn},P),B - Brownian motion
AIM:

I :

(
X (ω),B(ω)

)
7−→

(∫
XdB

)
(ω) a.s.

1 Aproximate X with simple (jump) processes:
X (ω) 7−→ X1(ω),X2(ω), . . .

2 Integrate simple processes:(
Xn(ω),B(ω)

)
7→
(∫

XndB
)

(ω) =
∑

n Xtn (Btn+1 − Btn )

3 Determine the probability limit of the sequence:

In :=

∫
XndB P−→

∫
XdB in space

(
C(R+),d

)

⇒ f :

(
I1(ω), I2(ω), . . .

)
a.s.7−→

(
P-lim
n→∞

In

)
(ω). . . PLIF on

(
C(R+),d

)
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Functional representation to weak solutions to SDE

Stochastic integral with general integrator

I :

(
X (ω),M(ω)

)
7−→

(∫
XdM

)
(ω) a.s.

Weak solution to SDE
dXt = σ(t ,X )dBt + b(t ,X )dt

B(ω) := F
(

X (ω),u(ω)

)
=⇒ (X ,B) solves the SDE
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