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Úvod a cie© práce Metóda POT Odhad maximálnej budúcej ²kody

Ve©ké ²kody

• ²kody prevy²ujúce ur£itú hranicu

• poistné plnenia, ktoré by vo vä£²om mnoºstve mohli

spôsobi´ �nan£né ´aºkosti pois´ovne

→ nízky po£et, ALE ve©ký príspevok v kone£nej sume ²kôd

→ dôleºité vedie´ ich predvída´
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Cie© práce

• cie©:

1. vytvori´ model pre popis správania sa ve©kých ²kôd

2. na základe vytvoreného modelu odhadnú´ maximálnu

hodnotu budúcich ²kôd

• metóda POT � Peaks Over Threshold

• aplikácia poznatkov na reálne dáta

−→ SOA Group Medical Insurance Large Claims

Database
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Pre£o práve metóda POT?

• klasické metódy zaloºené na rozdeleniach s ´aºkým

chvostom (gamma, loggamma, lognormálne, . . . )

−→ potrebný ve©ký po£et dát

• metóda POT

−→ odhady budú spo©ahlivé aj pri niº²om po£te

pozorovaní, napr. 15
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Podstata metódy POT

Podstata: odhad chvostu 1− F(u + x)

• Zov²eobecnené rozdelenie ve©kých hodnôt (Generalised

extreme value distribution)

• Zov²eobecnené Paretovo rozdelenie

• funkcia priemerného prírastku
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Zov²eobecnené rozdelenie ve©kých hodnôt � GEV

distribu£ná funkcia GEV rozdelenia

Hξ(x) =

e−(1+ξx)
− 1

ξ
, ξ 6= 0;

e−e
−x
, ξ = 0;

pri£om 1 + ξx > 0 a

x > −ξ−1, ak ξ > 0;

x < −ξ−1, ak ξ < 0;

x ∈ R, ak ξ = 0.
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Maximum domain of attraction

Uvaºujme postupnos´ náhodných premenných {Xi}
s distribu£nou funkciou F.

Náhodná premenná X (resp. jej distribu£ná funkcia F) patrí do

maximum domain of attraction rozdelenia extrémnych hodnôt

H, ak existujú kon²tanty an > 0, bn ∈ R také, ºe

a−1n (Mn − bn)
d→ H,

kde Mn = max {X1, . . . ,Xn}.

X ∈ MDA(H)
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Zov²eobecnené Paretovo rozdelenie � GPD

distribu£ná funkcia

Gξ,β(x) =

1−
(
1 + ξ xβ

)− 1
ξ
, ξ 6= 0;

1− e−x, ξ = 0;

x ∈ D(ξ, β);

kde

D(ξ, β) = [0,∞), ξ ≥ 0;

D(ξ, β) =

[
0,−β

ξ

]
, ξ < 0.
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Funkcia priemerného prírastku

• xF = sup {x ∈ R : F(x) < 1}
• X je náhodná premenná s pravým koncovým bodom xF

• u ∈ R+, u < xF je ©ubovo©né pevné

Distribu£ná funkcia presahu Fu pre náhodnú premennú X:

Fu(x) = P(X− u ≤ x|X > u), x ∈ R+.

Funkcia priemerného prírastku náhodnej premennej X:

e(u) = E(X− u|X > u), 0 ≤ u < xF.
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Funkcia priemerného prírastku pre niektoré typy

rozdelení pravdepodobnosti

• spojité náhodné premenné

e(u) =
∫∞
u [1−F(x)]dx

1−F(u)

• exponenciálne rozdelenie

e(u) =
1

λ

• Paretovo rozdelenie

e(u) =
κ+ u

α− 1
, α > 1

• Weibullovo rozdelenie

e(u) = u1−γ

cγ (1 + o(1)) , u→∞
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Funkcia priemerného prírastku pre GPD

e(u) =
β

1− ξ
+

ξ

1− ξ
u

• pre GPD je vºdy lineárna funkcia premennej u

• vyuºitie pri vo©be vhodného prahu u
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Metóda POT

Odhad chvostu 1− F(u + x):

• náhodný výber rozsahu n z rozdelenia s distribu£nou

funkciou F, F ∈ MDA(Hξ)

• ∆n(u) = {i : Xi > u}, Nu = card∆n(u)

• 1− F(u + x) = [1− F(u)] [1− Fu(x)]

• 1− F(u) ≈ 1− Fn(u) = 1
n

∑n
i=1 IXi>u = Nu

n

• F ∈ MDA(Hξ)

⇒ lim
u↑xF

sup
0<x<xF−u

|Fu(x)−Gξ,β(u)(x)| = 0

⇒ Fu(x) ≈ Gξ,β(u)(x)
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Metóda POT

1− F(u + x) ≈ Nu

n

(
1 + ξ̂

x

β̂

)−1

ξ̂
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Tvorba modelu pre reálne dáta

1. vo©ba vhodného prahu u pomocou ME�grafu a TC�grafov

2. odhad parametrov ξ, β v GPD pre zvolené prahy

3. výber najvhodnej²ieho modelu na základe QQ�grafov a

KS�testu
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1. ME�graf

• X1,X2, ...,Xn sú nezávislé, rovnako rozdelené náhodné

premenné s distribu£nou funkciou F

• empirická funkcia priemerného prírastku

en(u) =
1

card∆n(u)

∑
i∈∆n(u)

(Xi − u).

• ME�graf {(
X(k),n, en

(
X(k),n

))
: k = 1, ..., n

}
−→ h©adáme hodnotu u, pre ktorú je en(x) pre x > u

pribliºne lineárna funkcia
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1. ME�graf pre dáta z roku 1997



Úvod a cie© práce Metóda POT Odhad maximálnej budúcej ²kody

1. TC�grafy

• X ∼ Gξ0,β0

• u0, u1 > u0 sú prahy

• β = β0 − ξ0u0

• TC�graf 1

{(u1, β) : u1 ≤ max{x1, . . . , xn}},

• TC�graf 2

{(u1, ξ0) : u1 ≤ max{x1, . . . , xn}},

• h©adáme hodnotu u, od ktorej sú odhady ξ0 a β pribliºne

kon²tantné
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1. TC�grafy pre dáta z roku 1997
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2. Odhady neznámych parametrov v GPD

prah MMV s.e. MM s.e.
$ 10 000 ξ̂ 0,528 8,873 . 10−3 0,541

β̂ 0,940 . 104 1,040 . 102 0,817 . 104

$ 50 000 ξ̂ 1,923 . 10−1 2,010 . 10−2 4,048 . 10−1 0,031
β̂ 5,417 . 104 1,410 . 103 3,224 . 104 0,990 . 103

$ 100 000 ξ̂ 1,265 . 10−1 2,730 . 10−2 2,797 . 10−1 4,006 . 10−2

β̂ 8,716 . 104 1,550 . 103 6,279 . 104 3,069 . 103

$ 190 000 ξ̂ 8,016 . 10−2 4,498 . 10−2 1,785 . 10−1 6,540 . 10−2

β̂ 1,199 . 105 2,135 . 103 9,851 . 104 8,424 . 103
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3. QQ�graf

{(
F←

(
k

n + 1

)
,X(k),n

)
: k = 1, . . . , n

}

−→ pribliºný lineárny priebeh grafu indikuje, ºe dáta

pochádzajú z rozdelenia s distribu£nou funkciou F
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3. QQ�grafy pre dáta prevy²ujúce zvolené prahy
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3. Kolmogorov�Smirnov test

• p1, . . . , pnu reprezentujú dáta presahujúce prah u,

• nu je po£et pozorovaní s danou vlastnos´ou,

Testovali sme hypotézu:

• H0 : p1, . . . , pnu pochádzajú z rozdelenia s distribu£nou

funkciou G
ξ̂,β̂

• H1 : p1, . . . , pnu nepochádzajú z rozdelenia s distribu£nou

funkciou G
ξ̂,β̂

.

• p�value pre zvolené prahy

$ 50 000 $ 100 000 $ 190 000

2, 2.10−16 1, 912.10−9 0, 052
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Model pre dáta z roku 1997 vy²²ie ako $ 190 000

1− F(u + x) ≈ Nu

n

(
1 + ξ̂

x

β̂

)−1

ξ̂

ξ̂ 8, 016.10−2

β̂ 1, 199.105

Nu 332
n 33 325
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Odhad maximálnej budúcej ²kody

PML = Probable Maximum Loss

• rie²enie rovnice P (Mn ≤ PMLε) = 1− ε
• PMLε = F←Mn

(1− ε)

• Mn = maximálna ²koda za nasledujúci £asový úsek −→
neznáma

Nech:

• N,X1, ...,Xn, ... sú nezávislé

• N ∼ Poi(λ) a Xi ∼ Gξ,β

• MN = max{X1, ...,XN}
Potom

P(MN < x) = e
−λ
(
1+ξ x

β

)− 1
ξ

.
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Odhad maximálnej budúcej ²kody

PMLε =

[(
− λ

ln(1− ε)

)ξ
− 1

]
β

ξ
+ u
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Odhady pomocou vytvorených modelov

model pre dáta z roku 1997:

PML0,05 = 1 716 680

PML0,01 = 2 138 543

maximálna ²koda v roku 1998: $1 342 615

v roku 1999: $2 568 512
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Porovnanie charakteru dát
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Záver

Vytvorený model je funk£ný a schopný pracova´
s ve©kými ²kodami.
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Záver

�akujem za pozornos´.
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