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Základnı́ definice a značenı́
(Ω,A,P). . . pravděpodobnostnı́ prostor, E polský prostor.
N . . . množina lokálně konečných celočı́selných měr na (E ,B(E)) se
σ−algebrou N.
Bodový proces je pak zobrazenı́

µ : (Ω,A,P) −→ (N ,N)

Pro B ∈ B(E) je µ(B) počet bodů procesu µ v B.
Označme η Poissonův bodový proces s mı́rou intenzity
λ(B) = Eη(B), B ∈ B(E).
Potom proces µ s hustotou p vzhledem k η má rozdělenı́

Pµ(A) =
∫

A
p(x)Pη(dx) A ∈ N.
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Proces úseček
Každá úsečka v R2 je jednoznačně určena svým význačným bodem
(střed úsečky, lexikografické minimum,..), délkou a směrem.

Bodovým procesem úseček pak rozumı́me bodový proces na
E = S × (0,∞)× [0, π), kde S ∈ B(R2) kompaktnı́.
Označme η Poissonovův bodový proces úseček na
S × (0,∞)× [0, π) s mı́rou intenzity ρ(z)dzϑ(dϕ)D(dr), kde

ρ(z) je intenzita procesu význačných bodů (omezená na S)
D(dl) rozdělenı́ délek
ϑ(dϕ) rozdělenı́ směrů

Procesy úseček KPMS MFF UK



Proces interaktivnı́ch úseček
Uvažujme bodový proces úseček µ daný hustotou p vzhledem k
Poissonovu procesu η,

p(µ|θ) = c−1
θ exp(θ · T (Uµ)), (1)

kde Uµ je sjednoceı́ úseček procesu.
Přı́klad.(n = 3.)

T (Uµ) = (N(Uµ),L(Uµ), I(Uµ)),

kde
N. . . počet průsečı́ků
L. . . celková délka Uµ

I. . . počet izolovaných úseček
a b c d
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Operátor diference
Operátor diference. Pro měřitelnou funkci F : N −→ R a y ∈ E
definujeme operátor diference jako

Dy F (µ) = F (µ+ δy )− F (µ).

Diference i−tého řádu je pak dána jako

Dy1,...,yi F = Dy1Dy2,...,yi F , y1, . . . yi ∈ E .

Dále definujeme symetrickou funkci TnF na En předpisem

Tµ
n F (y1, . . . , yn) = EDn

y1,...,yn
F (µ).
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U–statistiky
Pro bodový proces µ : N −→ E a pevné k definujeme U−statistiku ’v
rádu k jako náhodnou veličinu F danou předpisem

F (µ) =
∑

(x1,....xk )∈µk
̸=

f (x1, . . . , xk ),

kde f je symetrická L1(E) funkce a symbol (x1, . . . .xn) ∈ µk
̸= značı́

k-tice navzájem různých bodů procesu µ.
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Momenty funkcionálů nepoissonovských procesů
Uvažujme proces µ na prostoru E s hustotou p vzhledem k
Poissonovu procesu η. Označme Gm = F mp.
Potom

EF m(µ) = EGm(η), m ∈ N.

Nechť platı́ p(x) > 0 ⇒ p(x̃) > 0 pro každé x̃ ⊂ x. Pro x ∈ N
definujeme Papangelouovu podmı́něnou intenzitu řádu n

λ∗
n(u1 . . . un,x) =

p(x ∪ {u1 . . . un})
p(x)

, u1 . . . un ∈ E .
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Pro hustotu p Poissonova procesu platı́

Tnp(y1,...,yn)(η) =
∑

J⊂{1,...,n}

(−1)n−|J|Eλ∗
|J|({yj , j ∈ J}, µ). (2)

Věta. Pro U-statistiku F (µ) ∈ Lm(Pµ) řádu k máme

EF m(µ) = EF m(η) +
mk∑
n=1

1
n!

⟨TnF m,Tnp⟩n. (3)
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Charakteristiky bodových procesů úseček
Vraťme se k procesu interagujı́cı́ch úseček µ. Uvažujme následujı́cı́
charakteristiky

I celkovou délku sjednocenı́ Uµ

L(µ) =
∑
x∈µ

l(x)

, kde l(x) značı́ délku úsečky x .
I počet průsečı́ků v daném procesu

N(µ) =
1
2

∑
(x1,x2)∈µ2

̸=

I{x1∩x2 ̸=∅}

Potom L resp. N jsou U−statistiky řádu jedna, resp. dva.
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Momenty procesu úseček
Pro U−statistiky L a N platı́

EL =

∫
E
E[λ∗(y)]l(y)dλy

EL2 =

∫
E2

E[λ∗(y1, y2)]l(y1)l(y2)dλy1dλy2 +

∫
E
E[λ ∗ (y)]l2(y)dλy

EN =
1
2

∫
E2

E[λ∗
2(x1, x2, µ)]I{x1∩x2 ̸=∅}dλ(x1, x2)

EN2 =
1
2

∫
E2

I2{x1∩x2 ̸=∅}E[λ
∗
2(x1, x2)]dλ(x1, x2)

+

∫
E3

I{x1∩x2 ̸=∅}I{x1∩x3 ̸=∅}E[λ∗
3(x1, x2, x3)]dλ(x1, x2, x3)

+
1
4

∫
E4

I{x1∩x2 ̸=∅}I{x3∩x4 ̸=∅}E[λ∗
2(x1, x2, x3, x4)]dλ(x1, x2, x3, x4)
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Délková intenzita
Pro bodový proce µ definujeme délkovou intenzitu

γ = E
∫

H1(x ∩ [0, 1]d )µ(dx),

kde H1 značı́ Hausdorfovu mı́ru dimenze 1.

Pro pro Poissonův proces úseček s ρ(z) = ρ je

γ = ρEl .

Odhad délkové intenzity procesu pozorovaného v okně |W | je

γ̂ =
1

|W |
∑
x∈µ

H1(x ∩ W ).
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