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Asimilace dat do numerickych modell pocasi

e jde o filtracni problém

update filtru (v meteorologii tzv. analyza) da se chapat jako
statisticka regresni uloha nebo optimalizacni tloha

je treba modelovat nejistotu v modelu a v datech

pro Ucely tohoto prispévku se omezime na linearni model
a normalni rozdéleni

Ensemblovy Kalmanav filtr (EnKF)



Update Kalmanova filtru - regresni interpretace

X! - skutetna hodnota stavového vektoru

X" - predpovéd z minulého casového kroku

y - vektor pozorovani

H - observaéni operator ( HX! je modelovy protéjek y )
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kde chyby ex a e, jsou nezavislé s nulovou stf. hodnotou a maji

varian¢ni matici .
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Rezidua y — HX' se obvykle nazyvaji inovace.

Matice R zahrnuje chybu aparatury, reprezentativity pozorovani a
dalsi (retrieval atd.). Pfedpokladejme, Ze je znama.



Vynésobenim obou stran rovnice matici [LH%} dostaneme
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takze z vlastnosti subvektor(i normalniho rozdéleni dostaneme
optimalni predikci jako podminénou stfedni hodnotu

E(X" — X!|y — HX") = =PHT(HPH” + R)~"(y — HX)
coz vede na znamou rovnici pro update stavu Kalmanova filtru

X2 =Xt =X+ PH"(HPH” + R)"'(y — HX').



Dale uz vypustime index f.
Mame tedy

X2 =X+ PHT(HPHT + R)~"(y — HX) = X + K(y — HX),
kde K = PHT(HPH' + R)~" je Kalmanovo zesileni (Kalman gain).

X a y jsou nezavislé, takze
P? = cov(X?) = cov((1— KH)X + Ky) = (I - KH) P (I — KH)" + KRK”
coz se da dale napsat jako

P2 =P — PH"(HPH” + R)""HP = (I - KH)P = P(1 - KH)”



Ensemblovy Kalmanuv filtr - kovariancni matice

Dimenze stavu je fadové 108 a s matici P neni mozno pracovat
béznym zplisobem.

Rozdéleni stavového vektoru je reprezentovano ensemblem

X = (Xq, ..., Xn) a kovarian¢ni matice P vybérovou kovariancni matici

N
po_1 S (X —X) (X - X)" = ﬁx(l—%ﬁT)XT:ZZT

a cilem je nyni provést update stavu (ij. asimilovat data) tak, aby
aktualizovany ensemble byl rozumnou reprezentaci kovarianéni
matice P2.
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Ensemblovy Kalmandv filtr - update step

Oprava stavového vektoru s vybérovou kovarianéni matici na
misté teoretické

N N —1
X2 = X; + PHT (HPHT +R) (v - HX)
—1
— X, +7ZTHT (HZZTHT i R> (y — HX))

a pramér X2 ¢lend X2, tj. ensemble mean se obvykle bere jako
nejlepsi odhad skute¢ného stavu.

V praxi tedy pracujeme s maticemi HZ s dimenzemi
(pocCet pozorovani ) x (rozsah ensemblu)
coz se dé realizovat v pocitaci



Vybérova kovarian¢ni matice opraveného ensemblu bude

A 1 1 T
P = X3 - —117)x2
N —1 ( N )
Jestlize ale pouzijeme totéz pozorovani y pro update vSech
¢lentd ensemblu, vymizi pfi centrovani Clen s y:
1 1

(X+ R, y) — Hx))(l - ;117 = (X = RHX)(1 = £ 117),

tedy
pa_ (l-kH)ﬁ(l-RH)T

a odhad &lenu KRK' chybi, tj. neni postizena representativita a
chyby pozorovani.



Update ensemblového filtru - implementace

VyS$e uvedeny problém se fesi v zasadé dvéma zpusoby
e pouziti perturbovanych pozorovani - stochastic update
¢ deterministic update - square-root filtry
Dal&i problémy vznikaji v dusledku malé hodnosti vybérové
kovariancni matice
e artefaktni korelace (spurious correlations)

e feSeni pomoci lokalizace kovarianci, tj. pouzijeme Schurav
soucin s vhodnou korela¢ni matici, ktera tak potlaci
korelace geograficky vzdalenych mist



Square-root filtry

Jedna z verzi: update ensemblu se rozdéli na vySe uvedeny update
priméru (ensemble mean) a update centrovanych perturbaci Z.
Update perturbaci se provede tak, aby se dostala vybérova analogie
tvaru P? = (1 — KH)P.

Oznacme tedy
D=HZZ™H™ + R,V = Z™H" a mame

P = (1-ZZ"H (HZZTHT +R) ' H) 22T
=2 (1-Z"HT (HZZTHT +R) ' HZ) Z7
=Z(1-VvD~ 'V ZT

Matice uprostied je typu NxN a mizeme ji odmocnit a update
perturbaci provést jako

z(1-vD~'vT)"/?



Jind verze squre-root filtru (Whitaker and Hamill 2002)

Update primeéru (Ci jiného odhadu skuteCného stavu) se provede
standardné, update perturbaci se fesi pouzitim jiné matice gainu, K,
ktera je zvolena tak, aby platilo
~ ~ T
(I—KH)P(I—KH) — (I- KH)P
Da se ukazat, Zze rovnice ma reseni

K = (PfHT)[(\FD)q]T(\FD—i- Mﬁ)f1

kde pro V symetrickou pozitivné def. matici v/V zna&i matici stejného
rozméru takovou, ze vV (v/V) T_v. Update perturbaci tedy je

78 = (l - RH) Z.



Lokalizace kovarianci

Bud p lokaliza¢ni funkce. Update priiméru se provede
standardné . B B
X? =X+ K(y — HX),

ale ve vzorci pro Kalman gain se pouziji lokalizované matice
K° = po (PfHT)(DO)—1
D° = po (HP'HT) +R,

(symbol o znaci Schurlv soucin).
stejné jako ve vzorci pro update perturbaci:

'S _po(PHT)[(W) ] (x/ﬁ+f)



Spektralni diagonalni aproximace

ldea
Transformovat ¢leny ensemblu do spektrainiho prostoru ve
kterém je odhadovana kovarian¢ni matice diagonalni.



Spektralni diagonalni aproximace

ldea
Transformovat ¢leny ensemblu do spektrainiho prostoru ve
kterém je odhadovana kovarian¢ni matice diagonalni.

e transformace:
o Fourierovy transformace — FFT (DFT), DST, DCT
o Waveletové transformace — DWT
e pouzit jenom diagonalni prvky vybérové kovariancni
matice v spektralnim prostoru



Spektralni diagonalni aproximace

ldea
Transformovat ¢leny ensemblu do spektrainiho prostoru ve
kterém je odhadovana kovarian¢ni matice diagonalni.

e transformace:

o Fourierovy transformace — FFT (DFT), DST, DCT
e Waveletové transformace — DWT

pouzit jenom diagonalni prvky vybérové kovariancni
matice v spektralnim prostoru

odhad je pozitivné definitni matice

potfebny pocet Clend ensemblu by se mél snizit
vypocetné by to nemélo byt horsi



Znaceni

Xy,..., Xy —Cleny ensemblu (délky n)
Xi,..., )N(N — transformovany ensembil, )~(,- =TX;
T — (ortogonalni) transformacni matice
P.P — skute&né kovarianéni matice, P = TPT7



Znaceni

Xy,..., Xy —Cleny ensemblu (délky n)
Xi,.... Xy — transformovany ensembl, X; = TX;
T — (ortogonalni) transformacni matice

P,P — skute¢né kovarianéni matice, P = TPT'

Cun, 6N — vybérové kovarianéni matice
Dy — diagonalni aproximace v spektralnim prostoru,
d 0 --- 0
_ ~ 0 &b --- O
Dy=Cnol=| . . )
0 o ... dn



X1, Xn

Xi,... Xy

Znaceni

— Cleny ensemblu (délky n)
— transformovany ensembl, X; = TX;

T — (ortogonalni) transformacni matice

PP

Cn,Cn
Dy

— skute&né kovarianéni matice, P = TPT7

— vybérové kovarian¢ni matice
— diagonalni aproximace v spektralnim prostoru,

d 0 --- 0
L 0 d --- O
Dy=Cpnol=]| . . . i

0 0 - d

— spekiralni diagonalni aproximace v pavodnim
prostoru Dy = TTDAT



Fourierova transformace

Témeér pravdivé tvrzeni
P je diagonalni prave vtedy, kdyz je X (...) stacionarni
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Fourierova transformace

Témeér pravdivé tvrzeni
P je diagonalni praveé vtedy, kdyz je X (...) stacionarni




Fourierova transformace




Fourierova transformace
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Fourierova transformace
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Pravdivé tvrzeni
P je diagonalni prave tehdy, kdyZ je k-periodocké rozsireni X
stacionérni



Wavelety

e aproximuji libovolnou
funkei z L2

VoCV1CV2CV3C"'CL2

Vp = span(¢(2”x + Kk)kez)

e wavelety jsou (ortogonalini)
baze prostoru

W, = Vn+1/Vn

W, = span(y(2"x + K)kez)
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Wavelety
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Stredni chyba odhadu

Jak generovat X?

n n
X = Z )\,1(/29kuk ~ N(O, Z )\kUkU[)
i=1 i=1
P

Ok ~N(0,1)iid
{u;}7_, spektralni ortonormalni baze

A O - 0
P—TPT = A2 (_)



Stredni chyba odhadu

A
N

E||P — Cnllz = EIIP = DlE +)
i#]

2 2
2 2 _ 2
E||P — Dnllg = NHPHF = NZA/

i=1



Stredni chyba odhadu

AN
E||P — Cwllf = E|IP = DnllE + >~y .

i#]

2 2
2 2 2
1P — Dwlf = g lIPIE =y >
Za predpokladu fixniho N a pro n — oo:

Cn ma kone¢nou ocekavanou chybu kdyz {\;}2°, € /'
Dy ma koneénou otekavanou chybu kdyz {\;}2°, € 2



Relative Frob. error sq

Simulace — primeérna chyba odhadu
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Relative Frob. error sq

Simulace — primeérna chyba odhadu
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Relative Frob. error sq

Simulace — primeérna chyba odhadu

Témér stacionarni ndhodné pole
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Relative Frob. error sq

Simulace — primeérna chyba odhadu
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Shallow water equations
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Shallow water equations
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Zaver

¢ vysoka dimenze stavového vektoru je specificky fenomén
pro aplikace v atmosférickych védach

e neustéle se objevuji nové zdroje dat, které si zaslouzi
pozornost

¢ asimilace dat do numerickych modelt pocCasi je hezky
zdroj statistickych probléma
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