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Metody Monte Carlo

• Aproximace integrálních charakteristik rozdìlení π na základì
náh. výbìru {Xi(ω) = xi}ni=1 z π, vychází ze SZVÈ (f ∈ L1):

În(f) =
1
n

n∑
i=1

f(Xi) −−−−→n→∞

∫
f(X1) dPX1 = Eπ[f ] s.j.

• Náhodný výbìr o rozsahu n z X1 lze asociovat s empirickou
(náhodnou) mírou de�novanou jako uniformì vá¾ený souèet
Diracových mìr

δn(dx) =
1
n

n∑
i=1

δxi(dx) =
1
n

n∑
i=1

δ(Xi(ω))

• Konvergenci MC aproximace lze pøeformulovat v rámci jazyka
empirických mìr:

În(f) =
1
n

n∑
i=1

f(Xi) =
∫
f(x) δn(dx) −−−−→

n→∞ Eπ[f ] s.j.



Importance sampling

• Problematika MC aproximací kdy neumíme z π(dx) pøímo

vzorkovat, hustota p(x) je typicky známá a¾ na normovací

konstantu, tj., p(x) ∝ p∗(x)

• Namísto pøímého vzorkování z π(dx) vzorkujeme z návrhového

rozdìlení, které má hustotu q(x), nech» w(x) = p∗(x)/q(x)

• Aproximace integrálních charakteristik vede na

În(f) =
1
n

∑n
i=1 f(Xi)w(Xi)
1
n

∑n
i=1w(Xi)

=
n∑
i=1

f(Xi)w̃(Xi) −−−−→n→∞ Eπ[f ] s.j.

kde w̃(xi) jsou váhy urèené pomìrem pùvodní a návrhové

hustoty a následnì normalizované, tj.
∑
i w̃(xi) = 1



Importance sampling

• Výraz În(f) =
∑n
i=1 f(xi)w̃(xi) lze pøepsat pomocí empirické

míry. De�nujeme-li

π̂n(dx) =
n∑
i=1

w̃(xi) δxi(dx),

dostáváme π̂n(dx) jako vá¾ený souèet Dirakových mìr.

• Aproximaci În(f) lze opìt pøepsat jako integrál funkce f vzhle-
dem k empirické míøe π̂n(dx), tj.

În(f) =
∫
f(x) π̂n(dx) =

n∑
i=1

f(xi)w̃(xi).



Resampling

• Výbìr s vracením o rozsahu n s pravdìpodobnostmi výbìru

odpovídajícím jednotlivým vahám. Na základì pøevzorkování

pak sestavíme pøevzorkovanou uniformì vá¾enou empirickou

míru

πnt (dx) =
1
n

n∑
i=1

δxi(dx) =
1
n

n∑
i=1

δ(Xi).

• Hodnota integrálních chrakteristik vzhledem k pùvodní a pøe-

vzorkované míøe zùstává zachována, tj.

Eπnt |π̂t[f ] = În(f).

• Vzorky nejsou nadále i.i.d.



Signál

• Nech» {Xt, t = 0, 1, . . . } je Markovský øetìzec se spojitou mno-

¾inou stavù Xt ∈ Rnx, nx ∈ N.

• Pravdìpodobnostní chování MØ je dáno speci�kací poèáteè-

ního rozdìlení X0 pomocí pøíslu¹né hustoty p0

• Mno¾inou pøechodových jader Kt−1(dxt|xt−1)
s hustotami Kt−1(xt|xt−1) pro t = 1, . . . T .



Observaèní proces

• observaèní proces {Yt, t = 1, 2 . . . }, Yt ∈ Rny,
urèen pomocí funkce ht na základì hodnot signálu

a dále se pozorování pøedpokládá za¹umìno

formálnì je observaèní proces de�nován:

Yt = ht(Xt) + Vt, t > 0

Vt je ¹um, tj. náhodná velièina o známé hustotì gt.



Úloha �ltrace

• evolnuce signálu a observaèního procesu:

X0 → X1 → . . . → Xt → . . .
↓ ↓ ↓
y1 . . . yt

• sdru¾ené rozdìlení stavù a pozorování øetìzce má tvar

p(x0:t, y1:t) = p0(x0)
t∏

k=1
gk(yk|xk)Kk−1(xk|xk−1).

kde gk(yk|xk) = gk(yt − h(xt)).

• úloha �ltrování je vypoèítat podmínìné rozdìlení

X0:t = (X0, . . . , Xt) na základì pozorování historie

Y1 = y1, . . . , Yt = yt,



Filtraèní rozdìlení

• podmínìné rozdìlení - popsáno podmínìnou hustotou p(x0:t|y1:t)
poèítanou ze zdru¾eného rozdìlení

p(x0:t|y1:t) =
p(x0:t, y1:t)∫

p(x0:t, y1:t) dx0:t
=
p(x0:t, y1:t)
Zt(y1:t)

• integrály Zt(y1:t) =
∫
p(x0:t, y1:t) dx0:t ve jmenovateli nelze obecnì

urèit v uzavøené formì, ale jsou konstantní pro dané y1, . . . yt.

• dostáváme tedy, ¾e �ltraèní hustoty mají tvar

p(x0:t|y1:t) ∝ p(x0:t, y1:t)

a úlohu �ltrování lze øe¹it pomocí sekvenèních MC metod

• èásticový �ltr



Èásticový �ltr - algoritmus

• 0. deklarace:

n - poèet vzorkù,

T - výpoèetní horizont,

p0(x0) - hustota poèáteèního rozdìlení π0 ∼ X0,

Kt−1(xt|xt−1), t = 1, . . . T , - podmínìné pøechodové hustoty

• 1. inicializace:

t = 0,
vzorkování {xi0 ∼ p0(dx0)}ni=1,
sestavení emp. míry π̂n0 (dx0) =

1
n

∑n
i=1 δxi0

(dx0),

pøiøazení πn0 (dx0) = π̂
n
0 (dx0), i.e., {x

i
0 = x

i
0}
n
i=1.



• 2. importance sampling:

t = t + 1,
vzorkování {xit ∼ Kt−1(dxt|xit−1)}

n
i=1,

pro i = 1:n úprava vah

w̃(xit) =
gt(yt − ht(xit))∑
i gt(yt − ht(xit))

,

sestavení emp. míry π̂nt (dxt) =
∑n
i=1 w̃(x

i
t) δxit

(dxt).

• 3. resampling

pøevzorkování {xit}ni=1 pomocí M(n, w̃(x1t), . . . , w̃(xnt ))
a sestavení emp. míry πnt (dxt).

• 4. pokud t = T konec, jinak návrat do kroku 2.



Konvergence èásticového �ltru

Vìta. Nech» πnt , t ≥ 1 je posloupnost empirických mìr genero-

vaných èásticovým �ltrem a πt, t ≥ 0 je posloupnost pøíslu¹ných

teoretických distribucí. Pak, pro v¹echna t ≥ 1 a f ∈ Cb platí

E[|πnt f − πtf |2] ≤
c2t ||f ||2∞

n
.

Dùkaz. Doucet et. al. SMC Methods in Practice, Springer 2001.



Intermezzo - 1

• Empirické míry generované èasticovovým �ltrem aproximují

teoretické distribuce které mají hustoty.

• Otázka. Lze na základì tìchto empirických mìr tyto hustoty

rekonstruovat?



Zavedení jádrových odhadù

• Nech» {Xi}ni=1 je náhodný výbìr o rozsahu n z rozdìlení s

hustotou f . Pak obecný jádrový odhad této hustoty má tvar

f̂n(x) =
1
n

n∑
i=1

1
h
K

(
x−Xi
h

)

kde K je spojitá vhodná funkce a h > 0 je parametr který se

oznaèuje jako ¹íøka pásma (bandwidth)

• (Parzen 1962) podmínky za kterých je f̂n(x) konzistentním
odhadem f(x)



Mean Squared Error

• chyba odhadu v daném bodì x

MSEx(f̂n) = E[f̂n(x)− f(x)]2.

• na základì standardních vlastností stø. hodnoty a rozptylu

MSEx(f̂n(x)) = E[f̂n(x)− f(x)]2

= (E[f̂n(x)− f(x)])2 + var[f̂n(x)− f(x)]

= (E[f̂n(x)]− f(x))2 + var[f̂n(x)]

= (b[f̂n(x)])2 + σ2[f̂n(x)].



Mean Integrated Square Error

• MSEx udává chybu aproximace ve zvoleném bodì. Globální

míra chyby je pak integrovaná verze MSEx de�novaná jako

MISE(f̂n) = E
∫
(f̂n(x)− f(x))2 dx.



Bias variance trade-o�
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Lze obecnì vyjádøit závislost MISE na h?



Fourierùv obraz jádrového odhadu

• Nech» δn(dx) = 1/n
∑n
j=1 δxj(dx) je empirická míra urèená i.i.d.

vzorkem {Xj}nj=1. Char. fce empirické míry má tvar

ϕn(ω) =
∫
ei⟨ω,x⟩δn (dx) =

1
n

n∑
j=1

ei⟨ω,Xj⟩, ω ∈ Rd.

• Fourierùv obraz jádrového estimátoru vzniká konvolucí em-

pirické míry a zvoleného konvoluèního jádra

F [f̂n](ω) = ϕn(ω)KF(hω).



Výpoèet MISE ve Fourierovì transformaci

• za pøedpokladu i.i.d. charakteru vzorku platí

MISE(h) =
1
(2π)d

[∫
|1−KF(hω)|2|ϕ(ω)|2 dω +

1
n

∫
|KF(hω)|2 dω

]
−

1
(2π)d

1
n

∫
|ϕ(ω)|2|KF(hω)|2 dω.

• horní mez

MISE(h) ≤
1
(2π)d

[∫
|1−KF(hω)|2|ϕ(ω)|2 dω +

1
n

∫
|KF(hω)|2 dω

]



Sobolevovy tøídy hustot

• De�nice. Nech» β ≥ 1 je pøirozené a L > 0, i = 1, . . . , d.
Sobolevova tøída hustot PS(β,L) obsahuje v¹echny hustoty

f : Rd → R takové ¾e

∫
||ω||2β|ϕ(ω)|2 dω ≤ (2π)dL2

• omezenost parciálních derivací



Øád ℓ konvoluèního jádra

• De�nice. Nech» ℓ ≥ 1 je pøirozené. Øekneme, ¾e jádro K :
Rd → R je øádu ℓ kdy¾ K ∈ L2(Rd) je symetrické a jeho Fou-

rierova transformace KF(ω) splòuje KF(0) = 1 a má spojité

v¹echny smí¹ené parciální derivace K
(m)
F ,i1,...im = ∂

mKF/∂i1 . . . ∂im

do ℓ-tého øádu takové, ¾e K
(m)
F ,i1,...im(0) = 0 pro v¹echna m =

1 . . . ℓ.



Omezenost prvního èlenu F-MISE

Lemma. Nech» K: Rd → R je konvoluèní jádro øádu ℓ ≥ 1, ℓ ∈ N.
Pak existuje konstanta A ≥ 0 taková, ¾e pro ka¾dou hustotu f s

Fourierovou transformací ϕ(ω) a h > 0,

∫
|1−KF(hω)||ϕ(ω)|2dω ≤ A2h2ℓ

∫
||ω||2ℓ|ϕ(ω)|2dω.



Druhý èlen F-MISE

z Plancherelovy formule

1
n

∫
|KF(hω)|2 dω =

(2π)d

nh2d

∫
K2(x/h) dx =

(2π)d

nhd

∫
K2(u) du.



MISE pro Sobolevovu tøídu hustot

Vìta. Nech» n je poèet i.i.d. vzorkù z distribuce s d-dimenzionální

hustotou f : Rd → [0,∞), která je Sobolevovy tøídy øádu β ≥ 1, tj.
f ∈ PS(β,L). Nech» K je konvoluèní jádro øádu ℓ = β. Nech» pro

nìjaké α > 0 je ¹íøka pásma h(n) = αn−
1
2β+d Pak pro n ≥ 1 jádrový

estimátor f̂n splòuje

sup
f∈PS(β,L)

MISE(h) ≤ Cn
− 2β
2β+d

kde C > 0 je konstanta závislá pouze na A,L, α a jádru K.



Intermezzo - 2

• Odpovìï. Empirické míry generované èásticovým �ltrem lze

pou¾ít k rekonstrukci hustot pøíslu¹ných teoretických rozdì-

lení a to i pøesto, ¾e tyto míry nejsou konstruovány na základì

i.i.d vzorkù.



Èásticový �ltr a jádrové estimátory

Vìta. Nech» {πnt , t ∈ N} je posloupnost empirických mìr genero-

vaných èásticovým �ltrem. Nech» pnt je posloupnost odpovídají-

cím jadrových odhadù hustot s ¹íøkou pásma danou v závislosti

na n jako h(n) = αn
− 1
2β+d pro nìjaké α > 0. Nech» πt je po-

sloupnost odpovídajících teoretických distribucí s hustotami pt.

Jestli¾e pt ∈ PS(β,Lt), t ∈ N0 pro nìjaké β ∈ N a pou¾ité konvoluèní

jádro má øád β pak pro MISE jádrových odhadù platí

E
[∫
(pnt (x)− pt(x))

2 dx
]
≤ C2t · n

− 2β
2β+d

kde

Ct = (ALtα
β + ctα

−d/2||K||)



Dùkaz tvrzení - 1

E[|πnt f − πtf |2] ≤
c2t ||f ||2∞

n

speciální volba f = (x0:t) = f(x) = ei⟨ω,xt⟩ pak ||f ||∞ = 1.

E[|ψnt (ω)− ψt(ω)|2] ≤
c2t
n
,

|KF(hω)|2 · E[|ψnt (ω)− ψt(ω)|2] ≤ |KF(hω)|2 ·
c2t
n
,

E[|ψnt (ω)KF(hω)− ψt(ω)KF(hω)|2] ≤ |KF(hω)|2 ·
c2t
n
,

E
[∫

|ψnt (ω)KF(hω)− ψt(ω)KF(hω)|2 dω
]

≤
c2t
n

∫
|KF(hω)|2 dω,

E
[∫
(pnt (x)− p∗t (x))

2 dx
]

≤
c2t
nhd

∫
K2(u) du.



Komentáø

• Není nutný pøedpoklad o i.i.d. charakteru vzorkù nesoucích

empirickou míru πnt . To je dùle¾ité z pohledu toho, ¾e víme

¾e díky pøevzorkování vzorky nejsou i.i.d.

• Konvergence. Pro t ∈ N �xní, okam¾itì vidíme, ¾e empirická

hustota konverguje ke skuteèné v MISE, se vzrùstajícím po-

ètem vzorkù, t.j. limn→∞ E
∫
(pnt (x)− pt(x))2 dx = 0.

• Dimenze hraje roli. Pro d1 < d2, n
− 2β
2β+d1 < n

− 2β
2β+d2 se zvy-

¹ující se dimenzí musíme zvý¹it poèet vzorkù pro dosa¾ení

po¾adované pøesnosti.



Komentáø

• Vìta pøedpokládá, ¾e skuteèné hustoty pt jsou β-Sobolevovské

pro nìjaké β pro ka¾dé t. Platí to v pøípadì èásticového �l-

tru?

• Øád jádra β je volitelný parametr. Existují techniky jak lze

konstruovat jádra libovolných øádù.



Sobolevùv charakter èásticového �ltru

Vìta. Nech» v èásticovém �ltru je p0 ∈ PS(β,L0). Nech» pro pøe-

chodové jádro a jeho Fourierovu transformaci platí ¾e je ome-

zená nìjakou β-Sobolevovou funkcí Kb : Rd → C, Kb ∈ PS(β,LKb)
.

Pak hustoty pt jsou β-Sobolevské pro ka¾dé t ∈ N0.



Intermezzo - 3

• Vìta 2 øíká za jakých pøedpokladù èásticový �ltr splòuje pøed-

poklady vìty 1 a tudí¾ platí odhady MISE chyby dokázané ve

vìtì 1.

• Otázka. Jak to vypadá s prakticku aplikací uvedených teore-

tických výsledkù?



Experimenty

• �ltrace Gaussovského procesu se skrytými stavy

• jedno a více-dimenzionální varianta

• analytické øe¹ení - Kalmánùv �ltr

• porovnání výstupù z èásticového a Kalmánova �ltru

• implementace a experimenty v MATLABu



1D - Gaussovský proces

• 1D - Gaussovský signál/observaèní proces

Xt = aXt−1 + b + cWt, Yt = hXt + gVt, t ≥ 1.

• a, b, c, h, g reálné parametry, c, g > 0

• X0,W1, V1,W2, V2, . . . 1D - normálnì rozdìlené n.v.

• X0 ∼ N (µ0, σ20), ostatní i.i.d. ∼ N (0, 1)

• {Xt, t ≥ 0} Gaussovský Markovský øetìzec

• evoluce øetìzce

X0 → X1 → . . . → Xt → . . .
↓ ↓ ↓
y1 . . . yt



1D - Gaussovský proces, úloha �ltrace

• �ltraèní rozdìlení - podmínìná rozdìlení: PXt|Y1:t

• rozdìlení jsou normální

tj. urèená odpovídajícími momenty (int. charakteristikami):

µ̂t = E[Xt |Y1:t]
σ̂2t = E[(Xt − µt)

2 |Y1:t]

• analytické øe¹ení ve formì rekurenèních rovnic



1D - Kalmánùv �ltr

• 1D - Kalmánùv �ltr

µ̂t =
g2

v2
b +

c2

v2
hyt +

g2

v2
a
σ̂2t−1ah(yt − bh) + v2µt−1

h2σ̂2t−1a
2 + v2

,

σ2t =
g4

v2
a2

σ̂2t−1
h2σ̂2t−1a

2 + v2
+
g2c2

v2

pro v2 = c2h2 + g2, µ̂0 = µ0, σ̂0 = σ0



Sobolevùv charakter 1D - Gaussovského SMC �ltru

• X0 ∼ N (µ0, σ20), µ0 ∈ R, σ0 > 0. pro pøíslu¹nou hustotu p0
máme:∫
(p′0(x))

2 dx =
∫ (x− µ0)2

σ602π
exp

[
−
(x− µ0)2

σ20

]
dx =

σ0

σ402π

∫
z2 exp(−z2) dz

=
1

σ304
√
π
.

tj. p0 is 1-Sobolevská pro L0 = 1/(σ304
√
π)

• Fourierova transformace jádra dává:

|KF(ω)| = e−
1
2(ωc)

2
|eiω(axt−1+b)| ≤ e−

1
2(ωc)

2
.

(2π)−1
∫
ω2β|e−

1
2(ωc)

2
|2 dω = (2π)−1

∫
ω2e−(ωc)

2
dω =

1
2π

√
π

2c3
=

1
c34

√
π
.

• tedy |KF(ω|xt−1)|2 ≤ |Kb(ω)|, kde Kb(ω) = e−
1
2(ωc)

2
, která je

1-Sobolevská s konstantou LKb = 1/(c
34
√
π).



Vlastnosti Gaussovského konvoluèního jádra

• standarní normální jádro pou¾ité pro jádrové odhady

K(u) =
1√
2π
exp

(
−
u2

2

)

• øád jádra je ℓ = β = 1: KF(ω) = e−0.5ω
2
, KF(0) = 1. K′

F(ω) =

−ωe−0.5ω2, tj., K′
F(0) = 0. K

′′
F(ω) = (ω

2 − 1)e−0.5ω2, tj., K′′
F(0) =

−1 ̸= 0.

• konstanta A, dána øe¹ením rovnice (ω2 + 1)e−0.5ω
2
= 1 urèující

bod maxima (1 −KF(ω))/ω, ω > 0. Øe¹ení ω∗ ≈ 1.5852 z toho

|1−KF(ω∗)|/|ω∗| ≈ 0.4513 tj. mo¾no volit A = 0.5



1D - implementace v MATLABu

• funkce ve skriptovacím jazyce MATLABu

[SMCm,SMCvar,KFm,KFvar]=uvsmc(HMM,T,n)

• výsledky z experimentù

T = 100 µ̂T µT |µ̂T − µT | σ̂2T - SMC σ2T - KF |σ̂2T − σ2T |
n=10 81.57 81.44 0.13 0.3485 0.2071 0.1414
n=100 97.84 97.74 0.10 0.1976 0.2071 0.0095
n=1000 95.10 95.08 0.02 0.2033 0.2071 0.0038



1D - jádrové odhady

jádrový odhad pro n=10

78 79 80 81 82 83 84 85
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

92.5 93 93.5 94 94.5 95 95.5 96 96.5 97 97.5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

jádrový odhad pro n=1000



dD - Gaussovský SMC �ltr

• d-dimenzionální Gaussovský proces

Xt = FXt−1 +W t, Y t = HXt + V t, t ≥ 1

F, H - parametry, W t ∼ N (0,Q), V t ∼ N (0,R),
poèáteèní rozdìlení X0 ∼ N (µ0,Σ0),

• d-dimenzionální Kalmánùv �ltr

µt|t−1 = Fµt−1
Σt|t−1 = FΣt−1F

T +Q

Kt = Σt|t−1H
T (HΣt|t−1H

T +R)−1

µt = µt|t−1 +Kt(Y t −Hµt|t−1)

Σt = (Id −KtH)Σt|t−1



2D - jádrové odhady

Kalman filter, T=100, n=100SMC filter, T=100, n=100



Dìkuji za pozornost !!!


