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Metody Monte Carlo

e Aproximace integralnich charakteristik rozdéleni m na zakladé
ndh. vybéru {X;(w) = z;}" | z m, vychazi ze SZVC (f € L1):

() = -3 F(X0) s [ FX0) aPx, = Eal] i
1=1

n—oo

e Nahodny vybér o rozsahu n z Xy lze asociovat s empirickou
(nahodnou) mirou definovanou jako uniformé vazeny soucet
Diracovych mér

e Konvergenci MC aproximace lze preformulovat v ramci jazyka
empirickych meér:

(f) = 3, 32050 = [ 10)57(0) 5 Balf] 53



Importance sampling

e Problematika MC aproximaci kdy neumime z w(dx) primo
vzorkovat, hustota p(z) je typicky zndma az na normovaci
konstantu, tj., p(z) o« p*(x)

e Namisto pfimého vzorkovani z 7w(dx) vzorkujeme z ndavrhového
rozdé€leni, které ma hustotu ¢(z), necht w(z) = p*(x)/q(x)

e Aproximace integralnich charakteristik vede na

1
= B 52?21 f(Xi)w(X;) o = N (X .
Ln(f) = %2?21 w(XZ) = Z_z:l f(Xz> (Xz) n—>oo} Eﬁ[f] S.].

kde w(x;) jsou vahy urCené pomérem plvodni a navrhové
hustoty a ndasledné normalizované, tj. > ; w(x;) = 1



Importance sampling

o VWyraz In(f) = 0, flz;)w(z;) |ze pFepsat pomoci empirické
miry. Definujeme-li

#7(ds) = ; (:) 8z, (do),

dostavame 7" (dx) jako vazeny soucCet Dirakovych mér.

e Aproximaci In(f) Ize opét prepsat jako integrdl funkce f vzhle-
dem k empirické mire 7" (dz), tj.

n

In(f) = [ f(@)7"(dz) = Y flas)i(z).

1=1



Resampling

e Vybér s vracenim O rozsahu n s pravdépodobnostmi vybéru
odpovidajicim jednotlivym vaham. Na zakladé prevzorkovani
pak sestavime prevzorkovanou uniformé vazenou empirickou
miru

1 n n

(de) = 23 6ay(da) = — 3 5(X7).

i1 ni—1

e Hodnota integralnich chrakteristik vzhledem k pAvodni a pre-
vzorkované mire z0stava zachovana, tj.

Eﬁm%t[f] = In(f).

e VVzorky nejsou nadale i.i.d.



Signal

e Necht {X;,t=0,1,...} je Markovsky retézec se spojitou mno-
zinou stavl X € R"**, n, € N.

e Pravdépodobnostni chovani MR je dano specifikaci pocatec-
niho rozdéleni Xy pomoci prislusné hustoty pg

e Mnozinou prechodovych jader K;_i(dx¢|zsi_1)
s hustotami K;_q(z¢|xy_1) pro t=1,...T.



Observacni proces

e Observacni proces {Y,t=1,2...}, Yy € R,
urcen pomoci funkce h; na zakladé hodnot signalu
a dale se pozorovani predpoklada zaSumeéno
formalné je observacni proces definovan:

Y%:ht<Xt>+‘/;f7 t>0

V¢ je sum, tj. nahodna veliCina o0 znamé hustoté g;.



Uloha filtrace

e evolnuce signalu a observacniho procesu:

Xg — X4 — ... =& Xp —...
\ \ \
Y1 Yt

e sdruzené rozdéleni stavld a pozorovani retézce ma tvar

t

p(xotyie) = po(zo) 1] 9xlveler) Kp—1(zklzr_1).
k—1

kde gi(yklzk) = gr(ye — h(xy)).

e Uloha filtrovani je vypocitat podminéné rozdéleni
X0t = (Xp, ..., X¢) na zakladé pozorovani historie
Yi=vy1,..., Y = ut,



FiltraCni rozdéleni

podminéné€ rozdéleni - popsano podminénou hustotou p(xg.¢|y1-¢)
pocCitanou ze zdruzeného rozdéleni
p(xO:ta yl:t) p(ZIZ();t, yl:t>

p(wO:t|y1:t) — —
fp(ﬂ?‘ozt» yl:t) dx(¢ Zt(?/l:t)

integraly Zi(y1.¢) = J p(xo4, y1+) dxg+ Ve jmenovateli nelze obecné
urcCit v uzavrené forme, ale jsou konstantni pro dané yq, ... y.

dostavame tedy, ze filtraCni hustoty maji tvar

p<w0:t|y1:t> X p<330:t7 yl:t)

a ulohu filtrovani lze resSit pomoci sekvenCnich MC metod

casticovy filtr



Casticovy filtr - algoritmus

e 0. deklarace:
n - pocCet vzorkd,
T - vypocetni horizont,
po(xp) - hustota pocatecniho rozdéleni my ~ X,
Ki_1(x¢|xi—1), t=1,...T, - podminéné prechodové hustoty

e 1. inicializace:
t =0,
vzorkovani {z{ ~ py(dzg)}
sestaveni emp. miry #l(dzg) = = 7, 6_; (dwp),
0

pFifazeni nl}(dzg) = 7} (dzg), i.e., {z} =T} ;.



e 2. importance sampling:
t=1t+1,
vzorkovani {zt ~ Ky_1(dz¢|zt )},
pro ¢+ = 1:n Uprava vah

3(z) = gt(yr — ht(Ti))
>2i gt(yt — he(T}))
sestaveni emp. miry 7 (dzs) = 7, w(T}) 55%(da;t).

e 3. resampling
prevzorkovani {zi}? , pomoci M(n,w(z}),. .., w(T}P))
a sestaveni emp. miry m;'(dxy).

o 4. pokud ¢t =T konec, jinak navrat do kroku 2.



Konvergence Casticového filtru

Veéta. Necht 7', ¢ > 1 je posloupnost empirickych mér genero-
vanych casticovym filtrem a o, t > 0 je posloupnost prislusnych
teoretickych distribuci. Pak, pro vSechna t > 1 a f € C, plati

2 2
]EHW?]C _7th|2] < Ct||f||oo

Dutkaz. Doucet et. al. SMC Methods in Practice, Springer 2001.



Intermezzo - 1

e Empirické miry generované Casticovovym filtrem aproximuji
teoretické distribuce které maji hustoty.

e Otazka. Lze na zakladé téchto empirickych mér tyto hustoty
rekonstruovat?



Zavedeni jadrovych odhadd

e Necht {X;}? ; je nahodny vybér o rozsahu n z rozdéleni s
hustotou f. Pak obecny jadrovy odhad této hustoty ma tvar

=2 < (5

kde K je spojita vhodna funkce a h > 0 je parametr ktery se
oznacuje jako Sirka pasma (bandwidth)

e (Parzen 1962) podminky za kterych je fn(z) konzistentnim
odhadem f(x)



Mean Squared Error

e chyba odhadu v daném bodé x

MSEa:(fn) = ]E[]En(x) - f(w)]Q

e Na zakladé standardnich vlastnosti str. hodnoty a rozptylu

MSEz(fa(w)) = Elfa(w) — f(2)



Mean Integrated Square Error

e MSE, udava chybu aproximace ve zvoleném bodé. Globalni
mira chyby je pak integrovana verze MSE, definovana jako

MISE(fn) = E [ (fu(@) - f(x))? da.



Bias variance trade-off

0.2

0.2

0.15¢ 0.15¢

0.1t 0.1}

0.05¢ 0.05¢

vychyleni (zelené) a rozptyl (Cervené) jadrového odhadu pro
n = 10; n = 100.

Lze obecné vyjadrit zavislost MISE na h~



Fourier@v obraz jadrového odhadu

e Necht §"(dx) = 1/n > 6z ;(dx) je empiricka mira urCena i.i.d.
vzorkem {Xj};?zl. Char. fce empirické miry ma tvar

1 n
dn(w) = /e Hwa)gn (do) = = 3 @ Xi) e RrY
n
7=1

e FourierQv obraz jadrového estimatoru vznika konvoluci em-
pirické miry a zvoleného konvoluCniho jadra

Flfnl(w) = ¢n(w) K z(hw).



VypocCet MISE ve Fourierové transformaci

e za predpokladu i.i.d. charakteru vzorku plati

MISE(h) = (271r)d [/|1 - K]:(hw)|2|¢(w)|2dw+%/|K;(hw)|2dw
= Gy ] 16 P 5 () o,

e horni mez

MISE(h) < @ [ / 11— K p(hw)|*|¢(w)|” dw + % / | K p(hew)|” dw



Sobolevovy tridy hustot

e Definice. Necht 8 > 1 je pfirozené a L > 0, 1=1,...,d.
Sobolevova trida hustot Pgg 1) Obsahuje vsechny hustoty
f:R? - R takové Ze

[ lwlPPlé(w)? dw < (2m)L2

e omezenost parcialnich derivaci



Rad ¢ konvolu¢niho jadra

e Definice. Necht 7 > 1 je pfirozené. Rekneme, Ze jadro K:
R — R je Fadu ¢ kdyz K € L*(R%) je symetrické a jeho Fou-
rierova transformace K r(w) splhuje Kx(0) =1 a ma spojité

— 0K/, ...0

- L C : (m) _
vSechny smiSené parcialni derivace Kf,i1 W im

3o tm

do -tého Fadu takové, ze K™

Fir..in(0) = 0 pro viechna m =
1...¢.



Omezenost prvniho Clenu F-MISE

Lemma. Necht K: RY — R je konvolu&ni jadro fadu ¢ > 1, £ € N.
Pak existuje konstanta A > 0 takova, ze pro kazdou hustotu f s
Fourierovou transformaci ¢(w) a h > 0,

[ 11— Kr(hw)l(w)Pdow < A%0% [ [|w]*|¢(w)Pdw



Druhy Clen F-MISE

z Plancherelovy formule

7)d )d
th)d /KQ(w/h) dx :%/KZ(U) du.

1
—/|K]:(hw)|2dw —
n



MISE pro Sobolevovu tridu hustot

Véta. Necht n je pocCet i.i.d. vzork(l z distribuce s d-dimenzionalni
hustotou f: R — [0, 00), kterd je Sobolevovy tFidy Fadu 8 > 1, tj.

f € PS(B,L). Necht K je konvoluCni jadro radu ¢ = 3. Necht pro
1
né&jaké a > 0 je Sirka pasma h(n) = an 26td Pak pro n > 1 jadrovy

estimator f, splhuje

_ 26
sup  MISE(h) < Cn 28+d

fePs(B,L)

kde C' > 0 je konstanta zavisla pouze na A, L,« a jadru K.



Intermezzo - 2

o Odpoved. Empirické miry generované casticovym filtrem lze
pouzit k rekonstrukci hustot prislusnych teoretickych rozde-
leni a to i presto, ze tyto miry nejsou konstruovany na zakladé
I.i.d vzorkd.



Casticovy filtr a jadrové estimatory

Véta. Necht {7}',t € N} je posloupnost empirickych mér genero-
vanych cCasticovym filtrem. Necht p} je posloupnost odpovidaji-

cim jadrovych odhad@ hustot s Sirkou pasma danou v zavislosti
1

na n jako h(n) = an 2°+td pro né&jaké a > 0. Necht m; je po-
sloupnost odpovidajicich teoretickych distribuci s hustotami py.
Jestlize p; € P5<57Lt), t € Ny pro néjaké g € N a pouzité konvolucni
jadro ma rad B pak pro MISE jadrovych odhadd plati

5[ [ @) - pu(w)2da] < €370

kde
Cy = (AL a? + c;a™%?||K||)



Dikaz tvrzeni - 1

E[|xff — mf]?] <

il f113

specialni volba f = (zg¢) = f(x) = eX“® pak ||f||co = 1.

E[|9f (w) — vi(w)]]

K p(heo) 2 - Bl () — rlw)

Bl (@) K p(he) = 1(w) Kr (o) )

E | [ 167 (@)K r(he) = () Kp(hw) P deo

E| [(of(@) - pi (@)’ de

IA

IA

IA

IA

2
“t

)
n

2
K r(hw)? - L,
mn

2
K r(hw)? - L,
mn

2
K (o) duo,
n

Cz% 2
— [ K*(u) du.
1 (u)



Komentar

e Neni nutny predpoklad o i.1.d. charakteru vzorkt nesoucich
empirickou miru =;*. To je dalezité z pohledu toho, ze vime
ze diky prevzorkovani vzorky nejsou i.i.d.

e Konvergence. Pro t € N fixni, okamzité vidime, ze empiricka
hustota konverguje ke skutecné v MISE, se vzrlstajicim po-
Ctem vzork@, t.j. limp—eo E [(pP(x) — pi(x))? dz = 0.

__2B8_ __28
e Dimenze hraje roli. Pro dy < dy, n 2t < n 2Ptd2 ge zvy-

sujici se dimenzi musime zvysSit pocCet vzorkl pro dosazeni
pozadované presnosti.



Komentar

e Veéta predpoklada, ze skuteCné hustoty ps jsou S-Sobolevovskeé

pro néjaké g pro kazdeé t. Plati to v pripadé casticoveho fil-
tru?

e R4ad jadra B je volitelny parametr. Existuji techniky jak Ize
konstruovat jadra libovolnych rada.



Soboleviv charakter Casticového filtru

Veéta. Necht v Casticoveém filtru je pg € Pg(g 1,)- Necht pro pre-
chodové jadro a jeho Fourierovu transformaci plati ze je ome-
zena n&jakou B-Sobolevovou funkel Ky: R? — C, Ky € Pgig L, )-
Pak hustoty p; jsou p-Sobolevske pro kazdé t € N. ’



Intermezzo - 3

e Véta 2 rika za jakych predpokladd casticovy filtr splhuje pred-
poklady véty 1 a tudiz plati odhady MISE chyby dokazané ve
vété 1.

e Otazka. Jak to vypada s prakticku aplikaci uvedenych teore-
tickych vysledk(?



Experimenty

filtrace Gaussovského procesu se skrytymi stavy

jedno a vice-dimenzionalni varianta

analyticke reseni - Kalmanav filtr

porovnani vystup@ z Casticového a Kalmanova filtru

implementace a experimenty v MATLABuU



1D - Gaussovsky proces

1D - Gaussovsky signal/observacni proces
Xe=aX;_1+b+cWy, Ye=hX¢+gVs, t>1.

a,b,c, h,g realné parametry, c,g > 0

X, W1, V1, Wo, Vo ... 1D - normalné rozdelene n.v.

Xo ~ N(pg,03), ostatni i.i.d. ~ N(0,1)

{Xt,t > 0} Gaussovsky Markovsky retézec

evoluce retézce

Xg — X1 — ... =& Xt —...

\ \ \
Y1 Yt



1D - Gaussovsky proces, uloha filtrace

e filtraCni rozdéleni - podminéna rozdéleni: PXt|Y1-t

e rozdéleni jsou normalni
tj. ur€ena odpovidajicimi momenty (int. charakteristikami):

pe = E[X¢| Y74
67 = E[(Xy— )| Vi)

e analytické reseni ve formeé rekurencCnich rovnic



1D - Kalmanuav filtr

e 1D - Kalmanuav filtr

o S, 9 G aohly: = bh) + vy

H V2 V2 vt v? h26%_1a2+'v2 ’
4 52 2,2

J% _ 9 a2 t—1 +9

v? h26%_1a2 + ? v?

pro v’ = c?h? + g%, [ = pg, 60 = oy



Soboleviv charakter 1D - Gaussovského SMC filtru

o Xy ~ N(uo,a(%), ny € R,o90 > 0. pro prislusnou hustotu pg
mame:

2 2
T — [ T — [ o
R et e P R e
0 0
1
L
opdy/T

tj. py is 1-Sobolevskd pro Ly = 1/(o34+/T)

e Fourierova transformace jadra dava:

|Kr(w)| = e e
<27T)—1/w2/3|e—%(wc)2|2dw _ (27T)_1/w26_(wc>2 P v 1

(we |ezw axy_ 1+b)| < —%(wc)Q.

DO —

o tedy |Kr(wl|zs1)[* < |Kp(w)l|, kde Kpw
1-Sobolevska s konstantou Ly, = 1/(c’4

o;;v
CDI
DO —

&

P

=
‘_|.
D
-
o
—
D



VlIastnosti Gaussovského konvolu€niho jadra

e Standarni normalni jadro pouzité pro jadrové odhady
1 u2
K(u) = exp [ ——
() = p( 2)

o Fad jadra je £ = 8 = 1: Kr(w) = e 0% K£(0) = 1. K% (w) =
e 05w, tj., K’2(0) =0. K’ (w) = (w? — 1)6_0'5w2, tj., K2(0) =
—1+#0.

e konstanta A, dana Fegenim rovnice (w2 + 1)e=0%° = 1 ur&ujici
bod maxima (1 — Kr(w))/w, w > 0. ReSeni w* &~ 1.5852 z toho
11— Kr(w*)|/|w*| = 0.4513 tj. mozno volit A =10.5



1D - implementace v MATLABuU

e funkce ve skriptovacim jazyce MATLABuU
[SMCm,SMCvar,KFm,KFvar]=uvsmc(HMM, T ,n)

e vysledky z experiment(

T = 100 ,ELT MU |ﬂT—MT| 5‘%— SMC 0‘%— KF |OA'%—O'%|
n=10 31.57 | 31.44 0.13 0.3435 0.2071 0.1414
n=100 97.84 | 97.74 0.10 0.1976 0.2071 0.0095
n=1000 | 95.10 | 95.08 0.02 0.2033 0.2071 0.0033
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1D - jadrové odhady
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dD - Gaussovsky SMC filtr

e d-dimenzionalni Gaussovsky proces

X+=FX;, 1+W4 Y =HX:+Vyy t>1

F, H - parametry, W~ N(0,Q), V: ~N(0,R),
pocatecni rozdéleni Xy ~ N (g, Xp),

e d-dimenzionalni Kalmanav filtr

Hijt—1 = Fr, 4
21 = F2,  F1 +Q
K; = % H (HZ,,_H" +R)™

Ky = Hge—1 T Ki(Y+ — Htht—l)
¥ = (Ig— K )%y,



e

2D - jadrové odhady

100, n=100

Kalman filter, T

100, n=100

SMC filter, T



Dékuji za pozornost !



