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Abstrakt

m Metody Statistickej inferecie pre testovanie hypotéz a konstrukciu konfidenénych
oblasti pre pevné a nahodné efekty v zmieSanych linearnych modeloch su
oby€ajne zaozené na (pribliznych) testoch pomerom vierohodnosti, alebo na
(pribliznych) testoch zaloZenych na testovacich Statistikach Waldovho typu.

m Napriek tomu, Ze tieto metédy su dobre zname a implementované v algoritmoch
znamych Statistickych balikov, potreba analyzovat rozsiahle data prinaSa
technické problémy ako takéto metody efektivne implementovat (napr. R: nime,
Ime4, SAS: Proc MIXED, Proc HPMIXED, resp. MATLAB fitime).

m V tomto prispevku stru€ne popiSeme Standardne pouzivané metody testovania
hypotéz pomocou testovacich Statistik Waldovho typu a metddy aproximacie ich
rozdelenia za platnosti nulovej hypotézy (aproximécia pomocou metody
Satterthwaite-Fai-Cornelius a Kenward-Roger) s dérazom na niektoré vypoctové
aspekty implementovania tychto metdd, zaloZenych na rieSeni Hendersonovych
rovnic pre zmieSany linearny model (MME).

m Uvedieme zovSeobecnenie metddy Kenwarda-Rogera pre testovanie linearnych
funkcii o pevnych efektov aj na testovanie linearnych funkcii o pevnych a
nahodnych efektoch sucasne.

V. WITKOVSKY (UM SAV) O niektorych vypoctovych aspektoch v LMM ROBUST 2014 2/31



Proc HPMIXED

The HPMIXED procedure is designed to solve large mixed model problems by using
sparse matrix techniques, but with relatively few covariance parameters.

m Parameter estimation (fixed and random effects), inference, and prediction in
linear mixed models

m Estimate covariance parameters by restricted maximum likelihood (REML)

m Computation of appropriate standard errors for all specified estimable linear
combinations of fixed and random effects, and corresponding t and F tests

m List of features NOT AVAILABLE in the HPMIXED procedure:

can model only G-side random effects with variance component structure or an
unstructured covariance matrix in a Cholesky parameterization. R-side random effects
and direct modeling of their covariance structures are not supported,

NO automatic Type Ill tests of fixed effects. You request tests of fixed effects in the
HPMIXED procedure with the TEST statement,

NO advanced degree-of-freedom adjustments available by using the DDFM= option,
NO maximum likelihood or method-of-moments estimation for the covariance
parameters,

NO Fisher Information matrix for estimated covariance parameters.
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R Imer / Ime4

Hi,I am wondering how to conduct Kenward-Roger correction in the linear mixed model
using R. Any idea? Thanks a lot, Suyan
Ben Bolker wrote:
m Not really possible, I'm afraid. ... Doug Bates has declined to spend effort
implementing K-R because

he’s not convinced of the appropriateness of adjusting F-distribution degrees of
freedom in this way,

he doesn'’t think that the K-R algorithm will be feasible for the sorts of large-data
problems he’s interested in,

he finds the correspondence between K-R’s notation and his difficult.

Doug Bates wrote:

m It has been a while since | looked at the Kenward-Roger formulation but my
recollection is that it would be difficult to extend the calculations to models with
non-nested random effects.

m | am not opposed to the method in principle - it's just that | am not about to have
the time to work on it myself in the foreseeable future. If someone else wants to
work it out then | say go for it.

m For models with non-nested random effects it is possible to get an expression for the
marginal variance-covariance of the response vector but this is potentially a dense n by
n matrix and you really don’t want to try working with that for large data sets.
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R Imer / Ime4

m InstEval Example: University lecture evaluations by students at ETH Zurich
m A data frame with 73421 observations. This is an interesting “medium” sized
example of a partially nested mixed effect model.

m s - a factor with levels 1:2972 denoting individual students.

m d - a factor with 1128 levels from 1:2160, denoting individual professors or lecturers.

B service - a binary factor with levels 0 and 1; a lecture is a “service”, if held for a different
department than the lecturer’s main one.

m dept - a factor with 14 levels from 1:15, using a random code for the department of the

lecture.
® Yy - a humeric vector of ratings of lectures by the students, using the discrete scale 1:5,

with meanings of ‘poor’ to ‘very good'.
Each observation is one student’s rating for a specific lecture (of one lecturer,
during one semester in the past).
m The main goal of the survey is to find “the best liked prof”, according to the
lectures given. Statistical analysis of such data has been the basis for a (student)
jury selecting the final winners.

m fm <- Imer(y ~ dept*service + (1|s) + (1|d), InstEval)
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LMM - Linearny zmieSany model

Linearny zmieSany model

LMM — zmes pevnych a ndhodnych efektov:

f r
y:Xb+Zu+e:ZXibi+ZZjuj+e
i—1 i—1
pricom
X =[Xg:Xo -1 X, Z=102y:25:--:2Z]
b =[bg;by;...;b¢], u=I[ug;up;...;url, e=[e;;en...;€]

m b — p-vektor pevnych efektov, p = Z.le pi, vektor b; reprezentuje Urovne faktora
i=1,...,f.

®m U — g-vektor ndhodnych efektov, q = Z[Zl gi, pricom u; ~ N(O, Gi(eiG)),
u ~ N(0,G(6°)), kde G(0) = ©/_,Gi(67), pritom 6° = [0F; ... ; 07]

i, ni, pricom e; ~ N(0,Ri(6F)),
e ~ N(0,R(6%)), kde R(6%) = @'_,Ri(6R), pricom 7% = [6F; .. .; 6F]

m e — n-vektor ndhodnych chyb, n = 3!
m Var(y) = V() = ZG(0)Z' +R(0), kde 6 = [9®; 6R], pricom ny = ng + Ng.
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LMM - Linearny zmieSany model

Linearny zmieSany model

m Castou verziou LMM je model s jednoduchou &truktirou varianénych
komponentov (VC):

m U ~ N(0,Gi(0)), kde Gi(0) = o?lq;, i =1,.
m & ~ N(O,Ri(0)), kde Ri(0) = oI, i =1,. t tedaeNN(O,azln).

m Potom teday ~ N(Xb,V (0)), kde V (0) = ZG(0)Z' + R(6),
m G(0) = ®[_,G;(0) = diag(c?lg),

m R(0) = ®!_,R(0) = diag(c?ln,) = o?In,

kde 0 = (o%,...,0%,0%.,), pricom o2, = o?.
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MME - Hendersonové rovnice pre zmiesany linearny model

Hendersonové rovnice pre zmieSany linearny model

m Henderson odvodil systém rovnic (MME - Mixed Model Equation), ktoré umoZfuja
odhad pevnych a nahodnych efektov: najlepsi linearny nevychyleny odhad (BLUE
- Best Linear Unbiased Estimator) vektora Xb (alebo nevychylene odhadnutelnej
linearnej kombinacie K’b) a najlepsi linearny nevychyleny prediktor (BLUP - Best
Linear Unbiased Predictor) vektora u (alebo linearnej kombinacie w = K’b + L'u,
ak K’b je odhadnutelnd), za predpokladu, ze kovarian¢na Struktira LMM je
znama.

m MME boli odvodené za predpokladov normality rozdelenia, teda u ~ N(0, G),
e ~ N(0,R), pricom Cov(u,e) = 0, pre zname variancno-koveriancné matice
G =G(#) aR =R(0).

m ZdruZena hustota (pdf) vektora (y’,u’)’ je teda

fy,u) = f(y|u)f(u) .
'p—1
WEXP *E(y*Xb*ZU)R (y—Xb—Zu)}
1, .1
‘@ P2

m Tu predpokladame, ze G > 0.
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MME - Hendersonové rovnice pre zmiesany linearny model

Hendersonové rovnice pre zmieSany linearny model

m RieSenim rovnic pre modus b a u, t.|.

of(y,u) of(y,u)
e =0 =0

dostavame MME rovnice v tvare

X'R™IX X'R™1z
Z'R7IX Z'R'z+G?

C: Ot
~
Il
—
N X
e
<<
~

m Maticu koeficientov systému rovnic MME budeme oznacCovat ako H
(Hendersonova matica). TaktieZ budeme pouzivat rozklad H = Hg + Hg.

m Inverziu matice H budeme oznacovat ako C, s blokmi C11, C1» = C»1, Coo.
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MME - Hendersonové rovnice pre zmiesany linearny model

Hendersonové rovnice pre zmieSany linearny model

Délezité vlastnosti rieSenia MME rovnic:

V triede linearnych nevychylenych prediktorov, BLUP maximalizuje korelaciu medzi u a G.

K’b je (jednoznaéne dany) BLUE vektora K’b, ak K’b je odhadnutefna funkcia.

E(uld) =d.

BLUP { je dany jednoznacne.

K’b -+ L’{i je (jednoznac¢ne dany) BLUP funkcie K’b + L’u ak K’b je odhadnutefna funkcia.
A Var (K/B) =K/CyK =K' (X'V-1X) 7K.

var (K’B + L’a) = K’/Cy1K + (G — Cp)L.

B MSE (K'B + L’ﬁ) = Var ((K'B + L'ﬁ) — (K'b + L'u)) = (K',L')C(K’, L")

B Cov (K'B G’) =0

Cov (K/B u/) — _K'Cy,

Cov (K’B,u’ - ﬂ’) = —K’Cy,.

) = Cov (l,u’) =G — Cps.
G) = Var (0 —u) = Cyps.

HBE
<
»
m—
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MME - Hendersonové rovnice pre zmiesany linearny model

Metddy Statistickej inferencie pre pevné a nahodné efekty

m Ak sU varian¢né-kovariancné komponenty 6 nezname, potom musia byt odhadnuté z
pozorovanych dat rozumnou odhadovacou procedurou - napriklad metédou ML (Maximum
Likelihood) alebo REML (Restricted Maximum Likelihood).

m Existuje niekolko implementacii na odhadovanie varianénych-kovarianénych komponentov
vo vSeobecnom LMM.

m Takéto metddy st implementované v mnohych pocitacovych balikoch uréenych na analyzu
dat pomocou LMM, napr. SAS: PROC MIXED, PROC HPMIXED, PROC GLIMMIX, R: Ime4,
nime, MATLAB: fitime.

m AvSak potreba analyzovat rozsiahle data prinaSa technické problémy ako takéto metody
efektivne implementovat, a predovSetkym ako implementovat met6dy pre Statistick(
inferenciu v tychto modeloch. SAS: PROC HPMIXED — ?, R: Ime4 — ? (ImerTest, pbkrtest,
...), julia: MixedModels — ?.

m Nech 4 je vysledok takejto numerického riesenia (v pripade jednoduchého LMM
0= (8%,...,62,,)). Potom rieSenie MME budeme oznacovat ako b, (. Podobne G = G(0),

R = R(f), A = H(A) a € = C(A) budu oznatovat odhadnuté verzie matic H, G, R, a C.

m Spolu s odhadom vektora varian&nych-kovarianénych komponentov 4 je potrebny aj odhad
kovariancnej matice X takéhoto odhadu - napr. pomocou odhadu inverzie Fisherovej

N N —1 . A\ —
informacnej matice, resp. inverzie Hessianu. ¥ = (IML(G)) resp. X = (IREML(G))
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MME - Hendersonové rovnice pre zmiesany linearny model

Elementy Statistickej inferencie pre pevné a nahodné efekty

m Hgye: Cholesky-factor matice H, pricom H = H{ Hiac, @ Ciae = Hfgcl, Ze C = Cy,C

f/ac'
m RieSenie MME rovnic
[b;d] = Cr, kder = [X'R™y; Z’'R™1y].

m REML log-likelihood funkcia:
1
log(Lr) = -5 [const + log |V | + log[X'VX| + y'Py]
1
= -3 [const + log |R| + log |G| + log |H| + y'Py] ,
kde P =V~ — vV=IX(X'V~1X)~1X'V ~1, pricom
m P = PVP = P(ZGZ’ +R)P,
m Py =V-1(y —Xb)=R-(y — Xb—zi) =R 1§,

my'Py =y'R-}y —Xb—2z{) = (y — Xb—zi{i)R~Y(y — Xb — Zii),
mi=Gz'V-1(y — Xb).

!’ ’ ’ ~ ~ ~ _ _ -
w NPy _ 9y'P@EGZ/+RIPY _ G (Gfl 0G G—l) 0= (G. 1.06 1) Gi |

268 268 268 i i 968 T
dy'Py _ 9y'P(ZGZ'+R)Py _ s ~10R p—1 _ a2 (p-106R p-1)\3&
[ ] 2%~ 207 =y'P (R aeiRR Py =€ Ri aeiRRi e,
9?(log |R|+log |G|+log |H
B Iggy, = 2000l ‘aegé/‘ g Hl)
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.
Priklady

Structure of MME matrix H
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Obr. : llustragny priklad (Split Plot Data): Struktdra matice MME koeficientov H
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.
Priklady

Structure of permuted MME matrix H
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Obr. : llustra&ny priklad (Split Plot Data): Struktira permutovanej matice MME koeficientov H
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.
Priklady

Structure of upper trianguler of permuted MME matrix H
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.
Priklady

Structure of Choleski factor Hfa: of permuted MME matrix H
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Obr. : llustragny priklad (Split Plot Data): Struktira choleského faktora Hiqc Permutovanej matice MME koeficientov H
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.
Priklady

Structure of Choleski factor C,_
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Obr. : llustragny priklad (Split Plot Data): Struktdra inverzie choleského faktora inv (Hgac )
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.
Priklady

Structure of MME matrix H
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Obr. : llustraény priklad: Exaktné konfidencné oblasti pre varianéné komponenety normalneho linearneho modelu s dvomi varianénymi komponentami
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Priklady

Structure of Choleski factor Hie of permuted MME matrix H
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Obl’. * llustraény priklad: Exaktné konfiden&né oblasti pre varianéné komponenety normalneho linearneho modelu s dvomi varianénymi komponentami
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Priklady

Structure of Choleski factor C,
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Obr. * llustraény priklad: Exaktné konfiden&né oblasti pre varianéné komponenety normalneho linearneho modelu s dvomi varianénymi komponentami
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Standardné met6dy Statistickej inferencie pre pevné a nahodné efekty

Standardné metddy Statistickej inferencie pre pevné a nahodné efekty

m V d'alSom budeme uvazovat metddy Statistickej inferencie o g linearnych
funkciach pevnych efektov b a nahodnych efektov u, teda o funkcii
w =A (b’,u’) =K'b+L'u, kde A je ((p +r) x q)-rozmerna matica plnej
hodnosti, pricom K’b je odhadnutelna (t.j. K = X’A pre nejakd maticu A).

~ ~ / ~
m Nech b a  su rieSenia MME rovnic, teda w = A\’ (b’, U’) =K’b + L'l je BLUP
funkcie w = K’b + L'u.

m Na zaklade znamych vlastnosti riedenia b a (i dostavame
MSE (W) = E (W —w) (W —w)’) = Var (W —w) = A'CA = My,.

m MSE matica My nahodného vektora w funkéne zavisi od
. ~ - . ~ - ~ -z /
variancnych-kovarian¢nych komponentov 6, Specialne 6 = (nf, - ffr2+1) .
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Standardné met6dy Statistickej inferencie pre pevné a nahodné efekty

Standardné metddy Statistickej inferencie pre pevné a nahodné efekty

m Ak by bol vektor varian¢nych-kovariancnych komponentov 6 znamy, potom (na

zaklade prepokladov modelu) sa pre Statisticku inferenciu Standarne vyuziva pivot
- Statistika Waldovho typu.

m Waldov pivot mozno vyuzit na Statisticku inferenciu o funkcii
~ ! ~
W= A <b a') — Kb+ LG
Teda testovanie nulovej hypotézy Hy : K’b = K’bg, kde bg je dana testovana hodnota

parametra pevnych efektov, resp. konstrukciu konfidencnych/predikénych oblasti pre K’b,
resp. w.

m Exaktné (nulové, za platnosti pre Ho : w = Wg) rozdelenie je trivialne:
Q = (W —wo) (NCA) ™ (W — wo) ~ X3,

X2 tu oznaguje chi-kvadrat rozdelenie s ¢ = rank (A’) stupfiami vornosti.
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Standardné met6dy Statistickej inferencie pre pevné a nahodné efekty

Standardné metddy Statistickej inferencie pre pevné a nahodné efekty

m Predpokladajme, Ze variancné-kovariancné komponenty ¢ st nezname, ale mame
k dispozicii odhad @ spolu s odhadom c [Problém €. 1 efektivne odhadovanie 0]

m Na inferenciu o funkcii pevnych a nahodnych efektovw = A’ (b’,u’)’ zaloZenl na
N /
empirickom BLUPe (EBLUP), t.j. w = A’ (b’, 0’> , sa typicky uvaZuje Statistika

F =W —wo) (NEA) ™ (W —wo),

Z (
kde ¢ = rank(A").

m Specialnym pripadom je situacia, ked' w je skalarna (jedno-dimenzionaina)
veliginaw = ' (b’,u”)" = k’b + 1'u, potom uvazujeme Statistiku

t— W — Wp
VNEN

kde W je EBLUP n&hodnej premennej w.

V. WITKOVSKY (UM SAV) O niektorych vypoctovych aspektoch v LMM ROBUST 2014 23/31



Standardné met6dy Statistickej inferencie pre pevné a nahodné efekty

Standardné metddy Statistickej inferencie pre pevné a nahodné efekty

m Nulové rozdelenie tychto 't-Statistik’ je netrividlne a najcastejSie sa aproximuje
pomocou t-rozdelenia s v (efektivnymi) stupnami volnosti (DF), ktoré sa odhaduju
pomocou Satterthwaiteovej aproximacie.

m Nulové rozdelenie 'F-Statistik’ sa obyCajne aproximuje F-rozdelenim s 14 a v
stupfiami volnosti, pricom vy, = .

m Efektivne stupne volnosti (v,) su odhadované, Standardne zovSeobecnenou
Satterthwaiteovou metddou, Fai-Cornelius (1996), alebo inymi alternativnymi
aproximativnymi metdédami, Kenward-Roger (1997).
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Standardné met6dy Statistickej inferencie pre pevné a nahodné efekty Satterthwaiteova aproximacia

Satterthwaiteova metéda odhadovania efektivnych stupfiov volnosti

m Giesbrecht-Burns (1985) navrhli odhadovat' rodelenie t-Statistiky pomocou
Satterthwaiteovej aproximacie:

- W — wp b
VNEx
~ 2 ~ 2
L /2\(XCA> _ 2 (A’(AZA)
Var, (V€X) §'%§

m §'5§ je odhad variancie Var (XéA)
zalozeny na Taylorovom rozvoji A’CA s ohfadom na 6, pricom 3 oznaéuje odhadnut
kovarianén maticu odhadov varianénych komponentov.

m § je odhadnuta verzia gradientu g = Vo(X\'C)):

-1 575
a(x'cA) PACLIY (62) MM
20 a6
. SeCr 4 o 6=(6%,-.,0%,) :

9= : = 0= : §= IR

a(V'eA) /oA 5 @A}‘:)‘r
9ny 9ny Gz 7\ HR A

r+
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Standardné met6dy Statistickej inferencie pre pevné a nahodné efekty Faiova-Corneliusova aproximacia

Faiova-Corneliusova metdda odhadovania efektivnych stupnov volnosti

m Fai a Cornelius (1996) navrhli zovSeobecnenie Satterthwaiteovej aproximéacie pre
pripad mnohorozmernej funcie w = A’ (b, u’)’, teda pre odhad efektivnych
stupnov volnosti (DDF) nulového rozdelenia F -Statistiky

1, a7
F=,W —wp)’ (’\/CA) (W —wo) ~ Fey,
kde ¢ = rank(A).

m Metdda je zaloZena na rozloZeni viacrozmerneho problému na viac
jednorozmernych problémov. Faiova-Corneliusova aproximacia je

- 4 ~

2E ~ Ui
U= < , kde E = - 1o .
TTE EuifZ =2y
m0,i=1,..., ¢ suefektivne stupfe volnosti odhadnuté Satterthwaiteovou
~ ~ /! ~ ’
aproximaciou t-statistik pre funkcie W, = \/ (b’., O/> ykde i, i =1,...,¢, sl stlpce

matice Arc = AU

m U oznaduje ortonormalnu maticu zo spektralneho rozkladu matice NCA, teda, je
to taka matica, ze plati U'A'CAU = S, kde S je diagonalna matica.
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Metddy zaloZené na korigovanom odhade MSE matice Kenwardova-Rogerova aproximacia

Kenwardova-Rogerova aproximacia

m Harville (2008) dlhodobo poukazoval na nekorektnost’ pouzitia MSE matice
prediktora BLUP W v situécii, ked' je inferencia zaloZzen& na EBLUPe - empirickom
prediktore W - a namiesto jeho skuto¢nej MSE matice, My, sa nekorektne pouzije
MSE matica BLUP prediktora w, My = A’CA, (resp. odhadnuté verzie tychto
matic).

m Prvy zdroj vychylenia takéhoto nespravneho odhadu MSE matice mozno vysvetlit
rozkladom predikenej chyby:

(W —w) = (W —w) + (W — W),
m Teda pre MSE maticu empirického prediktora W dostavame
My = Mg + Mgy,
kde Mgy = E (W — W) (W — W)/) = Var (W —w).

m Odtial teda dostdvame dbkaz o podhodnoteni skutocnej matice MSE prediktora
EBLUP: My > M.
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Metddy zaloZené na korigovanom odhade MSE matice Kenwardova-Rogerova aproximacia

Kenwardova-Rogerova aproximacia

m S vyuZitim aproximacie Msa zaloZenej na Taylorovom rozvoji na rozvoji predikcnej

chyby W — w, dostavame aproximaciu MSE matice EBLUP prediktora W v tvare
l ALY
Mg = My + Mgy pricom Z > Mg (1)
i=1 j=1
kde M{j") = N'C2H-CA = ' A, pritom A = CA.

90,00
m MSE matica My, ako aj jej aproximacia My, viak zavisi od matice ¥ a od

neznamych varianénych-kovariancnych komponentov.
m Ak nahradime tieto nezname parametre ich odhadmi (REML) dostaneme
prirodzeny odhad MSE matice EBLUP prediktora v tvare

My = Mg + My

m Dolezitym kritériom korektnosti pouzitia odhadu MSE matice EBLUP prediktora je
kritérium nevychylenosti. Od rozumného odhadu teda oCakavame, Ze

E (M\;v> ~ MW
m To vak v pripade odhadu My, nie je pravda! Hoci plati
E <M5VA\I) ~ M(§W
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Metddy zaloZené na korigovanom odhade MSE matice Kenwardova-Rogerova aproximacia

Kenwardova-Rogerova aproximacia

m Ako ukazali Kenward a Roger (1997), pre LMM s linearnou parametrizaciou
kovariantnej matice plati

E (Mw) ~ My — Mgy

m Optimalnym odhadom MSE matice EBLUP prediktora je teda

Mi.a = Mg + 2M gy,
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Metddy zaloZené na korigovanom odhade MSE matice Kenwardova-Rogerova aproximacia

Kenwardova-Rogerova aproximacia

m Kenward a Roger (1997) navrhli aproximéciu rozdelenia testovacej F -Statistiky pre
testovanie nulovej hypotézy pre linearne funckcie pevnych efektov K’b zaloZenej
na priblizne nevychylenom odhade kovarianénej matice empirického BLUE K 'D,
teda odhade matice K'Cy;K .

m Prirodzenym zovSeobecnenim tohto pristupu je aproximacia rozdelenia
F -Statistiky pre vektor linearnych funckii pevnych aj nadhodnach efektov:

F = % (W — Wo)/ (“]W?A) -1 (W — W)

kde I\'/IVAVVA je priblizne nevychyleny odhad MSE matice.
m UvaZovany typ aproximacie rozdelenia je v tvare
wF PR,

pricom nezname parametre x a v sl odhadované z pozorovanych dat.
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Metddy zaloZené na korigovanom odhade MSE matice Kenwardova-Rogerova aproximacia

Kenwardova-Rogerova aproximacia

m Analogicky ako v pripade aproximacie pre funkcie fixnych efektov, na zaklade

momentovej metoddy, v jednoduchom LMM su odhady parametrov « a v dané v

tvare
P
v
Ay
A,
kde M) = ‘;;w =NE

V. WITKOVSKY (UM SAV)
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O niektorych vypoctovych aspektoch v LMM

x>
I

E(0—2)
N 247
v = R
-1
Y, . A,
B —1472
262’ T
g(l+l§), é:i(AﬁGAz).
¢ 20 '
v Nv . .
355, (it ) (9.
i—1 j=1
nv_ny o
St (MV;:LM‘EV')MV;lM‘%))
i=1j=1
_A1OH R mritam A _ A
=A o8, A, pricom A = CA.
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