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Klára Hr̊uzová1,2, Karel Hron1,2
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Dvousložková kompozice

• x = (x , c − x)′, kde c je konstanta součtu

• základńı operace Aitchisonovy geometrie speciálně pro takto
nadefinované kompozice:

• Perturbace: x⊕ y = C(xy , (c − x)(c − y));
• Mocninná transformace: α� x = C(xα, (c − x)α);

• Skalárńı součin: ||x||A = 1√
2

∣∣∣ln x
c−x

∣∣∣;
• Vzdálenost: dA(x, y) = 1√

2

∣∣∣ln x
c−x − ln y

c−y

∣∣∣ ,
kde x = (x , c − x)′, y = (y , c − y)′, α je reálná konstanta a C
označuje operaci uzávěru.



Regresńı model

Pro kompozičńı data můžeme zavést regresńı model (resp. v
nejjednoduš̌śım p̌ŕıpadě analogii regresńı p̌ŕımky) užit́ım
Aitchisonovy geometrie:

yi = β0 ⊕ β1 � xi ⊕ εi , i = 1, . . . , r , (1)

s kompozičńım regresńım parametrem β0, skalárńım parametrem
β1 a kompozičńı chybou εi .



Izometrická logratio transformace

Pro dvousložkovou kompozici definujeme ilr transformaci ve tvaru:

x∗ = ilr(x) =
1√
2

ln
x

c − x
. (2)

→ transformace je proporcionálńı k logitové transformaci
→ metodika logratio soǔradnic umožňuje aplikovat standardńı
statistické metody a p̌redpokládat normalitu soǔradnic
[Egozcue et al.2011]



Regresńı p̌ŕımka

y∗i = β∗0 + β1x
∗
i + ε∗i , i = 1, . . . , r ,

kde neznámé parametry β∗0 , β1 odhadujeme metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u.



Statistické inference

Za p̌redpokladu normality závisle proměnné y∗ ≡ y∗(x∗) je
konfidenčńı interval pro sťredńı hodnotu y∗ v x∗ definován jako

ŷ∗(x∗)± t1−α/2,r−2

√
s2

[
1

r
+

(x∗ − x̄∗)2∑r
i=1 (x∗i − x̄∗)2

]
se spolehlivost́ı (1− α).
Predikčńı interval pro y∗

ŷ∗(x∗)± t1−α/2,r−2

√
s2

[
1 +

1

r
+

(x∗ − x̄∗)2∑r
i=1 (x∗i − x̄∗)2

]
.



Fitované hodnoty

Fitované hodnoty pro původńı kompozici yi źıskáme aplikaćı
inverzńı ilr transformace

ŷi = ilr−1(ŷ∗i ) =
c exp

(√
2ŷ∗i
)

1 + exp
(√

2ŷ∗i
) . (3)



Concentration-response models

• odhad ekologického rizika z chemického znečǐstěńı

• na základě koncentrace toxické látky xi (v mg/l) mě̌ŕıme
proporci odezvy pi , kde (0 < pi < 1)

• logaritmická transformace koncentrace (xi )



Modely použ́ıvané nyńı

• model v základńım tvaru:

yi = f (xi ,β) + εi , i = 1, . . . , r , (4)

kde funkce f (xi ,β) reprezentuje pr̊uměr reakćı

• nejuž́ıvaněǰśı regresńı funkce f

Model (RM) Regression function f (x∗i ,β)

Logit (L)
exp(β0+β1x∗i )

1+exp(β0+β1x∗i )
Probit (P) Φ (β0 + β1x

∗
i )

Generalized Logit (GL)

(
exp(β0+β1x∗i )

1+exp(β0+β1x∗i )

)β2

Weibull (W) exp (− exp (β0 + β1x
∗
i ))



Užit́ı kompozičńıho modelu

• x∗i = 1√
2

ln xi
106−xi

;

• p∗i = 1√
2

ln pi
1−pi ;

• aplikace regresńı p̌ŕımky

• užit́ı inverzńı ilr transformace pro zobrazeńı dat v původńım
prostoru



●● ●●
●●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●
● ●

● ●

●

●

●●

●●

●
●

●●

●

●
● ●● ●

●

●
●

6 7 8 9 10 11

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

lnx

pr
op

or
tio

n 
of

 in
hi

bi
te

d
simplicial regr.line
conf.bounds
pred.bounds



Odhad efektivńı koncentrace ECP

• odhad ḿıry koncentrace, p̌ri které bychom dosáhli
P = 100 · p%-ńıho efektu

• pro P = 5% spoč́ıtáme ilr soǔradnice p∗5 = 1√
2

log 0.05
0.95

• odpov́ıdaj́ıćı odhad ilr koncentrace EC5 źıskáme aplikaćı
fitované regresńı p̌ŕımky

ÊC5
∗

=
1

β̂1

(p∗5 − β̂∗0), (5)

• výsledná koncentrace EC5 je źıskána užit́ım inverzńı ilr
transformace

ÊC5 = ilr−1(ÊC5
∗
) =

1 exp
(√

2ÊC5
∗)

1 + exp
(√

2ÊC5
∗) (6)



• konfidenčńı interval můžeme źıskat užit́ım teorie kalibrace v
lineárńıch regresńıch modelech:

x∗ + d1 ≤ EC ∗5 ≤ x∗ + d2,

kde d1 a d2 jsou kǒreny kvadratické rovnice

d2

[
β̂2

1 −
t2

1−α/2,r−2s
2∑r

i=1 (x∗i − x∗)2

]
− 2d β̂1(p∗5 − p∗)+

+

[
(p∗5 − p∗)2 − t2

1−α/2,r−2s
2

(
1 +

1

r

)]
= 0.



• po nějakém poč́ıtáńı dostaneme konfidenčńı intervaly pro EC ∗5
ve formě

EC∗5 ∈ x∗ +
{

(p∗5 − p∗)β̂1±

±t1−α/2,r−2s

[
(p∗5 − p∗)2∑r
i=1 (x∗i − x∗)2 +

(
1 +

1

r

)
H

]1/2
 /H,

kde H = β̂2
1 −

t1−α/2,r−2s
2∑r

i=1 (x∗i −x
∗)

2 .



Ekonomická aplikace

• data r̊uznorodá a charakterizovaná odlǐsným způsobem jejich
źıskáńı

• důležitý je trend ve vztahu mezi oběma proměnnými a
signifikantnost parametru β̂1



Ekonomický p̌ŕıklad

• závislost relativńıch výdaj̊u na potraviny (v % na celkových
rodinných výdaj́ıch) na výši nezaměstnanosti

• můžeme hovǒrit o existenci rostoućıho trendu

• hypotézu o normalitě pro standardizovaná rezidua nebylo
možné zaḿıtnout na hladině 0,05 žádným z užitých test̊u
(Shapiro-Wilk, Anderson-Darling, Kolmogorov-Smirnov)
⇒ test nulovosti koeficientu u lineárńı složky regresńı funkce
aplikaćı standardńı T1 statistiky (pro ilr soǔradnice)

• p-hodnota (0,0089) svědč́ı ve prospěch alternativy na
standardńı hladině 0,05
⇒ se zvyšuj́ıćı se nezaměstnanost́ı roste relativńı pod́ıl výdaj̊u
na potraviny
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Obr.3: Obrázek znázorňuje závislost relativńıch pod́ıl̊u výdaj̊u na
potraviny na nezaměstnanosti pro původńı data (vlevo) a ilr

soǔradnice (vpravo).



Výhody kompozičńıho regresńıho modelu

• zachovává kompozičńı charakter závisle i nezávisle
proměnných (vyjáďrených v procentech, proporćıch,atd.)

• jednoduchý model s dobrou interpretaćı výsledk̊u

• z regresńı p̌ŕımky můžeme odvodit odpov́ıdaj́ıćı statistické
inference (konfidenčńı a predikčńı interval)

• dobré interpolačńı vlastnosti modelu

• logratio metoda umožňuje zavést p̌redpoklad normality
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