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S. Donevska E. Fišerová P. Filzmoser K. Hron

ROBUST 2014



Kompozičnı́ data

Kompozičnı́ data (CoDa) = kvantitativnı́ popis časti nějakého celku,
tudı́ž data nesoucı́ pouze relativnı́ informaci.

Simplex s Aitchisonovou geometriı́ = výběrový prostor CoDa,

SD = {x = (x1, . . . , xD)
′, xi > 0,

D∑
i=1

xi = κ}.

Aitchisonova geometrie nenı́ úplně vhodná pro prováděnı́
standardnı́ch statistických metod.
⇒ Potřeba najı́t vhodnou reprezentaci CoDa v reálném prostoru.

Navrženy transformace logaritmu podı́lů (logratio):
aditivnı́ logratio (alr) transformace, centrovaná logratio (clr)
transformace a i izometrická logratio (ilr) transformace.

CoDa se reprezentuji pomocı́ podı́lu složek.



Clr transformace

Clr transformace je izometrické zobrazeni mezi SD a nadrovinou v RD,

y = clr(x) = (y1, y2, ..., yD)
′ =

ln
x1

D
√∏D

i=1 xi

, ..., ln
xD

D
√∏D

i=1 xi

′ . (1)

Nevýhody clr proměnných:

nejsou souřadnice vzhledem k bázi na simplexu,
vedou k singulárnı́ variančnı́ matici (y1 + · · ·+ yD = 0),
nejsou subkompozičně soudržné.

Výhody clr proměnných:

Převádı́ operace perturbace a mocninné transformace CoDa do
obyčejného součtu a násobenı́ skalárem clr koeficientů,
Euklidovská vzdálenost mezi vektory clr proměnných =
Aitchisonova vzdálenost jejich přı́slušných kompozic.
Platı́ i pro skalárnı́ součin a normu.



Interpretace CoDa biplotu

Kompozičnı́ biplot je zı́skaný jako standardnı́ biplot pro clr
transformovaná data.

1 Vzdálenost mezi vrcholy šipek jsou úměrné směrodatné
odchylce logaritmu podı́lu přı́slušných složek.

2 Šipky představujı́ clr proměnné.
3 Délka šipky je úměrná směrodatné odchylce clr proměnné.
4 Kosinus úhlu mezi dvěma vrcholy šı́pek dává hodnotu

korelačnı́ho koeficientu mezi odpovı́dajı́cı́mi logaritmy podı́lu.



Miry variability pro CoDa

Základnı́ mı́ra variability náhodné kompozice x = (x1, . . . , xD)
′ je

variačnı́ matice definovaná jako

T =

{
var

(
ln

xi

xj

)}D

i,j=1
.

T je symetrická matice, která má na hlavnı́ diagonále 0.
Prvky matice T popisujı́ variabilitu logaritmu podı́lu složek xi a xj .

(Normovaný) součet prvků variačnı́ matice T se nazývá celková
variance,

totvar(x) =
1

2D

D∑
i=1

D∑
j=1

var

(
ln

xi

xj

)
,

vyjadřuje celkovou variabilitu v kompozičnı́m datovém souboru.



Miry variability

Platı́, že totvar(x) =
∑D

i=1 var(yi), kde

var(yi) =
D − 1

D2

D∑
j=1

var

(
ln

xj

xi

)
− 1

2D2

D∑
j=1
j 6=i

D∑
l=1
l 6=i

var

(
ln

xj

xl

)
,

⇒ Existuje celkem silný vztah mezi var(yi) a součtem prvků v i-tém
řádku (sloupce) přı́slušné variačnı́ matici T.

Věta

Nechť jsou dány clr proměnné yi a yj , i 6= j , i , j = 1, . . . ,D. Potom,
var(yi)≥var(yj), právě tehdy, když

D∑
p=1

var

(
ln

xi

xp

)
≥

D∑
p=1

var

(
ln

xj

xp

)
.



Navržená kroková procedura

Uvažujme kompozici x = (x1, . . . , xD)
′, takovou, že

var(y1) ≥ · · · ≥ var(yD) (2)

⇔
D∑

p=1

var

(
ln

x1

xp

)
≥

D∑
p=1

var

(
ln

x2

xp

)
≥ · · · ≥

D∑
p=1

var

(
ln

xD

xp

)
. (3)

Algoritmus:
1 Vynecháme složku xD, jejı́ž rozptyl odpovı́dajı́cı́ clr proměnné je

nejmenšı́.
Uvažujeme tedy podkomozici x1 = (x1, . . . , xD−1)

′ a provedeme
clr transformaci na x1.
Vypočı́táme rozptyly clr transformovaných proměnných z x1.

2 Opakujeme krok 1.
3 STOP nejpozději po D − 2 krocı́ch.



Navržená kroková procedura

Bude dodrženo pořadı́ variancı́ clr proměnných přı́ přechodu z
D-složkové k D − 1- složkové podkompozici?

⇒ Ano, ale jen za splněnı́ předpokladu

var

(
ln

x1

xD

)
≥ var

(
ln

x2

xD

)
≥ · · · ≥ var

(
ln

xD−1

xD

)
.

Kdy máme skončit s výběrem kompozičnı́ch složek?
⇒ Poté co použijeme stop kritérium, které porovnává celkovou

varianci podkompozici xi , zı́skanou v i-tém kroku algoritmu
i = 1, . . . ,D − 2, s celkovou variancı́ podkompozici xi−1 z
předchozı́ho kroku.



Navržená kroková procedura – STOP kritérium

H0 : totvar(xi) = totvar(xi−1) v.s. HA : totvar(xi) < totvar(xi−1)

Za předpokladu platnosti nulové hypotézy

U+
i =

t̂otvar(xi)− totvar(xi−1)√
2

n−1 tr
(
Σ̂

2
i

) ∼N(0,1), pro i →∞,

kde Σ̂i je výběrová variančnı́ matice kompozice xi v (libovolných)
ilr souřadnicı́ch.

H0 se zamı́tá na hladině významnosti α jestliže

u+
i ∈W = (−∞,uα〉,

kde u+
i je realizace U+

i a uα je α- kvantil normovaného
normálnı́ho rozdělenı́.

V každém kroku spočı́táme U+
i proceduru ukončı́me když

u+
i ∈W.



Přiklad – Data Kola

Datový soubor Kola je výsledkem velkého geochemického projektu,
který byl prováděný od 1992 do 1998 Geologickým průzkumným
ústavem Finska a Norska, Centrálnı́ Kola expedicı́, Rusko.

Zkoumaná oblast: 188 000 km2 na poloostrově Kola v Severnı́
Evropě.

Celkem je odebráno cca 600 vzorků ze 4 různých půdnı́ch
horizontů (horizont O, horizont A, horizont B, horizont C).

Analyzovaný jsou vı́ce než 50 chemických prvků v půdnı́ch
horizontech.

Data jsou dostupná v baličku StatDA softwaru R (R Development
Core Team, 2012).



Přı́klad – Data Kola – I. Experiment

Náhodně vybereme 15 proměnných z 30 prvků z horizontu O.
Algoritmus je aplikovaný dokud nedocı́lı́me 2-složkovou
podkompozici.
V každém kroku je vypočı́taná celková variance.
Celá procedura je opakovaná 1000 krát.
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Obr: Celková variance podkompozic obdržená z postupné krokové procedury.
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Přı́klad – Data Kola – II. experiment

Znovu vybı́ráme náhodně 15 proměnných z 30 prvků z
horizontu O.
Postupná procedura je aplikovaná dokud testová statistika
nenavrhne zastavenı́ procesu.
Celá procedura je opakovaná 1000 krát.

Obr: Sloupcový graf počtů složek výsledných podkompozic z postupné krokové procedury užitı́m STOP kritéria.
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Přı́klad – Data Kola – II. experiment

Obsahuje výsledná kompozice složky, které měly vysokou clr varianci
v původnı́ D-složkové kompozici?

Složky ze všech 1000 počátečnı́ch podkompozic jsou vybrané
dle jejı́ch klesajı́cı́ch hodnot clr variancı́.
Počı́táme, jak často jsou top k clr proměnné zahrnuty do
výsledné kompozice, kde k = 1, . . . ,15.

Obr: Clr proměnné z původnı́ kompozice uspořádané dle klesajı́cı́ch variancı́, vs. počet, kolikrát přı́slušné kompozičnı́ složky byly zahrnuty
ve výsledné podkompozicı́.
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Přı́klad – Data Kola – III. experiment

Použijeme stejné simulačnı́ nastavenı́ jako před tı́m, ale
vybereme 5, 10, 20 a 25 - složkové počátečnı́ kompozice z
datového souboru Kola.
Cela procedura je opakovaná 1000 krát.
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Obr: Sloupcové grafy počtů složek výsledné podkompozice z krokové procedury užitı́m STOP – kritéria.
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Použijeme stejné simulačnı́ nastavenı́ jako před tı́m, ale
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3 4 5

D=5

Number of parts

F
re

qu
en

cy

0
20

0
40

0
60

0
80

0

6 7 8 9 10

D=10

Number of parts

F
re

qu
en

cy

0
10

0
20

0
30

0
40

0

9 10 11 12 13 14 15 16 17

D=20

Number of parts

F
re

qu
en

cy

0
50

10
0

15
0

20
0

25
0

10 11 12 13 14 15 16 17

D=25

Number of parts

F
re

qu
en

cy

0
50

10
0

20
0

30
0
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Přı́klad – Baltický průzkum půdy

BSS datový soubor (Reimann et al., 2003), je ziskany z rozsáhlého
geochemického projektu který, je realizovaný v Severnı́ Evropě v
oblasti rozsahu cca 1 800 000 km2.

769 vzorků zemědělské půdy.

Vzorky pocházejı́ ze dvou vrstev: hornı́ vrstva (0-25cm) a spodnı́
vrstva (50-75 cm).

U všech vzorku je analyzovaná koncentrace z vı́ce než 40
chemických sloučenin.

Použı́váme významné sloučeniny (Al2O3, Fe2O3, K2O, MgO,
MnO, CaO, TiO2, Na2O, P2O5 a SiO2), plus LOI (Loss on
ignition) z hornı́ vrstvé tj., 11-ti složkovou CoDa.

Datový soubor z hornı́ a dolnı́ vrstvy půdy je přı́stupny v baličku
mvoutlier v R.



Přı́klad – Baltický průzkum půdy

Vliv postupné procedury je zobrazen pomocı́ CoDa biplotu na BSS
datech.

Přı́ použitı́ testového kritéria pro α = 0.05 jsme zı́skali
9-složkovou podkompozici (Al2O3 a Fe2O3 jsou vyloučené).
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Obr: Biplot pro BSS data pro všechny významné sloučeniny (vlevo) a po odstraněnı́ Al2O3 a Fe2O3 (vpravo).
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