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ABSTRAKT
Při statistické analýze spojitých difúzńıch proces̊u dostáváme mnohdy asymptotické výsledky
pro pozorováńı v deterministických časech s volbou 0, 1

n,
2
n, . . . , 1 na intervalu [0, 1]. Tyto časy

však mohou být p̌ri praktickém pozorováńı vychýleny. V této práci p̌rijmeme p̌redpoklad, že
je daný proces pozorován v náhodných časech t

(n)
k :=

∑k
j=1 ξ

(n)
j , k = 1, . . . , n, n ∈ N , kde

ξ
(n)
j jsou nezávislé na procesu, mezi sebou a jsou se sťredńımi hodnotami 1/n plus ohraničeně

asymptoticky menš́ım vychýleńım a s rozptyly s ohraničeným řádem menš́ım než 1/n. Potom
jsou p̌ri dostatečné konečné variaci procesu asymptotické výsledky zachovány.

NÁHODNÉ ČASY MĚŘENÍ

Difuzńı procesy často pozorujeme
na omezeném intervalu [0, 1] v de-
terministických časech, které ob-
vykle voĺıme 0, 1

n, 2
n, . . . , 1. Jsou-li

tyto časy z menš́ı části vychýleny,
nezávisle na daném procesu a je-li
každý př́ıspěvek nového vychýleńı
nezávislý na př́ıspěvku předešlého,
mohli bychom očekávat, že výsledky
z̊ustanou podobné. Přesněji nechť
tento proces pozorujeme v náhodných
časech
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t
(n)
k :=

k∑

j=1

ξ
(n)
j , k = 1, . . . , n, n ∈ N,

kde ξ
(n)
j , j = 1, . . . , n, n ∈ N jsou nezávislé mezi sebou i na po-

zorovaném procesu. Přijmeme-li předpoklad, že tyto př́ır̊ustky ”nemaj́ı
velkou variabilitu”, pak bychom mohli očekávat, že tyto pozorované časy
se celkově př́ılǐs nelǐśı od svých deterministických protěǰsk̊u, resp. od
př́ımky, kterou tvoř́ı.

PŘEDPOKLADY A POUŽITÉ VĚTY
Nechť ξ

(n)
j ∼ (1/n + O+(1/n), O+(1/n)) , j = 1, . . . , n, n ∈ N, kde

nO+(1/n) → 0 monotónně. Např. O+(1/n) = 1
n ln(n+1)

. Naš́ım

ćılem bude ukázat, že rozd́ıly náhodných čas̊u t
(n)
k od svých determini-

stických protěǰsk̊u k
n konverguj́ı stejnoměrně v pravděpodobnosti k nule s

rostoućım počtem pozorováńı, tj., že pro každé ε > 0 plat́ı

P

(
max

1≤k≤n

∣∣∣t(n)
k − k/n

∣∣∣ > ε

)
−→0, n −→∞.

Jak známo
(
t
(n)
k − k/n, k ∈ {1, 2, . . . , n}

)
je pro každé n submartingal

(supermartingal) — součet nezávislých náhodných veličin s nezápornou
(nekladnou) středńı hodnotou. Bez újmy na obecnosti můžeme
předpokládat, že se jedná o submartingal. Podle submartingalové
maximálńı nerovnosti (viz. [3] věta 3.5) dostáváme

P

(
max

1≤k≤n

∣∣∣t(n)
k − k/n

∣∣∣ > ε

)
≤

2E
(
t
(n)
n − 1

)+
− E

(
t
(n)
1 − 1

n

)

ε
.

Problém se tak redukuje na L1-konvergenci závěrečného součtu, která
je ekvivalentńı jej́ı konvergenci v pravděpodobnosti a stejnoměrné in-
tegrovatelnosti. Konvergenci v pravděpodobnosti i stejnoměrnou in-

tegrovatelnost dostaneme z předpoklad̊u o př́ır̊ustćıch ξ
(n)
k . Protože

uvažujeme spojitý proces na kompaktńı množině, pak stač́ı uvažovat
aby tento proces měl dostatečně konečnou variaci a abychom použili
rozumnou statistiku. Užijeme-li větu o spojitém zobrazeńı (viz. [1] věta
2.7) a Cramér Sluckého větu, pak můžeme zformulovat tento výsledek.

Věta 1. Za výše uvedených předpoklad̊u buď X nekonstantńı
proces s konečnou kvadratickou variaćı v̊uči stejnoměrně
spojité statistice S a nechť plat́ı

S
(
X1

n
, X2

n
, . . . , X1

)
D−→ B, n →∞, (1)

kde B je nějaké rozděleńı. Potom

S
(
X

t
(n)
1

, X
t
(n)
2

, . . . , X
t
(n)
n

)
D−→ B, n →∞. (2)

Př́ıklady těchto statistik mohou být v [2] ve větě 3.6. Zmiňme také, že
v př́ıpadě symetrie pozorovaných náhodných čas̊u kolem svých středńıch
hodnot jde oslabit předpoklad o jejich rozptylech na jejich prvńı momenty.
Podle Lévyho maximálńı nerovnosti (viz. [3] věta 3.4) stač́ı totiž ověřit
konvergenci v pravděpodobnosti posledńıho pozorovaného času.

BUDOUCÍ MOTIVACE
Tato práce řeš́ı situaci, kdy můžeme zachovat asymptotické výsledky
při vychýleńı čas̊u s nezávislými př́ır̊ustky od svých deterministických
středńıch hodnot. Otázka pro vyšš́ı rozptyl, či nemonotónńı středńı hod-
noty př́ır̊ustk̊u však z̊ustává nedořešena.
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