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Př́ırodovědecká fakulta Univerzity Palackého v Olomouci
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KOMPOZIČNÍ DATA
Kompozičńı data jsou mnohorozměrná data nesoućı pouze relativńı informaci. Zaj́ımaj́ı nás tedy pouze
pod́ıly mezi složkami kompozičńıho vektoru. Výběrovým prostorem kompozičńıch dat je simplex, na
němž byla zavedena Aitchisonova geometrie, která se lǐśı od standardńı euklidovské geometrie [1].

Základńımi operacemi Aitchisonovy geometrie jsou:
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Zde x = [x1, x2, . . . , xD] ∈ SD, y = [y1, y2, . . . , yD] ∈ SD jsou kompozičńı vektory na D složkovém
simplexu a α ∈ R je kladná reálná konstanta, C[·] označuje operaci uzávěru a dolńı index a označuje
operaci Aitchisonovy geometrie.

Transformace kompozičńıch dat
Vzhledem ke geometrickým vlastnostem kompozičńıch dat a odlǐsnosti Aitchisonovy geometrie od eu-
klidovské, nemůžeme použ́ıt standardńı statistické metody pro jejich zpracováńı př́ımo na simplexu.
Nejjednodušš́ım řešeńım tohoto problému je transformovat data ze simplexu do reálného prostoru a
takto transformovaná data analyzovat. Pokud je to nutné, pomoćı inverzńı transformace se můžeme
vrátit zpět do simplexu [6].
Máme tři typy transformaćı založené na logaritmovaném pod́ılu složek kompozice:

1. Centrované log-ratio transformace
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2. Aditivńı log-ratio transformace
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3. Izometrické log-ratio transformace

ilr(x) = [z1, z2, . . . , zD−1] , zi = 〈x, ei〉a ,

kompozici tedy můžeme vyjádř́ıt následovně: x =
⊕D−1

i=1 zi� ei, kde ei je vektor ortonormálńı báze na
simplexu a zi je souřadnice vzhledem k ortonormálńı bázi.

BILANCE KOMPOZICE
Nyńı se bĺıže zaměř́ıme na ilr transformaci, která využ́ıvá ortonormálńı báze simplexu. SD je vektorový
prostor dimenze D − 1. Pokud kompozice e1, e2, . . . , eD−1 v SD splňuje

‖ei‖2a = 〈ei, ei〉a = 1,
〈
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〉
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tvoř́ı ortonormálńı bázi SD. V našem př́ıpadě źıskáme ortonormálńı bázi (resp. souřadnice vzhledem
k této bázi) použit́ım postupného binárńıho děleńı na kompozičńı vektor [5]. Tato metoda se zdá být
nejvhodněǰśı zejména z d̊uvodu interpretace dosažených výsledk̊u. Postupujeme tak, že v prvńım kroku
binárńıho děleńı rozděĺıme kompozici na dvě skupiny složek, v druhém kroku rozděĺıme jednu skupinu
z prvńıho pořad́ı na dvě skupiny; postup opakujeme tak dlouho, dokud v každé skupině nebude pouze
jedna složka. Počet krok̊u, než postupné binárńı děleńı složek dospěje ke konci, je D−1. Postupné binárńı
děleńı můžeme vyjádřit v tabulce, kdy v každém kroku označ́ıme složky prvńı skupiny symbolem ’+’,
složky druhé skupiny ’−’ a složky, jichž se daný krok děleńı netýká, jako 0.

Př́ıklad SBP :
Mějme kompozici x = [x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8], jedná se (po řadě) o
výdaje na bydleńı, stravu, telefon, kulturu, zdrav́ı, oděv, spořeńı a do-
pravu. Postupné binárńı děleńı tohoto kompozičńıho vektoru může vypadat
následovně:

Krok x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8
1 + + − − + − − +
2 + + 0 0 − 0 0 −
3 + − 0 0 0 0 0 0
4 0 0 0 0 + 0 0 −
5 0 0 − − 0 − + 0
6 0 0 − + 0 − 0 0
7 0 0 + 0 0 − 0 0

Z každého kroku postupného binárńıho děleńı źıskáme vektor ortonormálńı báze pomoćı vzorce:
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kde r a s označuj́ı počet prvk̊u v dané skupině. Jednotkový vektor ortonormálńı báze źıskaný v i-tém
kroku pak vypadá následovně:
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, b, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
s složek
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Projekce kompozice x ∈ SD na źıskané jednotkové kompozičńı vektory ortonormálńı báze jsou poč́ıtány
užit́ım skalárńıho součinu mezi danou kompozićı a odpov́ıdaj́ıćım bázovým elementem, zi = 〈x, ei〉a.
Jsou to vlastně souřadnice x vzhledem k bilančńımu elementu ei, i = 1, 2, . . . , D − 1:
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Ze vztahu (1) je zřejmé, proč se tyto souřadnice nazývaj́ı bilance, jedná se o poměr dvou skupin složek
kompozice. Pro interpretaci statistické analýzy jsou bilance vhodněǰśı než jakékoliv jiné souřadnice,
protože v postupném binárńım děleńı lze lehce vyč́ıst, jakým zp̊usobem jsme k bilanćım dospěli.

ILUSTRATIVNÍ PŘÍKLAD
Pro ukázku aplikace bilanćı při analýze kompozičńıch dat jsme vybrali měśıčńı výdaje 27 muž̊u a 39 žen,
které byly rozděleny do osmi složek: výdaje na bydleńı, stravu, telefon, kulturu, zdrav́ı, oděv, spořeńı a
dopravu (data byla převzata z [2], źıskána pomoćı dotazńıku). Data tohoto typu byla použita i v [3],
ovšem byla analyzována pomoćı standardńıch statistických metod, které však na kompozičńı data (po-
kud se nejedná o data transformovaná do reálného prostoru) nelze aplikovat. Ukážeme jednu z možnost́ı,
jak tato data transformovat do reálného prostoru.

Pomoćı speciálńı volby bilanćı z [4] můžeme źıskat představu o rozd́ılu ve výdaj́ıch mezi muži a ženami.
Bilance tedy spoč́ıtáme pomoćı následuj́ıćı formule:
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pro i = 1, . . . , D − 1, l = 1, . . . , D. Zde l označuje, o kterou složku v pořad́ı se jedná a i označuje krok

v postupném binárńım děleńı. Pro naši potřebu bude stačit z
(l)
1 , tedy pro každou složku vypoč́ıtáme

bilanci dané složky v̊uči všem ostatńım (v 1. kroku postupného binárńıho děleńı oddělujeme l-tou složku
v pořad́ı od všech ostatńıch).

Bilance jsou shrnuty do tabulky, která obsahuje jejich pr̊uměrné hodnoty (směrodatné odchylky):

Bilance Bydleńı Strava Telefon Kultura Zdrav́ı Oděv Spořeńı Doprava

Muži
1,22 1,072 -0,37 0,19 -1,73 -0,53 -0,07 0,23

(0,76 ) (0,46 ) (0,56 ) (0,65 ) (0,78 ) (0,61 ) (0,93 ) (0,70 )

Ženy
1,45 0,98 -0,53 -0,24 -1,15 -0,18 0,14 -0,46

(0,52 ) (0,51 ) (0,52 ) (0,74 ) (0,66 ) (0,54 ) (0,73 ) (0,79 )

Źıskané výsledky nám ukazuj́ı poměr konkrétńıho výdaje v domácnosti v̊uči všem ostatńım. Můžeme si
všimnout některých zaj́ımavost́ı:

• relativńı náklady na bydleńı dominuj́ı všem ostatńım výdaj̊um;

• strava se řad́ı mezi druhé nejvyšš́ı výdaje, ženy do stravy neinvestuj́ı tolik jako muži;

•mezi nejnižš́ı relativńı výdaje patř́ı náklady na zdrav́ı, můžeme se domńıvat, že anketu vyplňovali mlad́ı
lidé, kteř́ı na zdrav́ı ještě tolik nemysĺı a maj́ı nižš́ı náklady na léky, ženy však do zdrav́ı investuj́ı o něco
v́ıce než muži;

• nejvýrazněǰśıho rozd́ılu ve výdaj́ıch mezi muži a ženami si můžeme všimnout u položek dopravy a
kultury, muži do těchto dvou položek vkládaj́ı v́ıce finančńıch prostředk̊u;

• daľśı zaj́ımavost́ı je i to, že ženy přes veškeré předsudky spoř́ı v́ıce než muži, oproti tomu se potvrdilo
nadšeńı žen pro nakupováńı oblečeńı.

S interpretaćı by se dalo lépe pracovat, pokud bychom měli k dispozici věk, vzděláńı a druh zaměstnáńı
respondent̊u. Nav́ıc muśıme vźıt do úvahy r̊uzné hodnoty směrodatných odchylek jednotlivých bilanćı.

Bilančńı dendrogram
Bilančńı dendrogram je nástroj pro zobrazeńı postupného binárńıho děleńı, bilanćı, dekompozice cel-
kového rozptylu (rovného součtu rozptyl̊u jednotlivých bilanćı) a daľśıch jednorozměrných charakteristik
[7]. Lze snadno vytvořit pomoćı programu CoDaPack, který je volně dostupný na internetové adrese
http://ima.udg.edu/codapack/.

Data byla rozdělena v postupném binárńım děleńı (viz Př́ıklad SBP):
v prvńım kroku byly odděleny výdaje nezbytné (bydleńı, strava,
zdrav́ı, doprava) od zbytných (telefon, kultura, oděv, spořeńı), ve
druhém kroku pak byly odděleny nezbytné výdaje, které jsou životně
d̊uležité (tzn. bydleńı a strava) od zbylých. V třet́ım a čtvrtém kroku
od sebe odděĺıme všechny ostatńı nezbytné výdaje. V pátém kroku
odděĺıme spořeńı od ostatńıch výdaj̊u kv̊uli d̊uležitosti do budoucna.
V šestém kroku odděĺıme kulturu a nakonec zbylé dva - oděv a telefon.

Ze źıskaného bilančńıho dendrogramu je zřejmé, že největš́ı rozptyl je u bilance dopravy a zdrav́ı. Neńı
tedy souvislost mezi těmito dvěma výdaji; někteř́ı respondenti investuj́ı do dopravy, někteř́ı mohou být
naopak nemocńı, a proto muśı nakupovat léky a častěji navštěvovat lékaře. Nejmenš́ı rozptyl je naopak
u stravy a bydleńı, to znamená, že pod́ıl vydaj̊u na stravu a bydleńı je v zásadě stabilńı, zárověň se jedná
o dvě největš́ı položky v rozpočtu jakékoliv domácnosti. Dále je zaj́ımavé si všimnout rozptylu prvńı
bilance, kde poměřujeme výdaje zbytné a nezbytné, očekávali bychom asi menš́ı stabilitu těchto dvou
skupin složek.
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