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MODELY S PODMÍNKAMI TYPU I
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Úvod

Motivace

Přestože dnes existuje mnoho odvětvı́ optimálnı́ho navrhovánı́
experimentů, zůstává problematika optimálnı́ho navrhovánı́
experimentů v regresnı́ch modelech s podmı́nkami do jisté mı́ry
”zapomenutým” tématem.

Podrobněji se touto problematikou zabýval pouze prof. Andrej
Pázman ve své publikaci:

Optimal design of nonlinear experiments with paramater constraints.
Metrika (2002) 56: 113-130
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Regresnı́ model s podmı́nkami typu I

Popis modelu

Nechť je dán regulárnı́ nelineárnı́ model

Y = φ(x,θ) + ǫ

s nelineárnı́mi podmı́nkami typu I

ηj(θ) = 0, j = 1, . . . ,q,

kde

Y . . . observačnı́ vektor,

φ a ηj . . . známé nelineárnı́ funkce,

x = {x1, . . . , xn} . . . množina experimentálnı́ch bodů,

θ = (θ1, . . . , θk )
T

. . . vektor neznámých parametrů,

ǫ . . . vektor chyb měřenı́ se E(ǫ) = 0 a Var(ǫ) = σ2 · I.
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Regresnı́ model s podmı́nkami typu I

Linearizace modelu

Užitı́m Taylorova rozvoje se zanedbánı́m členů 2. a vyššı́ch řádů:

Y ∼ φ(x,θ0) +
∂φ(x,θ)

∂θT
︸ ︷︷ ︸

F

·δθ

∣∣∣∣∣∣∣∣
θ=θ

0

+ ǫ

Y = F · δθ + ǫ,

ηj(θ) ∼ ηj(θ
0) +

∂ηj(θ)

∂θT
︸ ︷︷ ︸

B

·δθ

∣∣∣∣∣∣∣∣
θ=θ

0

= 0

ηj(θ) = B · δθ = 0.
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Regresnı́ model s podmı́nkami typu I

Informačnı́ matice

Jestliže ξ je návrh (pravděpodobnostnı́ mı́ra na množině
experimentálnı́ch bodů x) potom informačnı́ matici definujeme jako

M(θ) = N · σ−2 ·
∑

xi∈Sp(ξ)

(
∂φ(xi ,θ)

∂θ

)
·

(
∂φ(xi ,θ)

∂θ

)T

· ξ(xi),

kde

Sp(ξ) = {xi : ξ(xi) > 0, xi ∈ x} . . . je nosič návrhu,

σ2 . . . je chyba měřenı́

N . . . je celkový počet měřenı́.

V přı́padě regulárnosti matice M = M(θ) je variančnı́ matice NLNO θ̂

Var(θ̂) = M−1 − M−1BT
[
BM−1BT

]−1
BM−1.
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Vybraná kritéria lokálnı́ optimality

Konvexnı́ kriteriálnı́ funkce

Protože kriteriálnı́ funkci Φ uvažujeme jako konvexnı́, musı́ lokálně
optimálnı́ návrh ξ∗ splňovat podmı́nku:

Φ
[
Vθ(ξ

∗)
]
= min

ξ∈Ξ
Φ
[
Vθ(ξ)

]
,

kde Ξ je konvexnı́ množina všech návrhů.

⇓

Definovánı́ kriteriálnı́ funkce jako funkce normované variančnı́ matice

Vθ(ξ) = N · σ−2 ·Var(θ̂).
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Vybraná kritéria lokálnı́ optimality

Kritérium lokálnı́ D-optimality

V modelu s podmı́nkami nelze kritérium lokálnı́ D-optimality definovat
vztahem

Φ
[
Vθ(ξ)

]
= ln det

[
Vθ(ξ)

]
,

protože matice Vθ(ξ) je často singulárnı́, i když je θ odhadnutelný.

⇓

Matice B(q×k) = (B1,B2) je rozdělena do bloků tak, aby platilo

r(B1) = q resp. r(B2) = q.

Potom lze podmı́nku typu I psát je tvaru

Bδθ = 0 → B1δθ1 + B2δθ2 = 0.

Následně převedeme původnı́ model s podmı́nkami typu I na model
bez podmı́nek.
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Vybraná kritéria lokálnı́ optimality

Kritérium lokálnı́ D-optimality

δθ1 = −B−1
1 B2δθ2

↓

Y ∼ F
(

−B−1
1 B2

I

)

︸ ︷︷ ︸
F∗

1

δθ2 + ǫ

δθ2 = −B−1
2 B1δθ1

↓

Y ∼ F
(

I
−B−1

2 B1

)

︸ ︷︷ ︸
F∗

2

δθ1 + ǫ

Dı́ky regulárnosti M∗ definujeme kritérium lokálnı́ D-optimality jako

Φ [M∗(θ2, ξ)] = − ln [det(M∗(θ2, ξ))] ,

resp. Φ [M∗(θ1, ξ)] = − ln [det(M∗(θ1, ξ))] .
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Vybraná kritéria lokálnı́ optimality

Přı́klad

Uvažujme lineárnı́ regresnı́ model

Yi = θ1 + θ2 · xi + ǫi , pro xi = i = 1, . . . ,10

Yi = θ3 + θ4 · xi + θ5 · x2
i + ǫi , pro xi = i = 11, . . . ,20

s podmı́nkou typu I

θ1 + θ2 · x10 − (θ3 + θ4 · x10 + θ5 · x2
10) = 0,

θ2 − θ4 − 2 · θ5 · x10 = 0.

Potom

F =




1 1 0 0 0
...

1 10 0 0 0
0 0 1 11 112

...
0 0 1 20 202




, B =

(
1 10 −1 −10 −100
0 1 0 −1 −20

)
.
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Vybraná kritéria lokálnı́ optimality

Přı́klad

B1 =

[

1 10
0 1

]

, B2 =

[

−1 −10 −100
0 −1 −20

]

B1 =

[

1 10 −1
0 1 0

]

, B2 =

[

−10 −100
−1 −20

]

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

mnozina experimentalnich bodu

de
si

gn
 (

va
hy

 m
er

en
i)

 

 

startovaci navrh mereni
optimalni navrh mereni

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

mnozina experimentalnich bodu

de
si

gn
 (

va
hy

 m
er

en
i)

 

 

startovaci navrh mereni
optimalni navrh mereni

Nosič lokálně D-optimálnı́ho návrhu:

ξ∗(x1) = 0.3333 ξ∗(x13) = 0.3333 ξ∗(x20) = 0.3334
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Závěr
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