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Uvazovana situace

Casova fada binarnich veli¢in
@ posloupnost {Y;}, kde Y; nabyva hodnot 0 nebo 1
— vyskyt néjaké udalosti v ase
— denni vyskyt srdzek, ukazatel recese aj.
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@ posloupnost { Y}, kde Y; nabyvéa hodnot 0 nebo 1
— vyskyt néjaké udalosti v Case
— denni vyskyt srazek, ukazatel recese aj.
@ rizné modely a pristupy k analyze
— snaha o analogii ARMA modell «~ vice moznosti,
komplikované;jsi
— binarni autoregresni modely BAR ~ €asové fady fidici se
zobecnénym linearnim modelem
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Uvazovana situace

Casova fada binarnich veli¢in
@ posloupnost { Y}, kde Y; nabyvéa hodnot 0 nebo 1
— vyskyt néjaké udalosti v Case
— denni vyskyt srdzek, ukazatel recese aj.
@ rizné modely a pristupy k analyze

— snaha o analogii ARMA modell «~ vice moznosti,
komplikované;jsi

— binarni autoregresni modely BAR ~ €asové fady fidici se
zobecnénym linearnim modelem

@ mozna zména v modelu v neznamém okamziku

— zména v parametrech
— test, detekce zmény
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© Realna data
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Vyskyt srazek

@ denni vyskyt srazek v oblasti Mokré louky v Jiznich
Cechéach z obdobi 1977-2011 (12 783 zaznamu)

@ domnénka, Ze v poslednich letech nastala zména ve
vyskytu
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Vyskyt srazek

@ denni vyskyt srazek v oblasti Mokré louky v Jiznich
Cechéach z obdobi 1977-2011 (12 783 zaznamu)

@ domnénka, Ze v poslednich letech nastala zména ve
vyskytu

@ standardni (historicky) pfistup ~~ Markovske fetézce,
specialné MR 1. fadu

@ chceme-li brat v ivahu vysvétlujici proménné (mésic,
teplota apod.) ~~ BAR modely

@ zajima nas, zda doslo k néjaké zméné
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Motivace
Index recese USA

@ Ctvrtletni indikator recese v USA z let 1855-2011 (628
zaznamdu)
@ zména kolem roku 1945, tj. kolem 2. svétové valky
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Binarni autoregresni modely

Obsah

@ Binarni autoregresni modely
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Binarni autoregresni modely

Binarni autoregresni modely

— {Y;} binarni ¢asova fada, vysvétlujici proménné {X;, W;}
< informace znama do Casu t — 1

Ft—‘l = 0-{\/1‘—17 Yt—27"'7Xf—17X1‘—27"')Wta Wt—17"'}
< model pro 7t = P(Y: = 1|Ft_1) = E[ Y| Fi_1]:

logit[rs] = 8'Z;_1,

kde
@ Z; 1 je g-dimenzionalni vektor obsahujici minulé hodnoty
{Y:} a vysvétlujicich proménnych {X;, W;}
@ (3 je vektor neznamych parametr

¥y Kedem, B. and Fokianos, K. (2002). Regression Models for Time Series
Analysis. Wiley, New York.
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Binarni autoregresni modely

Binarni autoregresni modely

Priklad: BAR(p) bez vysvétlujicich proménnych
—
Fta=0{Y1,Yr2,...}
— Zt—1 = (1, Yt—1 sy Yt—p)l
AN
logit [7¢] = Bo + B1Yi—1+ ... BpYip

Poznamka
@ existuji i jiné pristupy (modifikace) k modelovani binarnich
(neGaussovskych) ¢asovych fad
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Binarni autoregresni modely
Odhad parametrt

Odhad parametrti «~~ metodou partial maximum likelihood
@ partial likelihood

H[m(ﬁ] - m(8)]' ",

@ odhad (MPLE) B je bod maxima PL(3), tj. feSeni
VliogPL(B) =
@ numerické feSeni

> Zi Y- m(B)] =0,

t—1

@ odhad v praxi =» R funkce glm
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Binarni autoregresni modely

Vlastnosti odhad parametru

Za urcitych predpokladl regularity plati
Q B je s.j. jediny pro dostate¢neé velké n,
@ 7 je konzistentni odhad 3 a

Vn(B - B) BN©,G(8). n— oo,

kde G je limitni informacni matice (nendhodna)

Gn(B) 1< -
nr(7 ):E;U?Zt_12’t_ﬁ6(ﬁ)a n— oo, 8|
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Binarni autoregresni modely

Vlastnosti odhad parametru

Za urcitych predpokladl regularity plati
@ 3 je s.j. jediny pro dostate¢né velké n,
@ 73 je konzistentni odhad 3 a

Vn(B - B) BN©,G(8). n— oo,

kde G je limitni informacni matice (nendhodna)

Gn(B) 1< ,
”,(7 ):nZa?Zt_1Z’t_1—>G(ﬁ), n—s oo, 8.

t=1

Testovani hypotéz
@ zaloZeno na partial likelihood
@ podil vérohodnosti, Waldlv test, skérovy test
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Detekce zmény

e Detekce zmény
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Detekce zmény
Model se zménou

@ data: nrealizaci (Y:, Yi—1,..., Yi—p)’
@ model se zménou

50+Zf:1ﬁjyt—j=ﬂ'2t_1, t=1,....m

logit(m¢) = .
5o +Zf:1 ﬁfyt—j =08YZ;_4, t=m+1,....n,

kde 8 # 8

@ test, zda nastala zména, tj.

Hyo:m=n oprotiHi:m<n
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Detekce zmény

Vliv zmény v parametrech — BAR(1) model

Priklad: BAR(1)
logit [m¢] = Bo + (1 Y1

@ {Y:} je Markovsky fetézec 1.fadu s pstmi pfechodu

Pi1 = 11+l hob) pio =1-pj1, =01,
@ zmeéna v 3y implikuje zménu v p; pro véechna i,j = 0,1;
zména v ; mavliv jen na py1 a pig

@ zmeénav [y nebo 1 ~» zména ve stacionarnim rozdéleni
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Detekce zmény

Detekce zmén v GLM

@ change-point v klasickych linearnich modelech, ARMA
modelech

\ Cso6rg06, M. and Horvath, L. (1997). Limit Theorems in
Change-Point Analysis. Wiley, New York.
@ Clanky prof. Huskové, doc. Praskové, prof. Antocha,
prof. Jar(Skové a dalsi
@ change-point v GLM
ﬁ Antoch, J., Gregoire, G., and Jartskova, D. (2004). Detection of

structural changes in generalized linear models. Stat. and Probab.
Lett., 69:315-332.

— testova statistika «~» maximum skérovych statistik
— za Hy asymptoticky Darling-Erdds typ limitniho rozdéleni
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Detekce zmény
Model se zménou v absolutnim c¢lenu

Budeme uvazovat model

Bo+ 204 BiYej, t<m
68+Zf:1 BiYi_j, t=m+1,....n,

Iogit(m) = {

kde o # B3, atest Hy: m=n proti Hy: m<n

< odvodime test pro tuto situaci

Vv s

(zména nejen v interceptu)
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Detekce zmény
Model se zménou v absolutnim c¢lenu

Budeme uvazovat model

Bo+ 204 BiYej, t<m
68+Zf:1 BiYi_j, t=m+1,....n,

Iogit(m) = {
kde By # By, atest Hp: m=n proti Hy: m<n

Odvozeni testové statistiky
@ m = k zndmé ~- test zaloZzeny na skorové statistice cﬁ,k)
@ mneznamé ~~ za testovou statistiku T, vezmeme
maximum cf,k) pres vSechna mozna k

@ ukadzeme, ze asymptotické rozdéleni T, stejné jako v GLM
— Clanek Antoch et al. (2004)
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Detekce zmény
Testova statistika

Znaceni
— %t je odhad T = P(Yt = 1|]:t—1) Za Ho,
= Sk=2 (Y =),

- k
Vi => 50— [Z 5721
t=1 t=1

/ n -1
<Z a?zt_1z’,_1> [Z a?zt_1] :
t=1 t=1

kde Zt—1 = (1, Yt—17- Yl‘—p), a 8,? = %1(1 — %t)

Testova statistika

~

| Sk|
Th= max —
7 ko<k<n—ko Vi

kde kj je takové, Zze Vi > 0 pro v8echna kg < k < n— ky.
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Predpoklady

(A1) Skutetna hodnota 3 lezi v oteviené podmnozing RP*1.
(A2) Vektor Z;_4

< lezi s.j. v nenahodné kompaktni A ¢ RP*+' a
— Y i4Zi_1Z;_; > 0 s pravdépodobnosti 1.
(A3) Existuje limitni informacni matice G(3) > 0 takova, Ze

n
%Z 022, 412, ,—~G(B), n— oo, s
t=1

(A4) S pravdépodobnosti 1 plati

K
H;( Zo?ZMZ’H - GH =0 (Io:;k) pro k — oo,

n

1 1
n—k Z O'tzzt—1z?1_GH:o(|og(n_k)>, prO k,n—k—)OO.
t=k+1
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Detekce zmény

Rozdéleni testové statistiky

Za platnosti (A1)—(A4) ma za nulozé hypotézy Hy : m = n
testova statistika T, = max 156 asymptotické rozdéleni

ko<k<n—ky v/ Vi

logloglog n — 3logm oot
P(Th < v/2loglogn+ S e
( 5 979 2./2loglog n \/2Ioglogn>

proteRan— co.
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Motivace Binarni autoregresni modely Detekce zmény Simulace Realna data

Postup dukazu
e S = Z;‘_1(Yt —Tt) = Zfﬂ X: je martingal:
— martingalové diference {X;} omezené,
Sty 02 spliuje s2 — 00 s.j. pro n — oo, spec.

2
S —A=o0 (L) S..,
n logn

kde A > 0 je (1,1) prvek matice G

— 82 =

— vlastnosti { S}
@ Antoch et al. (2004): rozdéleni T, = max1<k<,,

asymptoticky stejné jako rozdéleni

1<k<n\/ (n— k ’Sk

— vyuZzije se vnofeni {S,} do Wienerova procesu
— odvozeni rozdéleni pomoci Brownova mostu

Sérka Hudecova

toregresnich modelech
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Detekce zmény

Poznamky

@ jestlize T, = maxj<k<n % > ¢, «~ argmax odhad m
- k

@ Tpom test proti alternativé zmény v absolutnim élenu

vvvvvv

@ dalSi mozné testové statistiky

n 52
U,= max - ;t 19 A
ko<k<n—ko PRI S

\§k|

k0<k<n ko n k 12
\/ t= 1

— vypocetné jednodussi
— simulace ~» menSi sila

Wy =
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Simulace

0 Simulace
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Simulace

Simulace

Chovani T,
@ za Hy

—» presnost aproximace pro kone¢né n
— dodrzovani hladiny testu

@ za H,

— zavislost sily testu na rliznych parametrech zmény
— sila proti obecnéjsi alternativé (zména nejen v abs. élenu)
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Simulace
Simulace

Chovani T,
@ za Hy

—» presnost aproximace pro kone¢né n
— dodrzovani hladiny testu

@ za H,

— zavislost sily testu na rliznych parametrech zmény
— sila proti obecnéjsi alternativé (zména nejen v abs. élenu)

Vysledky
— pro BAR(1):

/804'51 Yt_1, t=1,...,m,
By + 67 Y1, t=m+1,....n

logit(m;) = {

— pro BAR(p), p > 1, podobné
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Simulace

BAR(1) za Hy

b;zz(T}——\/2Ioglog(n)—»519919919911—) 2Iogloglv+»%log(w)

v/2loglog(n)

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

— volba 5y =2, 51 = -2
— hladina testu < 0.05 ~ konzervativni test
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Simulace

BAR(1) za H

@ data délky n, bod zmény m=\-n
@ fp =2, 34 =-2~zménana 5 = P + oo

S
3
o
o
©
o 7 ©
© |
= S
2 S 2 S
=3 =}
Q Q
@
< S
24
w0
o
N
[S] g
S
T T T T T T T T T
200 400 600 800 1000 0.2 0.4 0.6 0.8
n A

(po1,p11) : (0.88,0.50) — (0.73,0.27)
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Simulace

BAR(1) za H

@ data délky n = 500, bod zmény m=\-n
@ fp =2, 31 =—-2~zmeénana 5 = P + oo

Y
e
©
2 4
(7]
H
[=3 <
g
~
o 4
<
° T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
3

0o = 0.75 e~ (po1,p11) : (0.88,0.50) — (0.78,0.32)
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Simulace

BAR(1) se zménou v obou parametrech

@ data délky n =500, bod zmény m=1/2-n

4 *
@ B0 =2, 81 =—-2~ zmenana j3; = o+ do
o o =
— - - -
\ . /
< | — %: 5 ’
@ | o | B I
I
S =] \ \. .= &f-05 ,
o | o | . !
5 © 5 © I i
g B ' .
Qo S 1
S 7 S I .
. ] !/
~ | ! o ! !
o N o . 1 .
.l \. ]
o | o | (P
° T ° T T T T T T
-15 -10 -05 00 05 10 15 -15 -10 -05 00 05 10 15
& &
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Simulace

BAR(1) se zménou v obou parametrech

@ data délky n = 500, bod zmény m=1/2-n
@ fp =2, 31 =—-2~ zmeénana 35 = fo + oo

-0.5

deltso
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Simulace

BAR(1) se zménou v obou parametrech

@ data délky n =500, bod zmény m=1/2-n
@ fp =2, B4 =—-2~ zmeénana 35 = fo + oo

power
0.4 0.6 0.8 1.0
I I I

0.2
1

0.0
1
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Realna data

© Realna data
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Readlna data
Vyskyt srazek

@ denni vyskyt srédzek
@ 12 modelu pro kazdy mésic zvlast
@ zahrnut vliv teploty T;

logit(m) = o + B1 Yi—1 + BTt

@ test, zda doslo v modelu ke zméné
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Readlna data
Vyskyt srazek

@ denni vyskyt srédzek
@ 12 modelu pro kazdy mésic zvlast
@ zahrnut vliv teploty T;

logit(m) = o + B1 Yi—1 + BTt
@ test, zda doslo v modelu ke zméné
Vysledek:

— listopad (p = 0.0432), leden (p = 0.0529)
< ostatni nevyznamné
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Motivace Binarni autoregresni modely Detekce zmény Simulace Readlna data

Leden Listopad
3 3
e Q)
2 2
14 14
0 0
T T T T T T T T
1980 1990 2000 2010 1980 1990 2000 2010
k k
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Realna data
Recese USA

@ Ctvrtletni ukazatele recese v USA z let 1855-2011
@ BAR(3) model ~ test a detekce zmény
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Realna data

Recese USA

@ Ctvrtletni ukazatele recese v USA z let 1855-2011
@ BAR(3) model ~ test a detekce zmény

" /\f\ """"""""""""""""""

"
A4 A4

c Al Al
‘]

Kk

3
.
N
.
T T T

1850 1900 1950 2000

k

@ maximum T, = 4.7, kritickd hodnota ¢y g5 = 3.7
@ zamitdme Hy s asymptotickou p-hodnotou 0.007
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Realna data

Recese USA Il.

1850 1900 1950 2000

k

@ maximum dosazeno pro prvni Ctvrtleti 1933
@ kriticka hodnota prekroCena v celém obdobi 1927-1946

@ vysledky jsou v souladu s oCekavanim, ze ke zméné doslo
v obdobi kolem 2. svétové valky
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Realna data

Recese USA III.

1.0 1

0.8

0.6

0.4
0.2 4
0o 4 ! 1 |

1850 1900 1950 2000

Vysledny odhadnuty model:

—1.52+21.16y;_1 — 2.96-10~%y,_» — 17.99y;_5, t=4,...,313,

logit[7:] =
git[7] {2.80+21~54}’t1 +1.32-10"8y,_, — 1.834y,_5, t=2314,...,628.
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Realna data

Shrnuti
@ BAR modely pro binarni ¢asové fady
@ testovani zmény

Mozné dalsi kroky

@ odvozeni testu proti obecnéjsi alternativé (zména ve vice
parametrech)

@ vyuziti jinych pristupl (bootstrap,. . .)
@ navrzeni podobné procedury pro dal$i GLM ¢asové fady
(Poisson, ...)
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Realna data

Dékuji za pozornost!
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Realna data
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