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Hloubka

Co je vlastné hloubka dat?

e Zcela obecné: prifrazeni poradi mnohorozmérné nahodné
veliCiné. Klidné i nekone¢nérozmeérné (funkcionalni
promenné).

e Bud X : (0, F,P)— (E, &, Px) nahodna veliina. Hloubka
je funkce rozdéleni ndhodné veli¢iny a bodl ve vybérovém
prostoru:

D:(E,Pg) — Ry (pfip. — [0,1]).
e MuZeme pouzivat rizné znaceni. NejCastéji

D(x,Q) = Dq(x), ptipadné D(x) bude-li jasné o jaké
rozdéleni se jedna.
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Serflingav privodce po hloubce

Liu (1990) udava nékolik Zadoucich viastnosti hloubky.
Hloubka ma byt afinné invariantni funkci.

Hloubka mé byt maximalni v centru symetrie rozdéleni.
Hloubka ma klesat smérem od nejhlubsiho bodu.

Hloubka ma jit nule pro body jdouci k nekonec¢nu (od
nejhlubsiho bodu).

Serfling a Zuo (2000) pak zkoumaji jednotlivé hloubky s
ohledem na H1-H4 a jako statistickou hloubku definuji
nezapornou omezenou funkci splfujici H1-H4.



Serflingav privodce po hloubce

e Serfling a Zuo (2000) dale déli hloubku na nékolik typu:
A D(x,P) = Eph(x; Xy,..., X;), kde h je libovolna nezdporna

omezena méritelna funkce mérici blizkost bodu x k boddm
X‘], e 7)(r'.

B D(x,P) = (1+ Eph(x; X1,.... X)), kde h je libovolna

nezaporna neomezena mefitelné funkce mefici vzdalenost
bodu x od bodl x4, ..., x;.

C D(x,P) = (1+ O(x, P))’1, kde O(x, P) je funkce udavajici
odlehlost bodu x vzhledem k rozdéleni P.

D D(x,P;H) = infyey P[x € H]|, kde H je vhodn4 tfida
méfitelnych mnozin.



Hloubka a kvantil

e OznaCme Uroviové mnoziny a kontury hloubky

L(D,P,q)= {x: D(x,P) < q},
C(D'Dq): L(DPQ)\LO(DPC])

kde L° je vnitfek mnoziny.

e Kontura hloubky maze byt pouzita jako mnohorozmérna
analogie kvantilu.

» Je tedy Zadouci, aby definice hloubky pouZitd na
jednorozmérnd data definovala kvantil (ve skute¢nosti dva
symetrické kvantily).

e Vnofreni jednotlivych Groviovych mnozin hloubky je
samoziejmosti.



Hloubka a hustota

Hustota je lokalni charakteristikou. Naopak hloubka
zohlednuje globalni postaveni bodu vici rozdéleni.
Obecné kontury hloubky a hustoty nejsou stejné.
Vyjimkou jsou elipticky symetricka unimodalni rozdéleni.
Pro ty je hodnota hloubky jednoznacné urcena hodnotou
hustoty a naopak.

Tato vlastnost ale neplati pro jiné symetrie, ani pro /o
symetricka rozdéleni pro p # 2.

Proto neni mozné UplIné pfimocaré pouZziti hloubky
napriklad pro klasifikaci. Musime vymyslet rafinované
postupy.



Hloubka a nekonecné mnoho rozmeéru

Vyhodou hloubky je, Ze maze byt definovana i pro
nekonecné rozmeérna data (funkcionalni data).

Nelze ale postupovat UpIné pfimocare zobecnénim
napriklad poloprostorové hloubky.

Existuji jednoduché priklady, kdy poloprostorova hloubka
dava skoro vsem bodum nulovou hloubku (teoreticka,
nejenom empiricka).

Hloubka pro funkcionalni data je inspirovana hloubkou pro
kone¢né rozmérna data, ale potfebujeme jiné definice.



Hloubka a konzistence

poloprostorova hloubka

Pfipomenme:

HD(x) = inf P(H)= inf P[(X—=x)"u>0
(x) =, It P(H) = inf PI(X=x)"u>0]

Ze SZVC vime, ze Pp[(X — x)Tu > 0] = P[(X — x)Tu > 0]
pro vSechna u.

Zde potrebujeme stejnomérnou konvergenci.

Diky stejnomérnému SZVC pak dostaneme bodovou
konvergenci HD,(x) — HD(x) s.j.



Hloubka a konzistence

zobecnéna poloprostorova hloubka

Prili§ velka neshoda mezi hloubkou a hustotou pro
rozdéleni s nekonvexnimi konturami hustoty vedla k
zavedeni zobecnéné (vazené) poloprostorové hloubky.

Vazené zobecnéni poloprostorové hloubky:

WD(x) = inf Ew(X — x, u)

lul=1

Opét potiebujeme stejnomérny SZVC, abychom mohli
dokazat WD,(x) — WD(x) skoro jisté pro vSechna x.

D4 se ale ukézat i vice: sup, |WDn(x) — WD(x)| — 0 s.].



Hloubka a konzistence

simplexova hloubka

o Pfipomenme:
SD(x) = P[x € S], kde S je nahodny simplex z rozdéleni P

e Problém konzistence je resitelny pomoci U-statistik.

e Podobné Ize dokazovat i konzistenci nékterych
funkcionalnich hloubek (zalozenych na pasech funkci v
roli simplexd). | tam Ize vyuzit teorii U-statistik.



