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Cile prednasky

@ ukazat principy modelovani linearniho vztahu mezi
slozkami kompozic

@ ukazat zakladni statistické inference pro odhadnutou
pFrimku
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@ Motivace
© Regrese mezi slozkami kompozi¢nich dat
© Statistické inference

@ Priklad
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Motivace: Analyza vékové struktury populace zemi

OSN

Vékové kategorie:
@ x; mladsi 15 let
@ xo 15-60 let
@ x3 starSi 60 let

Data ze statistického oddéleni OSN obsahuji populaéni strukturu 196
Clenskych zemi

Hruba data zcela zavadéjici, nebot jednotlivé staty maji rlizny pocet
obyvatel = prevedeni dat na pomeéry - Ize vidét relativni
prispévek jednotlivych vékovych skupin na celkovy pocet obyvatel

= kompozi¢ni data
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Vizualizace 3-sloZzkovych kompozi¢nich dat: ternarni

diagram

@ x; mladsi 15 let
@ x> 15-60 let
@ Xx3 starSi 60 let

@ Konstrukce:
rovnoramenny trojuhelnik
X1 XoX3
X = (x1, X2, X3)' zobrazena
ve vzdalenosti x; od strany
protilehlé k vrcholu Xj, atd.
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Metodologie pfi regresni analyze slozek kompozi¢nich

dat

Vybérovy prostor simplex S 3-slozkové kompozice
(! ilr transformace

Euklidovsky realny prostor R?> regrese pro 2 nahodné proménné

(3 zpétna transformace

Simplex
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lIr transformace: S® — R2

Ternarni diagram

@ Puvodni 3-slozkové
kompozice vyjadfime v .
ortonormalnich
souradnicich, napf.

V2 Xy
z1 = —In s
V3 V/XeX3
Z — L | é
2 NZE
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lIr transformace: S® — R2

@ Plvodni 3-slozkové
kompozice vyjadfime v
ortonormalnich
soufadnicich, napf¥.

V2 Xy
z1 = —In s

V3 VXX, .
Z — L |n E
2 V2 X3

@ Nyni Ize provést regresi
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lIr transformace: S® — R2

@ Plvodni 3-slozkové
kompozice vyjadfime v
ortonormalnich
soufadnicich, napf¥.

V2 Xy
z1 = —In s

V3 VXX, .
Z — L |n E
2 V2 X3

@ Nyni Ize provést regresi

E. Fiserova a K. Hron (UP Olomouc) OR pro 3-slozkové kompozi¢ni data Robust 2012 9/34



Regresni analyza mezi ilr soufadnicemi (z1, z)

Chyby méfeni v obou proménnych

4

Nelze uzit metodu nejmensich ¢tverct

Reseni: Ortogonalni regrese (metoda Gplnych nejmesich &tvercl
(TLS), kalibraéni problém, modelovani s chybami v proménnych)
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Nejjednodussi uloha ortogonalni regrese

Princip: najit pfimku z» = 31 + (B2z; tak, aby soucet ¢tvercl
vzdalenosti napozorovanych bodl od této pfimky byl minimalni.

A

Matematicky:
72| 5
min ST (22 — B1 — Boz1))
B1,82 52 + 1

A J

z1

Ortogonalni regrese: chyby méfeny kolmo k hledané pf¥imce
Metoda nejmensich ¢tvercd: chyby méfeny rovnobézné s osou zo
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Standardni feSeni pro ortogonalni regresi - ML

Metoda maximalni vérohodnosti (Kendall a Stuart, 1967)

absolutni len: 3y = Z» — Boz1,
s2 —s2 + \/ (82, — 82 )2 +4s2

25,7

smérnice: [, =

@ Z; vybérovy primér, s2 vybérovy rozptyl, s;,,, vybérova
kovariance

— Odhady stejné jako metodou ortogonalnich nejmensich
Etverct

—  Odhad smérnice je totozny se smérem prvni hlavni komponenty
metody PCA (Jackson a Dunlevy, 1988)
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Standardni feSeni pro ortogonalni regresi - SVD

Singularni rozklad matice (1,, 21, z2)

X
’ N /
(1,7,21,22) =UuUDVv
(S S——
T

@ U ortonormalni matice vl. vektorti TT',

@ V ortonormalni matice vl. vektorti T'T,

@ D diagonalni matice singularnich hodnot - odmocnéna vl. ¢isel
matice T'T.

Odhad
B=(X'X-)h) "Xz,

@ )3 je nejmensi singularni hodnota ze singularniho rozkladu
matice (1,, 21, 22)

@ formule je ¢asto numericky nestabilni (Markovsky a Huffel, 2007)

13/34
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Prolozeni dat pfimkou pomoci linearniho modelu s

podminkami typu I

@ Podminky typu Il (Kubacek et al., 1995)

» omezeni na regresni parametry
» omezeni na dal§i neznamé parametry

nelinearni podminky typu Il
@ Statisticky model

!
Zi) _ (» +e, v=7p31+0bp, var(e)=o?l
22 v 9 9 .
7R neznama bezchybna hodnota soufadnice z,
| 2NN neznama bezchybna hodnota soufadnice z,

01, B2 ...neznamy Usek a smérnice ortogondlni regresni pfimky.
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Odhad ortogonalni regresni pfimky

MNC v linearizovaném modelu
@ nejlepSi nestranny linearni odhad (BLUE)
> Usek 34
> smérnice (2
» stfedni hodnoty p a v

@ varianéni matice odhadui i, & a (31, 32)’

@ kovarianéni matice odhadl i a v

@ kovarianéni matice odhadt (', ') a (531, 32)'
@ nestranny odhad o2

V8echny vysledky zavisi na volbé pfibliznych hodnot pro linearizaci
= nutno fesit iteracné
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BLUE parametrt u, v, 51 a (o

§1 50) n, 1/”’(0)
B)  \p© +([u(°)}'17 [u“”]’u“”)
, ()
y 1{,22_ 4 @ ) @3)
O] [2e =0 = 5 @ = )] )

o 39, B0 1©®, L piblizné hodnoty
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lteraéni algoritmus pro odhad ortogonalni regresni

primky

@ Stanoveni pocatecnich hodnot: parametry ﬁﬁo), éo) ortogonalni
regresni pfimky a bezchybné udaje p(?, v(©) tak, ze

VO = 51 + 50 1@
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lteraéni algoritmus pro odhad ortogonalni regresni

primky

@ Stanoveni pocatecnich hodnot: parametry ﬁﬁo), éo) ortogonalni
regresni pfimky a bezchybné udaje p(?, v(©) tak, ze

VO = 51 + 50 1@

Q@ Vypodet odhadtl 31, B2, i @ ¥ pro body (zix, zox), k =1,...,n.
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lteraéni algoritmus pro odhad ortogonalni regresni

primky

@ Stanoveni pocatecnich hodnot: parametry ﬁﬁo), (0) ortogonalni
regresni pfimky a bezchybné tdaje p(?, v(© tak Ze

0 = 409 4 5O 4O

@ Vypocet odhadil 31, B2, i @ ¥ pro body (zi, zox), k =1,...,n

© Stanoveni novych poc¢atec¢nich hodnot podle schématu:

O =0t (B~ )@~ u®)., n® =i, B =By, 5 = Ba.
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lteraéni algoritmus pro odhad ortogonalni regresni

primky

@ Stanoveni pocatecnich hodnot: parametry ﬁﬁo), (0) ortogonalni
regresni pfimky a bezchybné tdaje p(?, v(© tak Ze

0 = 409 4 5O 4O

@ Vypocet odhadil 31, B2, i @ ¥ pro body (zi, zox), k =1,...,n

© Stanoveni novych poc¢atec¢nich hodnot podle schématu:
O =0t (B~ )@~ u®)., n® =i, B =By, 5 = Ba.

© Kroky 2-4 opakujeme dokud posloupnost odhad konverguie.
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Vlastnosti iteracniho algoritmu

@ konverguje velmi rychle po nékolika malo iteracich

@ Jestlize itera¢ni algoritmus konverguje, konverguje k maximalné
vérohodnym odhadu ortogonalni regresni pfimky (Donevska et.
al, 2011)

@ lteraCni procedura zaruCuje, ze vysledné odhady splfuji
podminku

U =011+ Dofi

@ Numericky nestabilni, jestlize pfimka ma tendenci byt kolma k
ose z; — rotace proménnych (z1, Z2)
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Statistické inference pro ortogonalni regresni pfimku

Predpoklad: normalni rozdéleni

(zq ) 212)/ ~ Nap [(I'L/a V/)/’ 02’]

@ ekvivalentni s pozadavkem, aby 3-slozkova kompozice méla
normalni nebo lognormalni rozdéleni na simplexu (Aitchison a
Shen, 1980; Mateu-Figueras a Pawlowsky-Glahn, 2008).
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Statistické inference pro ortogonalni regresni pfimku

Obvykle provadény pro smérnici pfimky
@ pro velké vybéry nalezeny intervaly spolehlivosti a testova
statistika - zalozeny na ML (Kendall a Stuart, 1967)

@ intervaly spolehlivosti pfi velkych i malych vybérech - zalozeny
na PCA (Jolicoeur, 1968)

@ testova statistika pfi velkém vybéru - zalozena na PCA (Jackson
and Dunlevy, 1988)

E. Fiserova a K. Hron (UP Olomouc) OR pro 3-slozkové kompozi¢ni data Robust 2012



Statistické inference uzitim linearniho modelu

Lze provést libovolné standardni inference pro regresni pfimku

@ intervaly spolehlivosti pro Usek a smérnici

@ testovani hypotéz o Useku a smérnici

@ pés spolehlivosti pro ortogonalni regresni pfimku
@ elipsy spolehlivosti pro bezchybné hodnoty

transformace

Elipsy spolehlivosti pro bezchybné hodnoty podle rotace (21, zo)

Odhad ortogonalni regresni pfimky
Pas spolehlivosti pro pfimku

= jednoznacna zpétna transformace na simplex
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Analyza vékové struktury populace zemi OSN

@ Slozky kompozic
» x; mladsi 15 let
> x2 1560 let
» x3 starsi 60 let
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Analyza vékové struktury populace zemi OSN

@ Slozky kompozic
» x; mladsi 15 let
> Xo 15-60 let
» X3 starsi 60 let

@ lIr transformace do
ortonormalnich soutradnic

V2 Xq
z1 = —In s
V3 XeX3
Z> = ! In X2
2 V2 X3

Robust 2012
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Analyza vékové struktury populace zemi OSN

@ Slozky kompozic

» x; mladsi 15 let )
» x» 15-60 let -
» x3 starsi 60 let

@ lIr transformace do
ortonormalnich soutradnic

V2 x
z1 = —In s

V3 /XeX3
Z = s In X2 *]
2 V2 X3

E. Fiserova a K. Hron (UP Olomouc)

OR pro 3-slozkové kompozi¢ni data
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@ Slozky kompozic

» x; mladsi 15 let
» xo 15-60 let
> X3 starsi 60 let

@ lIr transformace do
ortonormalnich souradnic

zZy = @ In al
' VB URex
1 Xo
Z = — In—=.
? V2 X3

@ Ortogondlni regresni

pfimka

Zo = 0.773 + 0.924 z

E. Fiserova a K. Hron (UP Olomouc)

Analyza vékové struktury populace zemi OSN

OR pro 3-slozkové kompozi¢ni data

Robust 2012
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Ve

Kompozicni regresni pfimka
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Slozky kompozicni regresni pfimky

y1 mladistvi  y» stfedni generace  y3 seniofi

1.0

yilt)

04 06 08
|

parts of the compesitional line
0.2

walt)

- (1)

0.0

Ocekavané podily vékovych skupin pfi pfechodu od statd s
prevazujici mladistvou populaci k zemim s pfevazujicimi seniory
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Odhad ortogonalni regresni pfimky: itera¢ni algoritmus

@ Kritérium konvergence: ||f3i _g |2<10-° — 13 iteraci
@ Odhad regresni pfimky: z, = 0.773 + 0.924z,

@ Smérodatné odchylky odhadd: 0.014, 0.027

@ Testy vyznamnosti regresnich parametrud: p-value<< 0.0001

@ Shapiro-Wilklv test normality: p-value=0.8452
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95% pasy spolehlivosti pro ortogonalni regresni

pFimku

— kazdy bod samostatné

10

05

-05
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95% pasy spolehlivosti pro ortogonalni regresni

pFimku

— kazdy bod samostatné
— sdruzeny péas spolehli- *
vosti

Pasy spolehlivosti velmi :
Uzké a skoro splyvaji

05

—>  Vysoka presnost
ureni ortogonalni regresni
primky. e

-05
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95% pasy spolehlivosti pro kompozi¢ni regresni
pFimku

E. Fiserova a K. Hron (UP Olomouc) OR pro 3-slozkové kompozi¢ni data Robust 2012 31/34



Srovnani riznych pfistupt k ortogonalni regresi

95% interval spolehlivosti pro smérnici primky

Linearni model (0.8695,0.9774) 0.1079

Ortogonalni regrese (PCA) (0.8698, 0.9802) 0.1105

@ Intervaly skoro splyvaji - velky vybér (196 pozorovani)
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Zaver

@ Ortogonalni regrese je vhodna technika pro analyzu vztahu mezi
slozkami kompozi¢nich dat
postup: ilr transformace + ortogonalni regrese

@ Modelovat ve smyslu ortogonalni regrese Ize i vyuzitim teorie
linearnich modeld.
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