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Cı́le přednášky
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ukázat základnı́ statistické inference pro odhadnutou
přı́mku
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Motivace: Analýza věkové struktury populace zemı́
OSN

Věkové kategorie:
x1 mladšı́ 15 let
x2 15–60 let
x3 staršı́ 60 let

Data ze statistického oddělenı́ OSN obsahujı́ populačnı́ strukturu 196
členských zemı́

Hrubá data zcela zavádějı́cı́, nebot’ jednotlivé státy majı́ různý počet
obyvatel ⇒ převedenı́ dat na poměry - lze vidět relativnı́
přı́spěvek jednotlivých věkových skupin na celkový počet obyvatel
= kompozičnı́ data
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Vizualizace 3-složkových kompozičnı́ch dat: ternárnı́
diagram

x1 mladšı́ 15 let
x2 15–60 let
x3 staršı́ 60 let

Konstrukce:
rovnoramenný trojúhelnı́k
X1X2X3
x = (x1, x2, x3)

′ zobrazena
ve vzdálenosti x1 od strany
protilehlé k vrcholu X1, atd.

x1 x2

x3

E. Fišerová a K. Hron (UP Olomouc) OR pro 3-složkové kompozičnı́ data Robust 2012 5 / 34



Metodologie při regresnı́ analýze složek kompozičnı́ch
dat

Výběrový prostor simplex S3 3-složkové kompozice

⇓ ilr transformace

Euklidovský reálný prostor R2 regrese pro 2 náhodné proměnné

⇓ zpětná transformace

Simplex
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Ilr transformace: S3 7→ R2

Původnı́ 3-složkové
kompozice vyjádřı́me v
ortonormálnı́ch
souřadnicı́ch, např.

z1 =

√
2√
3

ln
x1√
x2x3

,

z2 =
1√
2

ln
x2

x3
.

Ternárnı́ diagram

x1 x2

x3
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Ilr transformace: S3 7→ R2
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Nynı́ lze provést regresi
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Regresnı́ analýza mezi ilr souřadnicemi (z1, z2)

Chyby měřenı́ v obou proměnných

⇓

Nelze užı́t metodu nejmenšı́ch čtverců

Řešenı́: Ortogonálnı́ regrese (metoda úplných nejmešı́ch čtverců
(TLS), kalibračnı́ problém, modelovánı́ s chybami v proměnných)
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Nejjednoduššı́ úloha ortogonálnı́ regrese

Princip: najı́t přı́mku z2 = β1 + β2z1 tak, aby součet čtverců
vzdálenostı́ napozorovaných bodů od této přı́mky byl minimálnı́.

Matematicky:

min
β1,β2

∑n
i=1 (z2i − β1 − β2z1i)

2

β2
2 + 1

Ortogonálnı́ regrese: chyby měřeny kolmo k hledané přı́mce
Metoda nejmenšı́ch čtverců: chyby měřeny rovnoběžně s osou z2
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Standardnı́ řešenı́ pro ortogonálnı́ regresi - ML

Metoda maximálnı́ věrohodnosti (Kendall a Stuart, 1967)

absolutnı́ člen: β̂1 = z2 − β̂2z1,

směrnice: β̂2 =
s2

z2
− s2

z1
+
√

(s2
z2
− s2

z1
)2 + 4s2

z1z2

2sz1z2

.

z1 výběrový průměr, s2
z1

výběrový rozptyl, sz1z2 výběrová
kovariance

→ Odhady stejné jako metodou ortogonálnı́ch nejmenšı́ch
čtverců

→ Odhad směrnice je totožný se směrem prvnı́ hlavnı́ komponenty
metody PCA (Jackson a Dunlevy, 1988)
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Standardnı́ řešenı́ pro ortogonálnı́ regresi - SVD
Singulárnı́ rozklad matice (1n, z1, z2)

(

X︷ ︸︸ ︷
1n, z1, z2)︸ ︷︷ ︸

T

= UDV ′

U ortonormálnı́ matice vl. vektorů T T ′,
V ortonormálnı́ matice vl. vektorů T ′T ,
D diagonálnı́ matice singulárnı́ch hodnot - odmocněná vl. čı́sel
matice T ′T .

Odhad

β̂ = (X ′X − λ2
3I2)−1X ′z2,

λ3 je nejmenšı́ singulárnı́ hodnota ze singulárnı́ho rozkladu
matice (1n, z1, z2)

formule je často numericky nestabilnı́ (Markovsky a Huffel, 2007)
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Proloženı́ dat přı́mkou pomocı́ lineárnı́ho modelu s
podmı́nkami typu II

Podmı́nky typu II (Kubáček et al., 1995)
I omezenı́ na regresnı́ parametry
I omezenı́ na dalšı́ neznámé parametry

Statistický model
nelineárnı́ podmı́nky typu II

↓(
Z 1
Z 2

)
=

(
µ
ν

)
+ ε, ν = β11 + β2µ, var(ε) = σ2I .

µ . . . . . . neznámá bezchybná hodnota souřadnice z1,
ν . . . . . . neznámá bezchybná hodnota souřadnice z2,
β1, β2 . . . neznámý úsek a směrnice ortogonálnı́ regresnı́ přı́mky.
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Odhad ortogonálnı́ regresnı́ přı́mky

MNČ v linearizovaném modelu
nejlepšı́ nestranný lineárnı́ odhad (BLUE)

I úsek β1
I směrnice β2
I střednı́ hodnoty µ a ν

variančnı́ matice odhadů µ̂, ν̂ a (β̂1, β̂2)
′

kovariančnı́ matice odhadů µ̂ a ν̂
kovariančnı́ matice odhadů (µ̂′, ν̂′)′ a (β̂1, β̂2)

′

nestranný odhad σ2

Všechny výsledky závisı́ na volbě přibližných hodnot pro linearizaci
=⇒ nutno řešit iteračně
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BLUE parametrů µ, ν, β1 a β2

µ̂ = Z1 +
β

(0)
2[

β
(0)
2

]2
+ 1

M(0)
[
Z2 − ν(0) − β(0)

2

(
Z1 − µ(0)

)]
, (1)

ν̂ = Z2 −
1[

β
(0)
2

]2
+ 1

M(0)
[
Z2 − ν(0) − β(0)

2

(
Z1 − µ(0)

)]
, (2)

(
β̂1

β̂2

)
=

(
β

(0)
1

β
(0)
2

)
+

(
n, 1′µ(0)[

µ(0)
]′

1,
[
µ(0)

]′
µ(0)

)−1

×

 1′
[
Z2 − ν(0) − β(0)

2

(
Z1 − µ(0)

)][
µ(0)

]′ [
Z2 − ν(0) − β(0)

2

(
Z1 − µ(0)

)]
 , (3)

β
(0)
1 , β(0)

2 , µ(0), ν(0) přibližné hodnoty
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Iteračnı́ algoritmus pro odhad ortogonálnı́ regresnı́
přı́mky

1 Stanovenı́ počátečnı́ch hodnot: parametry β(0)
1 , β(0)

2 ortogonálnı́
regresnı́ přı́mky a bezchybné údaje µ(0), ν(0) tak, že

ν(0) = β
(0)
1 1 + β

(0)
2 µ(0).

2 Výpočet odhadů β̂1, β̂2, µ̂ a ν̂ pro body (z1k , z2k)
′, k = 1, . . . ,n.

3 Stanovenı́ nových počátečnı́ch hodnot podle schématu:

ν(0) = ν̂ + (β̂2 − β(0)
2 )(µ̂− µ(0)), µ(0) = µ̂, β

(0)
1 = β̂1, β

(0)
2 = β̂2.

4 Kroky 2-4 opakujeme dokud posloupnost odhadů konverguje.
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ν(0) = ν̂ + (β̂2 − β(0)
2 )(µ̂− µ(0)), µ(0) = µ̂, β

(0)
1 = β̂1, β

(0)
2 = β̂2.

4 Kroky 2-4 opakujeme dokud posloupnost odhadů konverguje.
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Vlastnosti iteračnı́ho algoritmu

konverguje velmi rychle po několika málo iteracı́ch

Jestliže iteračnı́ algoritmus konverguje, konverguje k maximálně
věrohodným odhadů ortogonálnı́ regresnı́ přı́mky (Donevska et.
al, 2011)

Iteračnı́ procedura zaručuje, že výsledné odhady splňujı́
podmı́nku

ν̂ = β̂11 + β̂2µ̂

Numericky nestabilnı́, jestliže přı́mka má tendenci být kolmá k
ose z1 −→ rotace proměnných (z1, z2)
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Statistické inference pro ortogonálnı́ regresnı́ přı́mku

Předpoklad: normálnı́ rozdělenı́

(Z ′1,Z
′
2)
′ ∼ N2n

[
(µ′,ν′)′, σ2I

]

ekvivalentnı́ s požadavkem, aby 3-složková kompozice měla
normálnı́ nebo lognormálnı́ rozdělenı́ na simplexu (Aitchison a
Shen, 1980; Mateu-Figueras a Pawlowsky-Glahn, 2008).
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Statistické inference pro ortogonálnı́ regresnı́ přı́mku

Obvykle prováděny pro směrnici přı́mky

pro velké výběry nalezeny intervaly spolehlivosti a testová
statistika - založeny na ML (Kendall a Stuart, 1967)
intervaly spolehlivosti při velkých i malých výběrech - založeny
na PCA (Jolicoeur, 1968)
testová statistika při velkém výběru - založena na PCA (Jackson
and Dunlevy, 1988)
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Statistické inference užitı́m lineárnı́ho modelu

Lze provést libovolné standardnı́ inference pro regresnı́ přı́mku

intervaly spolehlivosti pro úsek a směrnici
testovánı́ hypotéz o úseku a směrnici
pás spolehlivosti pro ortogonálnı́ regresnı́ přı́mku
elipsy spolehlivosti pro bezchybné hodnoty

Odhad ortogonálnı́ regresnı́ přı́mky
Elipsy spolehlivosti pro bezchybné hodnoty

Pás spolehlivosti pro přı́mku

 transformace
podle rotace (z1, z2)

⇒ jednoznačná zpětná transformace na simplex
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Analýza věkové struktury populace zemı́ OSN

Složky kompozic
I x1 mladšı́ 15 let
I x2 15–60 let
I x3 staršı́ 60 let

x1 x2

x3
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Kompozičnı́ regresnı́ přı́mka

x1 x2

x3
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Složky kompozičnı́ regresnı́ přı́mky
y1 mladistvı́ y2 střednı́ generace y3 senioři

Očekávané podı́ly věkových skupin při přechodu od států s
převažujı́cı́ mladistvou populacı́ k zemı́m s převažujı́cı́mi seniory
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Odhad ortogonálnı́ regresnı́ přı́mky: iteračnı́ algoritmus

Kritérium konvergence: ‖ β̂
i
− β̂

i−1
‖2

E< 10−9 → 13 iteracı́

Odhad regresnı́ přı́mky: z2 = 0.773 + 0.924z1

Směrodatné odchylky odhadů: 0.014, 0.027

Testy významnosti regresnı́ch parametrů: p-value<< 0.0001

Shapiro-Wilkův test normality: p-value=0.8452
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95% pásy spolehlivosti pro ortogonálnı́ regresnı́
přı́mku

— každý bod samostatně
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95% pásy spolehlivosti pro ortogonálnı́ regresnı́
přı́mku

— každý bod samostatně
— sdružený pás spolehli-
vosti

Pásy spolehlivosti velmi
úzké a skoro splývajı́

=⇒ Vysoká přesnost
určenı́ ortogonálnı́ regresnı́

přı́mky.
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95% pásy spolehlivosti pro kompozičnı́ regresnı́
přı́mku

x1 x2

x3
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Srovnánı́ různých přı́stupů k ortogonálnı́ regresi
95% interval spolehlivosti pro směrnici přı́mky

Metoda Interval spolehlivosti Délka intervalu
Linearnı́ model (0.8695,0.9774) 0.1079

Ortogonálnı́ regrese (ML) (0.8703,0.9797) 0.1094
Ortogonálnı́ regrese (PCA) (0.8698,0.9802) 0.1105

Intervaly skoro splývajı́ - velký výběr (196 pozorovánı́)
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Závěr

Ortogonálnı́ regrese je vhodná technika pro analýzu vztahu mezi
složkami kompozičnı́ch dat
postup: ilr transformace + ortogonálnı́ regrese

Modelovat ve smyslu ortogonálnı́ regrese lze i využitı́m teorie
lineárnı́ch modelů.
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