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d
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Preliminaries

Procházky v Eukleidovském prostoru
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Náhodná procházka (symetrická) na Z
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Náhodná procházka (symetrická) na Z
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Preliminaries

Markovské časy procházek v Eukleidovském prostoru

Jaká je pr..st návratu do 0 vzhledem k postupuj́ıćımu času?

MCH se nazývá rekurentńı pokud se (s.j.) navraćı do 0 dostatečně často

Náhodná procházka (symetrická) na Z
d

(Sn : n ∈ N), S0 = 0

Brownův pohyb v R
d

(Bt : t > 0), B0 = 0

• je rekurentńı v dimenzi d = 1, 2
tj. P(Sn=0 nekonečněkrát)=1

tj. P(τ=∞)=0 τ ... čas 1.návratu do 0

• je rekurentńı v dimenzi d = 1, 2
ve smyslu návratu do okoĺı

• je rekurentńı jen pro d = 1
ve smyslu návratu do bodu
tj. P(∀t0∃t≥t0 Bt=0)=1

• pro d ≥ 3 je již možné, že se chodec

nikdy nevrát́ı, tj. P(τ<∞)<1

• pro d ≥ 2 je po nějakém čase možné,

že se BM nikdy do daného bodu

nevrát́ınicméně ∀d Eτ = ∞
tj. i když se chodec na jistotu vraćı do 0, může to v pr̊uměru trvat “dost dlouho”
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Motivace

ÚLOHA (široká)

asymptotické chováńı času τ12, ve kterém se dva chodci,
tj. náhodné procházky/Brownovy pohyby, poprvé potkaj́ı

– p̌redpok. nezávislé chováńı chodc̊u, ktěŕı startuj́ı z r̊uzných pozic v čase 0

– žrejmě: [ 2 nezáv. chodci + setkáńı ] ≡ [ 1 procházka + pr̊uchod 0 ]

..............................................................................................
X chceme setkáńı v konečném čase (P(τ12 < ∞) = 1), tedy uvažujeme
jen (bodově) rekurentńı procházku; tj. d = 1; jenže Eτ12 = ∞
¿ nechceme na toto setkáńı čekat pr̊uměrně nekonečně dlouho

NÁPAD zkusme uvažovat v́ıce procházek najednou

Mějme 3 Brownovy pohyby,
τ := τ12 ∧ τ23 ∧ τ31, τij ... čas 1.setkáńı i-té a j-té procházky

Heuréka! Eτ < ∞ P(τ ≥ t) ∼ t−3/2

Chtěli bychom nějak podchytit moment, kdy se Eτ z nekonečné měńı

na konečnou – např. dimenzi d > 1 ale < 2 �
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asymptotické chováńı času τ12, ve kterém se dva chodci,
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asymptotické chováńı času τ12, ve kterém se dva chodci,
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Chtěli bychom nějak podchytit moment, kdy se Eτ z nekonečné měńı
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Motivace - reference

◮ původńı Polẙuv problém (1920): jaká je pravděpodobnost, že se
2 nezávisĺı nahodńı chodci v Z

d v̊ubec někdy potkaj́ı
(s výsledkem: v d = 1, 2 skoro jistě, v d ≥ 3 už to jisté neńı)

◮ vše o RW pro obecné d : A Guide to First-Passage Processes.

Sidney Redner. Cambridge University Press. 2001.

◮ my v daľśım z̊ustaneme u výpočetně snazš́ıho BM

◮ D. Grabiner. Brownian motion in a Weyl chamber, non-colliding

particles, and random matrices, Ann. Inst. H. Poincare Probab.
Statist. 35:2, 177–204 (1999).

Uvažuje k nezávislých BM (d = 1) a spočte P(τ ≥ t) =

P(no colision of k walkers up to time t)∼ t
−k(k−1)

4 , t → ∞
◮ Pro d ≥ 2 se nic neměńı ani s v́ıce procházkami, Eτ = ∞



Formulace úlohy

Došli jsme k poťrebě neceloč́ıselné “dimenze” ⇒ přejdeme od
procházky na Eucleidovském prostoru k procházce na

Hierarchické grupě (HG)

Hledáme totiž náh. procházky na prostoru X (γ) tak, aby

P(τ ≥ t) ∼ t−γ , t → ∞
přičemž γ je spojitý parametr prostoru. A tedy mohu “odchytit”

γ = 1 odpov́ıdaj́ıćı zlomu Eτ z konečné na nekonečnou
.........................................................................

ÚLOHA

Pro k rekurentńıch náhodných procházek na HG urči asymptotiku
P(τ (k) ≥ t), kde τ (k) je čas 1. setkáńı libovolných dvou z nich.
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Hierarchická grupa (spočetná)

s N stupni volnosti

pro pevné z ∈ Z definujeme:

Ωz
N =

{

x = (xi )i∈Z,i≥z : ∀i xi ∈ {0, ...,N − 1} & ∃n ∀i ≥ n xi = 0
}

◮ se sč́ıtańım po složkách modulo N jde o Abelovskou grupu

◮ označ [x ] := inf{k ∈ Z, k ≥ z : xi = 0 ∀i ≥ k}

x =
...

z z+1 z+2 [x ]

4 2 0 3 1 0 0 0 · · ·

◮ [x − y ] = inf{k ≥ z : xi = yi ∀i ≥ k} je “vzdálenost” (i záporná);

č́ım je č́ıslo menš́ı, t́ım jsou x a y bĺıže; x = y ≡ [x − y ] = z

◮ [x − y ] =

{

[x ] ∨ [y ] když [x ] 6= [y ]
inf{k : xi = yi ∀i ≥ k} když [x ] = [y ]

◮ s metrikou d(x , y) = e[x−y ] je prostor lokálně kompaktńı,
tzv. ultrametrický (2 koule jsou buď disjunktńı či vnǒrené)
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◮ se sč́ıtańım po složkách modulo N jde o Abelovskou grupu
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◮ [x − y ] =

{

[x ] ∨ [y ] když [x ] 6= [y ]
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◮ se sč́ıtańım po složkách modulo N jde o Abelovskou grupu
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Hierarchická grupa (spočetná)

s N = 2 stupni volnosti

Ω0
2 =

{

x = (xi )i∈N : ∀i xi ∈ {0, 1} & ∃n ∀i ≥ n xi = 0
}



Náhodná procházka na (spočetné) HG Ωz
N

Fixuj parametr θ ∈ (0, 1).

HRW
(

ξzt
)

t≥0
je Markovský proces (spočetná stav.množina, spojitý čas)

na Ωz
N definovaný intenzitami přechodů:

ze stavu x vyskočim s intenzitou (1− θ)θk−1 , pro nějaké

k = 1, 2, ..., do lib. náhodně zvoleného y v kouli {y : [x − y ] ≤ k}

◮ HRW je rekurentńı ≡ θ ≤ 1
N

◮ P(ξzt = 0) ∼ f (t)t−α kde α = log(N)
− log(θ)

Analogie (ve smyslu asymptot. chováńı P(τ ≥ t)) s RW na Z
d :

α = d
2 tzn. θ = 1

N2/d

.......................................................................................
• D. Dawson , L. Gorostiza, A. Wakolbinger, Occupation time fluctuations in
branching systems. J. Theoretical Probab. 14 (2001) 729-796.

• D.A. Dawson, L.G. Gorostiza and A. Wakolbinger, Degrees of transience and

recurrence and hierarchical random walks. Potential Analysis (2005) 22: 305-350.
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Škálovaćı limita HRW

zaveďme operátor S : Ωz
N → Ωz−1

N , (Sx)i := xi+1 ∀ i ≥ z − 1

S škáluje vzdálenosti faktorem e−1

Škálovaćı vlastnost HRW: procesy
(

S(ξzt )
)

t≥0
a

(

ξz−1
θt

)

t≥0
maj́ı

stejné rozděleńı
...............................................................................

Škálovaćı limita :

spočetná hierar. grupa Ωz
N spojitá hierar. grupa ΩZ

N

z → −∞
prostorové vzdálenosti sraźıme faktorem e

−1, čas zrychĺıme faktorm θ−1

náhodná procházka ξzt Lévyho proces ξt
(proces s nezávislými a stacionárńımi

p̌ŕır̊ustky, “cadlag” trajektorie)

• Konstrukce Lévyho procesu ξt : S. Evans, Local properties of Lévy processes on

totally disconnected groups, J. Theor. Probab. 2 (1989), 209–259.
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...............................................................................
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Škálovaćı limita :
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−1, čas zrychĺıme faktorm θ−1
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Lévyho proces ξt na spojité HG

◮ ξt je (bodově) rekurentńı ≡ θ < 1
N

◮ P(τ ≥ t) ∼ t−β kde β = 1 + log(N)
log(θ)

◮ opět spec. volba θ = 1
N2 ukazuje na analogii k BM na R, kde

asymptotika je t−1/2

◮ nicméně i jakákoliv jiná volba vede na výsledek Eτ = ∞ nebot
β < 1

HYPOTEZA: (zat́ım jen numerické výsledky)

Mějme 3 Lévyho procesy ξ1t , ξ
2
t , ξ

3
t ,

τ := τ12 ∧ τ23 ∧ τ31, τij ... čas 1.setkáńı i-té a j-té procházky

Potom P(τ ≥ t) ∼ t−β3 kde β3 = β3(θ,N)

přičmž volbou parametr̊u lze doćılit β3(θ,N) = 1.
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2
t , ξ

3
t ,

τ := τ12 ∧ τ23 ∧ τ31, τij ... čas 1.setkáńı i-té a j-té procházky
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Hledáńı kritické dimenze


