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Definice

e Bud' W standardni jednorozmérny WienerQv proces, tedy
@ W jeproces s nezavislymi prirlistky,
® W, = 0 arozdéleni W; — Ws je normalni A'(0, |t — s|,
© trajektorie W jsou spoijité.

e UvaZujme proces
Y: = bW; + at, t >0,

kde a > 0 a b > 0 jsou nezndmé parametry.
e Ukazeme si dva pfistupy a ty v ramci moznosti porovname

@ Primo: Proces Y je pozorovan v deterministickych ¢asech
0<ty <t <. <ty < oco. Hodnoty procesu jsou
neznamé.

@® Nepiimo: Proces Y je pozorovan v okamzicich, kdy
prekracuje Grovné 0 < L; < Lp < -+ < Ly < oo. Hodnoty
procesu zname, nahodné jsou okamziky pozorovani.



Primy p fistup

Pravd épodobnostni rozd €leni pozorovani

Nahodné veliCiny Y, Yy,, ..., Y, maji sdruzené normalni

rozdéleni, ale nejsou nezavislé.

OznaCme X; = Yy — Yy ., kdetg =0 atedy Yo = 0.
Nahodné veliCiny X4, ..., X, jsou nezavislé a normalné
rozdélené NV (a(ti — ti_1), b?(t — ti_1)).

Proto nahodné veliCiny

Xi—a(t —t_1)

U =
byt —ti_1

jsou
Zde neni zadny (velky) problém.



Nepfimy p Fistup

Pravd épodobnostni rozd €leni pozorovani

OznaCme 0 < Z, < Z, < --- < Z, Casy dosazeni
pFislusnych drovni 0 < L; <L, < --- < L, procesem Y.

Veliiny Z; maji inverzni gaussovské rozdeleni s parametry
Li, a, b, jehoz hustotou je

L L — az)?
fliap(z) = VIZrZ 32 exp {(I.Zzbz)} :

Specialné pro a # 0 mame ¢len obsahuijici jak z, tak i z—1
v exponentu.

VeliCiny Zj nejsou nezavislé.

OznaCme T, = Zj — Zj_1,kde Zg=0aA; = L — Lj_4, kde
LO =0.

Veli€iny T; jsou nezavislé a maji inverzni gaussovské
rozdéleni s parametry A;,a, b



Proc¢?

Funkce a procesy obecné nejsou pozorovany ve své
Uplnosti, ale jen v diskrétni podobé.

Vétsinou je mozné pozorovat Wiener{v proces v predem
danych ¢asech (a Casto).

Jsou pripady, kdy je mozné pouze zaznamenat, ze
sledovany proces proSel néjakou bariérou, Cili pfimé
pozorovani neni mozné.

Zajima nas, zda v néjakém smyslu neni nepfimé
pozorovani lepsi pro analyzu trendu a.



Odhad parametru

¢ V obou pripadech jde o odhad maximalné vérohodny a v
obou pfipadech vychazi stejny princip: Stav procesu
déleny Casem.

o Pripomenme, Ze mame bud’ pozorovani X; prirlistki
procesu Y mezi ¢asy tj_; atj, nebo pozorovani T; ¢asl
mezi pfechodem drovné L_; a pfechodem Urovné L;
procesem Y.

e Oznacme pro jednoduchost

n
X=Y X=Yy t=t
i=1

T = iTi =7a(Y), A=) A =Ly
i=1



Odhad parametru a

e Pak y A

V prvnim pfipadé tedy mame v Citateli gaussovsky
rozdélenou ndhodnou veli¢inu, ve druhém dostaneme ve
jmenovateli inverzné gaussovskou nahodnou velicinu.

o Ziejmé ap ma normalni rozdéleni N/(a, b?/t). Jde tedy o
nestranny konzistentni odhad (pfit — o0).

o Odhad ay ma rozdéleni s hustotou

A A(a —x)?
fx) =\ 22> l/zeXp{ (2xb2) }



Vlastnosti odhadu ay

Neni nestranny: Eay = a + b?/A

Jeho rozptyl zavisi na skute¢né hodnoté a:

varay = b{(a + 2b?%/A)

To je dano tim, ze pfi velkém trendu a dosdhneme Urovné
A drive, Cili Cas dosazeni T (jmenovatel odhadu) je maly.

K Upravé na nestranny odhad potfebujeme nestranny
odhad b?.

Jde o asymptoticky nestranny konzistentni odhad (pfi
A — 0).



Odhad parametru

V pripadé pfimého pozorovani Ize odvodit maximalné
verohodny odhad ve tvaru

=L Xi — (4 — g )X/t
b% _ Z 1 1 |

t—t_1

i=1

o~

Tento odhad neni nestranny: EbZ = b?(n — 1)/n
Nestranny odhad vyrobime snadno.
Plati

Odtud snadno odvodime varbAE, = 2(n — 1)b*/n2.



Odhad parametru

V pripadé nepfimého pozorovani Ize odvodit maximalnée
verohodny odhad ve tvaru

—~ 1 A A
2 ==N"A (22
N n§'<Ti T>

Tento odhad neni nestranny: Et:g =b?(n —1)/n
Nestranny odhad vyrobime snadno.

Plati

Odtud snadno odvodime vart;,% =2(n — 1)b*/n2.



Odhad b—shrnuti

Pfi pozorovani obéma zpUsoby dostavame stejné

w s 2
rozdeleni, y7 ;.
Rozptyl obou odhadU zavisi jen nan a nab.
Nezavisi na tom, v jakych bodech pozorujeme, staci
pozorovat libovolné kratkou dobu, nebo libovolné blizko
nuly, ale musime mit co nejvice pozorovani.
Neznamy parametr a kvalitu odhadu v tomto sméru
neovliviiuje.

V €em se tedy lisi odhady b3 a bZ?
@ PredepiSeme-lit > 0, pak b3 zname v Case t (+ doba nutna
ke spocitani).

@ PredepiSeme-li A > 0, pak k/)g zname v ndhodném Case Ta,
pficemz ET, = A/a,je-lia>0a ,je-lia=0.
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Testy o parametru

Vzhledem k tomu, Ze se jedné o testy zalozené na pouziti
x? rozdé&leni, vyjde v obou pfipadech stejny tvar testu.
Testovou statistikou je nb?/b? a kritické hodnoty stanovime
pomoci teorie stejnomérné nejlepsSich (nestrannych) testd,
nebo zvolime obvyklé kvantily x2_,(a/2), x2_;(1 — a/2).
Kazda volba A, t; vede k réiznym vysledkiim. Uved'me k
predchozimu obrazku nestranné odhady b? a testové
statistiky pro test hypotézy Hy: b? = 2 (kritické hodnoty
jsou 8,907 a 32,852):

@ b2 — 1,364 atestova statistika 12,954.

® b’ = 2,679 a testova statistika 25,447.

© b? = 2,131 a testova statistika 20,248



Parametr a

Pfipomenime, Zze ay = A/T je konzistentnim a
asymptoticky nestrannym odhadem a.

Nestrannym odhadem je ay = ay — nbZ/((n — 1)A)
Rozptyl nestranného odhadu je

b2 n b2 a
VaraNA<a+2n)b2+2b4n

Srovnejme toto s rozptylem varap = b?/t a uvédomme si,
Ze ET =A/a.
Odtud plyne, Ze k k tomu, aby rozptyl ay byl stejny jako
rozptyl ap je tfeba, aby

b  b? 2nb*

T T ET | (n—1)(ET)a2

neboli kde k = 2nb?/((n — 1)a?).



Testy o parametru a

e Podivejme se na testy zaloZené na
sledovanych Grovni—nepfimé pozorovani.

e Testy se znamym parametrem b plynou pomérné rychle z
vlastnosti inverzniho gaussovského rozdéleni

e Testy s neznamym parametrem b vyzaduji dost prace.

e Kritické hodnoty v pfipadé testu s ruSivym parametrem b
jsou nahodné veliciny. Proto pouZijeme k porovnani testl
hlavné simulace.



Test pfi zndAmém b

Bud' ag > 0. Testujme na hladiné « hypotézu Hy: a < ag
proti alternativé A:a > ag.

Snadno ovéfime, Ze pfi pozorovani X je testovou
statistikou a kritickym oborem

X — apt

bvt

~N(0,1), X > agt+u;_,bvt

V pfipadé pozorovani Casu T pfekroCeni Urovné A je
kriticky obor tvaru T < C, kde C splnuje vztah

2apA —A —ayC —A+g,C
v = ma v QOY [a i b JNEFOY (o b |
. exp{bz} < b\/C >+ ( b\/C >

Pro ag = 0 dostavame jednodussi vyjadfeni a C Ize pfimo
spocitat.



Srovnani testl

Podivejme se na oba testy o parametru a s podminkami:g

@ maji stejnou hladinu o

@ jejich sila v bodé a; je 3
Provéfime priibéh silofunkce v obou pfipadech.
Srovname potirebnou dobu t a stfedni dobu ET potfebnou
k dosazeni urovné A v zavislosti na a.
V pfipadé testu zaloZzeného na pozorovani X /t nemize
skoncit experiment pred dobou t.
Je-li test zalozen na pozorovani €asu T, pak je

, pfiCemz zfejmé ET = A/a zavisi na

skute€né hodnoté a.



Sila
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A=35.1354; C=6.1904, 1t=6.1826

Silofunkce

a
a0=5; alfa=0.05; sila 0.8 v bode 6



Silofunkce

e Pfedchozi obrazek ukazuje, Ze mame-li silofunkci
ukotvenu ve dvou bodech, tak se shoduje cela.
e Silofunkce jsou:
@ Pro test zaloZeny na pozorovani X /t

5(a) = o <u(, + W) ,

kde t je funkci a; — ag, a a 8.
@ Pro test zaloZeny na pozorovani T

B(a) = exp {Zbaf\} ) <—f;\—ﬁcac> +® <_f;j/_gc> :

kde A a C jsou funkcemi ag, a;, o a .



Prdm érna doba do rozhodnuti

e V pfipadé pozorovani ¢asu T dosaZeni Urovné A je doba
do rozhodnuti ndhodnout veli€inou , pricemz C i
A zavisi na ag, a;, « a favime, Ze ET = A/a. Se
zvétsujicim se a tedy stfedni doba do rozhodnuti bude
klesat.

e Pfi snaze o dosaZeni stejného rozptylu odhadu parametru
a pfimou a nepfimou metodou (varap = varay) musime v
priiméru Cekat déle na pozorovani T.

e Lze Cekat, Ze v bodé ap nebude stfedni doba Emin(C.T)
mensi nez t, doba do pozorovani X



Stredni doba cekani

A=5.0439; C=6.6226; t=6.1826

Priklad

b
a0=0; alfa=0.05; sila 0.8 v bode 1



Stredni doba cekani

A=10.7137, C=6.2716; 1=6.1826

Priklad

b
a0=1; alfa=0.05; sila 0.8 v bode 2



Stredni doba cekani
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A=33.4712; C=24.8725; t=24.7302

Priklad

b
a0=1; alfa=0.05; sila 0.8 v bode 1.5



Stredni doba cekani

A=16.7356, C=6.2181; 1=6.1826

Priklad

b
a0=2; alfa=0.05; sila 0.8 v bode 3



Vztah Urovn € A, kritické hodnoty C a poZzadované
sily

Jiz jsme vidéli, Ze odhad ay je konzistentni, pokud A — co.
K dosazeni vétsi sily bude tfeba zvySovat A.
Cim vétsi je A, tim v&tsi musi byt i kriticka hodnota C.

Pfipomenme si vztah: chceme-li,urCit A a C tak, aby test
dosahoval pozadovanou silu v daném bodé, musime fesit
dvoijici nelinearnich rovnic

O)(ao) = qQ,; f(al) =0,

kde

B(a) = exp{zszA} ? (lg@a(:) o (/g}sc)




Design
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Zavislost A a C na pozadovane sile v a1=1,2 pri hladine 0,05 v a0=1
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A-C
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Zavislost A a C na sile v pevné alternativ

Zvetsuijici se rozdil A — C pri rostouci sile
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beta
hladina 0,05 v a0=1, sila beta v al=1,2
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Nezname-li b, pfichazeji potize

Uvazujme stale test Hg: a < ag proti Hy: a > ag.
Test musi odrazet nutnost odhadu b?.
Kriticky obor je tvaru T < g(Sz), kde

n 2

A
_ i 2
Sz = § T +agT
i=1

je postacujici statistikou pro rusivy parametr.

Aby se dalo rozumné odvodit rozdéleni, pouzijeme
testovou statistiku

- apT —A
\/ Tb3

kde b2 je nestranny odhad b?.

U



Kriticky obor pro U

Jednostranna alternativa

e U je rostouci funkci T, proto je kriticky obor tvaru
U < h(S,) pro néjakou funkci h.

e Pomoci podminéného rozdéleni U pfi S, = s Ize odvodit,
Zze C = C,(s) = h(s) musi splihovat vztah

S + 2apA n/2—1
v=WV,_¢(C —_
L /(5 +2a0A)C? + 4(n — 1)agA
ot VS — 2apA ’

kde V,,_; je distribucni funkce Studentova t rozdéleni o
n — 1 stupni volnosti.




Kriticky obor pro U

Jednostranna alternativa

Kritick& hodnota C je funkci podminky S,.
Pokud ag = 0 dostaneme testovou statistiku

a kriticka hodnota se ur¢i pomoci rovnosti
a =W, 1(C) + Vn_1(—[C]),

coz dava C = t,_1(a/2) a kriticky obor U < C.

V tomto pFipadé kritickd hodnota nezavisi na S,.

Pro ap = 0 Ize vyuzit pfimo faktu, Ze U a S, jsou nezavislé,
a U? ma Fisherovo rozdéleni s 1 a n — 1 stupném volnosti.
Kritickou hodnotou je K = F1 ,_1(«) a kriticky obor

U2 > K.

Vzhledem ke vztahlim mezi Studentovym a Fisherovym
rozdélenim jsou oba postupy totozné.



Kriticky obor pro U

Oboustranna alternativa

Méjme hypotézu Hp: a = ag proti Hy: a # ag
Uvazujme pouze ag > 0, nebot stéle predpokladame, ze
a>n0.

Pro ag = 0 to ale vychazi nastejno jako v pfedchozim.
Test je opét zaloZen na testové statistice

- apT —A
VT

Kritické hodnoty stejnomérné nejsilnéjSiho nestranného
testu jsou symetrické a nezavisi na podmince S,.
Kriticky obor je . VS§imnéme si, Ze pro
ag = 0 splyva s kritickym oborem pro jednostrannou
alternativu.

U



~7

Oboustrannd alternativa a p fimy p fistup

e Statistika
X — apt

Vo

ma za platnosti nulové hypotézy Studentovo rozdéleni o
n — 1 stupni volnosti.

o Kritickym oborem testu hypotézy Hy: a = ag proti Hy:
a # ap na hladiné o tedy je |V| > t,_1(a/2).

e V obou pfipadech dostavame stejny vysledek: Hypotézu
Ho: a = ag > 0 zamitneme ve prospéch alternativy Hy:
a€[0,00)\ {ap} pokud

V:

A—agT
AZT] ¢ (ar2)

— — >
\/TbZ th2



Co dal?

Zkoumat silu testl pfi neznamém parametru b. Pro ptimy
pFistup Ize pouZzit necentralni t-rozdéleni, pro nepfimy
pristup to nepljde, nebo neplijde Uplné pfimocare.

Zkusit nepfimy pFistup bez pozadavku a > 0. To bude
vyzadovat pouZiti dvou drovni dosaZeni Al < 0 < A?. Pak
ale nebude mit ¢as prvniho vstupu do {Al, A%} inverzni
gaussovské rozdéleni. Misto toho budeme zapasit s
nekone€nymi fadami (zndmymi z rozdéleni maxima
absolutni hodnoty Wienerova procesu).

Pocitani sily nebo urceni kritickych hodnot budou velmi
narocné.

Pfinosem by mohlo byt, Ze hypotézu miZzeme zamitnout
podstatné dfive nez pfi pfimém pFistupu.



Co dal ll?

Jiné procesy nez Wienerdv (Brownlv most s trendem
a(t) > 0,a(0) = a(1) = 0, Ornsteinliv-Uhlenbeckliv
proces)

Jiné trendy, monoténni, ale ne linearni.

Nelinearni trendy povedou opét ke slozitym rozdélenim
(nevyjde inverzni gaussovské, v pouziti Girsanovovy véty
nastane nutnost pocitat se specialnimi funkcionaly
Wienerova procesu).

Pro linearni trend je podstatné mit posledni pozorovani co
nejpozdéji (k odhadu trendu) a co nejvice pozorovani (k
odhadu rozptylu). Pro nelinearni trendy bude nutné
optimalizovat sit pozorovani.
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