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Abstrakt

Konstrukcia konfidencénych oblasti pre parametre modelu zaloZzenych na funkcii
vierohodnosti, resp. funkcii podielu vierohodnosti, je alternativou k viac tradicnej
metode konsStrukcie konfidenénych oblasti tzv. waldovského typu, ktora vychadza z
asymptotickej normality rozdelenia odhadov metédou maximalnej vierohodnosti (MLE).

Na rozdiel od MLE, prave postup konstrukcie vierohodnostnych oblasti parametrov,
zaloZenych na pozorovanej funkcii vierohodnosti, je v sGlade s Fisherovym chipanim
rieSenia problému Statistického odhadovania, pozri Uusipaikka (2008).

Ciefom prispevku je ilustrovat konstrukciu pribliznych a exaktnych konfidenénych
oblasti pre parametre modelu zaloZenych na funkcii vierohodnosti v niektorych
Specialnych pripadoch, s poukazanim na mozné vyuzitie zovSeobecnenych pivotov,
resp. fiducialneho rozdelenia parametrov:

m pre parametre linearneho regresného modelu,

m pre parametre jednoduchého modelu merania zaloZeného na digitalizovanych
meraniach,

m pre variancné komponenty v zmieSanom linearnom modeli s dvomi varianc¢nymi
komponentami.
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Zakladné pojmy

Problém Statistickej inferencie

Oznacme

m napozorovan( odozvu: y, resp. Yops, Y € V.
y je realizacia nahodnej premennej Y, ) oznacuje vyberovy priestor,

m Statisticky model: M.
V pripade parametrickych Statistickych modelov a za predpokladu existencie
zdruZenej hustoty pravdepodobnostného rozdelenia pre y € Y — teda f(y, 6), kde
6 oznacuje vektor parametrov, § € ©, kde © je parametricky priestor — je
uvaZzovanym modelom parametrizovand trieda pravdepodobnostnych rozdeleni:

M={f(y|0):y €V 0c0)
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Zakladné pojmy

Koncept funkcie vierohodnosti (Likelihood)

Koncept funkcie vierohodnosti bol vypracovany R.A. Fisherom v obdobi 1912-1921:

Oznacme A = A(Y ) ndhodni udalost vztahujicu sa k odozve Y, nech
Aobs = A(Yobs) C Y. Funkcia vierohodnosti je definovana ako:

LM(G | A= Aobs) = PT(A = Aobs ‘ 9)-
m Ak model M pozostava z triedy diskrétnych pravdepodobnostnych rozdeleni a
Aohs = {yObS}v potom
LM(G | Y = YObs) = f(Y = Yobs | 9)>

kde f(- | ) oznaCuje pravdepodobnostnd funkciu (pmf) diskrétnej nahodnej
premennej Y.

m Ak M pozostava z absolltne spojitych pravdepodobnostnych rozdeleni a
ANY)={y€eY:Y -0 <y <Y + 4} (jlednorozmerny pripad), potom

Lm (9 | Y = yobs) = PT(A(Y) = A(yObS)) ~ f(yobs ‘ 9)257

kde f(- | #) oznacuje hustotu nahodnej premennej Y (pdf).
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Zakladné pojmy

Koncept funkcie vierohodnosti (Likelihood)
Uvazujme transforméaciu odozvy jednorozmernej Y pomocou hladkej invertovatefnej
funkcie h(-): Z = h(Y). Nech g(-) oznacuje inverzni funkciu k h(-).
B AKA(Z)={Z € Z:Z — 6 <Z < Z — ¢} oznaCuje ndhodn( udalost vztahujiucu sa
k odozve Z = h(Y), potom
Lrm(01Z =2zops) = Pr(A(Z) = A(Zos))
Pr(zobs — 0 < Z < Zgps + )
= Pr(g(zops — 0) <Y < g(Zobs + 6))
~  (Yobs | 0) x 19" (N(Yons)) | 20
C(Yobs) X f(Yobs | 6)-

kde c(yobs) Nezavisi od parametra 6.

m Funkcia vierohodnosti je (aspon priblizne) proporcionalna hodnote funkcie hustoty
f(Yobs | -), ako funkcie parametra 6, teda La(0 | Y = Yobs) o< f(Yobs | 0)-

m Uvedena aproximacia mdze zlyhat v Specifickych situaciach vo
vySSiedimenzionalnom parametrickom priestore, preto je v takychto situaciach
rozumné vyuZivat exaktn( funkciu vierohodnosti
Lam(0|A = Agss) = Pr(A = Agps | 9).
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Zakladné pojmy

Koncept funkcie vierohodnosti (Likelihood)

Fisher chapal funkciu podielu vierohodnosti (likelihood ratio), zaloZzen( na Statistickej
evidencii (Yobs, M),

L(6‘1 ‘ YObs)

L(92 ‘ yobs) ’

ako relativnu mieru toho ako pozorovana odozva yqns podporuje preferenciu hodnoty
parametra 6; vzhfadom k hodnote 6, v ramci uvaZzovaného modelu M.

LR(Ola 02 | YObs) =

m Funkcia podielu vierohodnosti nezavisi od funkcie ¢(yons) — preto namiesto
funkcie vierohodnosti L(0|yohs) Mmozno pracovat s relativnou funkciou
vierohodnosti, ktor4 nadob(da hodnoty v intervale [0, 1]:

L(9 | yobs)
L(e | yobs) '
kde 6 € © je taka hodnota parametra, ktora maximalizuje funkciu vierohodnosti.

KedZe 6 nemusi existovat, presnejsie by bolo uvadzat v menovateli hodnotu
Sup()ee L(0 | yobs)'

R(a | yobs) =
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Zakladné pojmy

Interpretacia Fisherovej teorie odhadu

Fisher rozpracoval svoju te6riu odhadovania postupne v rokoch 1912-1956. Zakladné
principy tejto teérie mozno zhrnut v niekolkych bodoch:

m Odmietnutie apridrneho rozdelenia pre parametre: Statisticka inferencia o
neznamych parametroch by nemala zavisiet od akéhokolvek apriérneho
rozdelenia parametrov, pokial takéto apriérne rozdelenie nie je zaloZzené na
realnej (fyzikalnej) znalosti danej situacie.

m Inariantnost: Statisticka inferencia by mala byt invariantna vzhfadom k
jedno-jednoznacnym transforméaciam parametrov.

m Efektivnost: Statisticka inferencia by mala byt efektivna v tom zmysle, Ze vyuZiva
optiméalne vSetku informéciu obsiahnutl v pozorovaniach.

m Malé rozsahy vyberov: Statisticka inferencia by mala byt presne aplikovatelna
pre malé (konecné) rozsahy pozorovani.
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Zakladné pojmy

Interpretacia Fisherovej teorie odhadu

Fisher povaZoval za rieSenie problému odhadovania stbor oblasti vierohodnosti
odvodenych od napozorovanej (relativnej) funkcie vierohodnosti.

m Vierohodnostna oblast (likelihood-based region) pre parameter 6 je

7z(yobs) = {9 HUNS @, R(G ‘ yobs) Z C(Yobs)}

pre vhodne zvolen( konstantu (resp. funkciu) c(yobs) € (0, 1).

m Fisherov vyrok Statistickej inferencie (rieSenie problému odhadovania) znie:
Neznamy parameter (vektor) 6 patri do stanoveného intervalu (oblasti) s
napozorovanou relativnou vierohodnostou va¢Sou ako c(Yops)-

m Problémom zostava optiméalne urcenie konstanty ¢ resp. funkcie ¢(yqps) (C mdze
funkcne zavisiet od y,ps), tak aby stanovena vierohodnostna oblast pokryvala
neznamy parameter s vopred uréenou pravdepodobnostou, vzhfadom na
variabilitu moznych vysledkov Statistického experimentuy € ).

m Fisher teda hodnotu 6, t.j. bodovy odhad MLE (odhad metddou maximalnej
vierohodnosi), nepovazoval za rieSenie problému odhadovania. NavySe,
konfidn¢né oblasti waldovského typu, odvodené na zaklade asymptotického
rozdelenia odhadu MLE (MLE-based region), nemoZno povazovat za rieSenie v
sulade s Fisherovym chapanim rieSenia problému odhadovania.
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Zakladné pojmy

Formulacia problému odhadovania pre funkciu parametrov g(6)

Nech ¢ = g(#) je g-rozmerné reélna funkcia parametrov — parameter of interest.
KonStrukciu vierohodnostnych oblasti pre {» mozno korektne definovat pomocou
napozorovanej profilovej funkcie vierohodnosti pre funkciu g(8) = :

m Profilova funkcia vierohodnosti pre funkciu parametrov g(-) je

Lg(¢|Yons) = sup  L(0]Yobs) = '—(éw [ Yobs),
0€0:9(0)=y

kde 0, = arg MaXgco:g(9)=y L(0 | Yobs). Funkcia

Zg (¢ | YObs) = lOQ(Lg (¢ | YObs))
je profilova log-likelihood funkcia.

m Relativna profilova vierohodnostna funkcia a relativna profilova log-likelihood
funkcia su definované adekvétne:

L (1/] | yobs) Lg (111 | yobs)
R obs) = =24
g(w | Yoo ) Lg (UJ | yobs) L(G | YObs)

rg(¢|yobs) = 139(1# | yobs) - 139(1# | yobs) = Kg(w | yobs) - 6(6 | yobs)~
Priblizné a exaktné konfidenéné oblasti
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Zakladné pojmy

Formulacia problému odhadovania pre funkciu parametrov g(6)

m Vierohodnostn& oblast pre ¢ = g(0) je definovana ako mnozina

Rg(Yobs) = {% : Rg(¥ | Yobs) > C(Yobs)} = {% : Ig(¥ | Yobs) > 10g(C(Yobs))}-

m Predpokladajme platnost Statistického modelu M = {f(y |0) :y € ),0 € ©}. Ak
mozno urcit konstantu (funckiu) c(-) tak, Ze pre kazda (skuto€nd) hodnotu
parametra 6* € © plati

Pr(Rg(Y) 3 607) = Pr(Rg(g(6")|Y) 2 c(Y)) =1-a,

kde (1 — «), @ € (0, 1), je vopred pevne stanovena pravdepodobnostn4 hladina
(confidence level), potom vierohodnostna oblast Ry (Y ) = Rg,1-«(Y) je presnou
(1 — «)-konfidencnou oblastou pre g(6).

m Pokial uvedeny vztah palti priblizne pre kazda (skuto¢n() hodnotu parametra
0* € ©, teda
Pr(Rqe(Y) 3 07) = Pr(Rg(g(07) [ Y) 2 c(Y)) =1 -a,

hovorime o pribliznej (1 — «)-konfidencnej oblasti pre g(9).
m Vierohodnostna oblast R4 1-«(Yobs), Ur€ené na zaklade Statistickej evidencie
(Yobs, M), je realiziciou (1 — «)-konfidencnej oblasti Rg1-o(Y) pre v = g(0).
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Zakladné pojmy

Formulacia problému odhadovania pre funkciu parametrov g(6)

Vo vSeobecnosti, priblizné (1 — «)-konfidencné oblasti zaloZzené na funkcii
vierohodnosti moZno ur€it na zaklade vysledku o asymptotickom rozdeleni Statistiky
logaritmu podielu vierohodnosti rq(¢ | Y ):

m Za pomerne vSeobecnych predpokladov o funkcii g(-) a o Statistickom modeli M
plati tvrdenie, pozri napr. Fan et al. (JASA 2000):
—2rg(¢|Y) "7 xé,

kde Xﬁ oznacuje chi-kvadrat rozdelenie s g-stupiiami volnosti, kde q je dimenzia
parametra ¢ = g(6).

Pokial g(#) = 6, potom q = d, kde d je dimenzia parametra § € © C RY.
m Realizacia pribliznej (1 — «)-konfiden¢nej oblasti pre g(6) je potom ur€ena ako
7eg,l—oz(YObs) = {1/1 : rg(wWObs) > *Xé,l—a/z} = {1/1 : *ng(w|YObs) < Xﬁ,l_a},

kde Xg,l—a je (1 — a)-kvantil chi-kvadrat rozdelenie s g-stupfiami volnosti.
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Vierohodnostna oblast pre parametre linearneho regresného modelu
Exaktny LR test = Exaktna konfidenéna oblast

UvaZzujme linearny regresny model s normalne rozdelenymi chybami:

Y =XB+0Z,
kde
®m Y je n-rozmerny ndhodny vektor pozorovani, y oznacuije realizaciu Y,
m X je n x k nestochasticka matica plnej hodnosti,
m (3 je k-rozmerny vektor regresnych parametrov,
m o je Standardna odchylka chyb, o > 0,
® Z je n-rozmerny Standardizovany nahodny vektor chyb, Z ~ N(O, In).

Najskdr, budeme uvaZovat problém testovania hypotézy

Ho : (8, 0) = (0o, 00) oproti alternative H; : (8, o) # (5o, 00).

pricom logaritmus vierohodnostnej funkcie (log-likelihood) je

La(8,0) |y) = — 3 log(2r) — 2100(0%) — 55 (y — XB)(y —XB).
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Vierohodnostna oblast pre parametre linearneho regresného modelu
Exaktny LR test = Exaktna konfidenéna oblast

Nech
M(B,0)y) = =2rm((B,0) Y),
tm((8,0) 1Y) = Lm((B,0) 1Y) — Lm((B,6) 1Y),
kde
m 3= (X'X)"1X'y — MLE odhad parametra 3,

m 6 — MLE odhad parametra o, t.j. 6 = \/(y —XB)(y —XB)/n.
Odtiaf teda

M8, o) ly) = %(y = XB)'(y = Xp) —nlog (jé) -n

UvaZovana trieda rozdeleni spifia podmienky regularity. Za platnosti nulovej hypotézy
Ho : (8,0) = (5o, 00) dostavame A((Bo, 00) | Y) "< X1
Realizéacia pribliznej (1 — «)-konfiden€nej oblasti pre (3, o) je potom uréenéa ako
Rl—a(y) = {(57 U) : A((/@7 U) |y) S X§+1,1—a}7
kde Xf,1.1_q j& (1 — a)-kvantil chi-kvadrat rozdelenie s (k + 1)-stupiiami volnosti.
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Vierohodnostna oblast pre parametre linearneho regresného modelu
Exaktny LR test = Exaktna konfidenéna oblast

Za danych predpokladov a za platnosti nulovej hypotézy Ho, mozno jednoducho
odvodit exaktné rozdelenie tesovacej Statistiky A((5o,00) | Y ):

2

1
A(Bo,90) | Y) ~ = (Y —=Xpo) (Y — Xfo) —nlog <
o nUO

2Z'My Z

~ iz(agz’z) —nlog <UO2X> -n

O'O nO'o

~Z'Z —nlog (Z'MxZ) +n(log(n) — 1)

~Z'(Px +Mx)Z —nlog (Z'MxZ) + n (log(n) — 1)

~ Wy 4+ Wp_y —nlog (Wn_x) +n(log(n) — 1),

(Y = X o) My (Y —Xﬁo)> n

kde
m Py = X(X'X)71X’,
®m My =l — Py,
m Z ~N(0,ln),

B W~ xZ aW,_ ~ x2_, sl navzajom nezavislé nahodné premenné.
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Vierohodnostna oblast pre parametre linearneho regresného modelu
Exaktny LR test = Exaktna konfidenéna oblast
Rozdelenie testovacej Statistiky A((o, 00) | Y) zavisi len od rozsahu vyberu n a
hodnosti matice k (nezéavisi od konkrétnej hodnoty matice X).
LR test zamieta nulovi hypotézu Hg pre velké hodnoty A((5o,00) |Y), teda pre
A((ﬂm UO) |Y) > )\1—047

kde A\1_, oznacuje (1 — «)-kvantil rozdelenia ndhodnej premennej A((5o, 00) | Y).
Tabulky kritickych hodndt moZno najst v praci Chvostekova-Witkovsky (MSR 2009).

Pre velké rozsahy vyberov plati:
Al—a e Xﬁ+l,l—a7
kde X£,1.1_. J& (1 — a)-kvantil chi-kvadrat rozdelenie s (k + 1)-stupiiami volnosti.

Invertovanim LR testu dostavame realizaciu exaktnej (1 — «)-konfidencnej oblasti pre
(B,0):
Ri-aly) ={(8,0) : M(B,0)|y) < M-a}.
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ZovSeobecnena inferencia
ZovSeobecnené pivoty a fiducialne rozdelenie

m Metddy zovSeobecnenej inferencie boli navrhnuté ako metody pribliznej
Statistickej inferencie (o Specifickych parametroch zaujmu) v situaciach, ked sa v
modeli vyskytuju ruSivé parametre a klasické metody Statistickej inferencie v
tychto situaciach neexistuju, alebo st nevhodné.

m Pojem zovSeobecnenej testovacej premennej a zovieobecnenej p-hodnoty
zaviedli Tsui a Weerahandi (JASA, 1989).

m Hoci invertovanim zovSeobecnenych testov mozno konstruovat aj
(zovSeobecnené) konfidencné intervaly (oblasti), Weerahandi (JASA, 1993)
definoval pre takato situaciu vhodnejSi pojem zovSeobecneny pivot (GPQ —
Generalized Pivotal Quantity).

m Hannig et al. (JASA, 2006) zaviedli pojem fiducialny zovSeobecneny pivot a
odhalili spojitost zovSeobecnenej inferencie a fiducialnym argumetom, ktory
zaviedol Fisher (1935).
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ZovSeobecnena inferencia
ZovSeobecnené pivoty a fiducialne rozdelenie

Nech Y je pozorovatelny nahodny vektor, ktorého rozdelenie zavisi od (vektorového)
parametra 6. Nech ¢ = g(0) je parameter zaujmu.

Nech Y * je ndhodny vektor s rovnakym rozdelenim ako Y, stochasticky nezavisly od Y.
Nech GPQ(Y,Y *, §) oznaCuje ndhodnl premenna, ktoré je funckiou Y, Y * a 6.

PoZiadavky na vlastnosti funkcie GPQ(Y,Y *, 0):

Podmienené rozdelenie ndhodnej premennej GPQ(Y,Y *,0|Y =y) nezévisi od 6.
Pre kazd( realizaciu y, GPQ(y, Y, 0) zavisi (funk€ne) od 6 len cez ) = g(0).
Pre kazdl realizaciu y, GPQ(y,y,0) = ¢ = g(0).

m Pokial GPQ(Y,Y*,0) spifia poziadavky 1 a 2, potom GPQ(Y,Y ™, 0) nazyvame
zovSeobecnenym pivotom pre parameter ¢ = g(6).

m Pokial GPQ(Y,Y*,0) spifia poziadavky 1 a 3, potom GPQ(Y, Y™, 0) nazyvame
fiducialnym zovSeobecnenym pivotom pre parameter ¢ = g(6).
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ZovSeobecnena inferencia
ZovSeobecnené pivoty a fiducialne rozdelenie

Priklad: Linearny regresny model
Nech S2 = (Y — XB)'(Y = XB)/(n—k) = (n — k)S?/o? ~ x2_,.

m Fiducialny zovSeobecneny pivot pre parameter o:

2 o2 _ (n —k)s?
GPQ(S?, 57", (8,0)) = \/(n Az
GPQ( obsvsz*v(ﬂva))/\‘ (VV% kde Wn* k NXn k
( k)sobs

GPQ(S2,s, S2hs: (B,0)) =

N ks
(n — K)s2,, /o2

_ 2
m Rozdelenie nahodnej premennej & = GPQ(s2,, S**, (8,0)) ~ ,/% jev

tomto pripade totoZné s marginalnym fiducialnym rozdelenim pre parameter o.

m Podobne mozno urit GPQ a nahodn( premennii 3 = fops — 5(X'X)1X'Z2* s
marginalnym fiducialnym rozdelenim pre parameter 3, kde Z* ~ N(0, I») je
nahodny vektor nezavisly od W, , ~ x2_,.
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ZovSeobecnena inferencia
ZovSeobecnené pivoty a fiducialne rozdelenie

Fiducialny argument je zaloZeny na vymene Glohy parametrov a dat. Uvadzame tu

struény popis konstrukcie fiducialnej distriblcie podfa navrhu z prac J. Hanniga (2006,
2009):

m Nech
Y =G(6,2)

je znamy systém Strukturalnych rovnic (data generujici mechanizmus), ktory
spaja nahodny vektor pozorovani Y s vektorom parametrov 6 € © a ndhodnym

vektorom Z (chybovy - Sumovy - proces), so znamou distribu¢nou funkciou, ktora
nezavisi od parametrov.

m Pre ubovolna (pozorovan() hodnotu y nahodného vektora Y a pre realizaciu z
vektora Z definujeme mnoZzinovo-hodnotova funkciu

Q(y,z) ={0:y = G(0,2)}.

Funkcia Q(Y, Z) reprezentuje 'inverzni funkciu’ ku G. Pre fubovofn( pevna
hodnotu y a z je vysledkom Q(y, z) bud prazdna mnozina, jednoprvkova mnoZina
obsahujlca jednoznacny parameter 6, alebo zloZitejSia mnohoprvkova mnozina
moznych parametrov 0, ktora zavisia od vztahov medziy, z a G.
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ZovSeobecnena inferencia
ZovSeobecnené pivoty a fiducialne rozdelenie

m Nech V (-) definuje akykolvek ndhodny mechanizmus na meratelnych mnoZzinach.
Pre lubovolnd mnozinu S, V (S) nahodne generuje prvok z uzaveru mnoziny S.

m Potom, Specialny vyber (v zavislosti od G, Q, a V) zovSeobecnenej fiducialnej
distribGcie parametra 6, ozna€me ju Fy(6*) pre pevné 6*, je definovany ako
akakolvek verzia podmienenej distriblicie nahodnej premennej V (Q(y,Z*)) za
podmienky Q(y,Z*) # 0, teda

Fo(07) =Pr(V(Q(y,Z2")) < 0"IQ(y,Z") #0),
kde y napozorovana hodnota nahodného vektora Y a Z* je nezavisla nahodna
premenna s rovnakym rozdelenim ako Z.

m Uloha najst explicitny tvar fiducialnej distriblicie mdze byt velmi zloZita. Avsak,
uvedeny postup dava priamy navod na generovanie ndhodného vyberu
parametrov z danej fiducialnej distriblcie.
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ZovSeobecnena inferencia
ZovSeobecnené pivoty a fiducialne rozdelenie

m UvaZujme Speciélny pripad line4rneho regresného modelu — nahodny vyber
Y1,Y2,...,Yn, kde
Yi = p+ oZi, priom Z; ~ N(0, 1).

m Pre postadujlce Statistiky Y a SZ plati Y = p + (¢/v/n)Z, kde Z ~ N(0,1) a
S7 =0’W/(n — 1), kde W ~ x£,_,), pricom s navzajom nezavislé.

m Strukturélne rovnice definujeme v tvare (Y, S%) = G((u,0),(Z,W)), teda

G((10),(Z,W)) = (1 + (o/V)Z,0*W /(n - 1))
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ZovSeobecnena inferencia
ZovSeobecnené pivoty a fiducialne rozdelenie

m Inverzn( funkciu Q(-, -) definujeme ako

Q (()7,35),(27\,\,)) “d(y- \/(n ;Vt)si . ¢(n —Wl)s§ 7

kde ¥ je pozorovana hodnota (realizacia) Y a s2 je realizacia S2. Tu Q(:,-) vzdy
definuje neprazdnu mnozinu, ktora obsahuje jedini hodnotu z parametrického
priestoru.

Teda fiduciélna distribGcia nezavisi od Ziadneho ndhodného mechanizmu V(-

(e = pr (g — [ O 7o e JOED e

Toto rozdelenie je totoZné s Fisherovym fiducialnym rozdelenim, ktoré odvodil v
praci Fisher (1935).
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ZovSeobecnena inferencia
ZovSeobecnené pivoty a fiducialne rozdelenie

Priklad: Nahodny vyber rozsahu N = 5000 zo zdruZenej fiducialnej distriblcie parametrov p a o

zaloZeny na n = 10 nezavislych meraniach Y; ~ N(0,1),i =1,...,10, pricom y = 0.0013 a
s2 =0.90342.
Sample from Fiducial Distribution of (1,0)
3 T T T
25} . ! R
ol i
© 15 4
1 : R
0.5 b
-15 —‘1 —0‘5 l‘) 0‘5 ‘1 15
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I ——
Vierohodnostna oblast zaloZena na fiducialnom rozdeleni resp. GPQ

Nech A(0 | Yobs) = —2ram (0] Yobs) 0znacuje (—2) x relativnu logaritmicka funkciu
vierohodnosti — log-likelihood funkciu pre napozorovani odozvu yqps € ), teda
realizaciu nahodného vektora Y .

N&hodnd premennt A(6 | Y ) budeme nazyvat vyberovéa log-likelihood funkcia pre
6.

Nechﬂ oznacuje nahodnu premennu s fiducialnym rozdelenim pre parameter 6,
teda 6 ~ Fy, resp. nahodny vektor s rozdelenim odvodenym z podmieneného
rozdelenia prislusnych zovSeobecnenych pivotov (GPQ).

Nahodn( premenni A(f | yops) budeme nazyvat zovieobecnena (fiducialna)
log-likelihood funkcia pre 6.

Nech A1—a(Yobs) 0znacuje (1 — a)-kvantil rozdelenia nahodnej premennej

)‘(9 | yobs)-

Potom vierohodnostn( oblast zaloZzen( na fiducialnom rozdeleni (resp. GPQ) pre
0, teda mnoZinu

leoc(y‘)bs) = {9 : A(@ ‘ YObs) < )\lfa(yobs)}v

budeme povaZzovat za realiz&ciu pribliznej (1 — «)-konfidencnej oblasti pre 6.
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Vierohodnostna oblast zaloZena na fiducialnom rozdeleni resp. GPQ
1. Vierohodnostna oblast pre parametre linearneho regresného modelu

Nech yos € ) je napozorovana odozva a nech (3, 5) oznacuje nahodny vektor s
fiducialnym (GPQ) rozdelenim pre (3, o). Teda,

52 ~ (Yobs — Xﬁobs)/(yobs - Xﬁobs) - (n— k)sgbs - n6c2>bs
Wik Wik Wik
B ~ /éobs - &(X/X)_lle*u

pricom W, , ~ x2_, aZ* ~ N(0, l,) sl stochasticky nezavislé.

Potom rozdelenie zovieobecnenej (fiducialnej) log-likelihood funkcie A((3,5) | Yobs) j€
— 3y — 3 52

A(B,5) | Yobs) ~ (Yobs — XB)' (Yobs — XB) nlog <gi)gs> _n

&2 &

(Yobs — Xﬁobs)/()’obs - xﬁobs) &ZZ*/x(x/x)ilx/Z* | &Sbs
~ L + — —nlog [ 2= | —n
g (o o
~Wr_ +WZ —nlog (W;fk) + n(log(n) — 1),
kde Wy ~ x2 a W, ~ x2_, s navzajom nezavislé nahodné premenné.

m Rozdelenie nahodnej premennej A((3, &) | Yobs) j€ totoZné s rozdelenim
A(B,0)|Y), teda oba pristupy vedl k rovnakym (exaktnym) konfidencnym
oblastiam pre (3, o).
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Vierohodnostna oblast zaloZena na fiducialnom rozdeleni resp. GPQ
2. Vierohodnostna oblast pre parametre modelu digitalizovanych merani

UvaZujme jednoduchy model nezavislych digitalizovanych merani so znamym
parametrom rozliSenia § > 0, neznamymi parametrami i € R? (parameter polohy) a
o > 0 (Standardn& odchylka), pricom vysledkami merani sU realizicie nezavislych
nahodnych veli€in Y = (Y1,Y2,...,Yn), kde
Yi = |(p+0Z)/6 +0.5]4, kde Zi ~ N(0, 1).

Rozdelenie pravdepodobnosti nahodnej premennej Y; je urCené pravdepodobnostnou
funkciou {Pys}, k = 0,£1,£2,..., pri€om Pys = Pr(Y; = kd) je

Pks = @ ([(k +0.5)0 — p] /o) — @ ([(k — 0.5)6 — p]/0),
kde &(-) je distribu€né funkcia rozdelenia N(0, 1).
Logaritmus vierohodnostnej funkcie pre (u, o) je

£((1s o) | Yobs) = Z IN(Pys) = > In(Ps).
{kiki=yi/&}
Pre tento model je (—2x) relativha log-likelihood funkcia dané ako

(ko)

A((1, ) [ Yobs) = =2 (f((ﬂ,a)lyobs) — sup £((u, 0) |yobs)> ;

pricom MLE odhad parametra (1, o) nemusi existovat.
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I ——
Vierohodnostna oblast zaloZena na fiducialnom rozdeleni resp. GPQ

2. Vierohodnostna oblast pre parametre modelu digitalizovanych merani

V danom modeli nie je zname exaktné rozdelenie vyberovej log-likelihood funkcie
A, 0) [Y).

Vierohodnostnu oblast pre parametre modelu digitalizovanych merani moZzno preto
konstruovat ako pribliznl (1 — «)-konfidencn( oblast pre (u, o):

Na zaklade predpokladu platnosti asymptotického rozdelenia, teda ako mnoZzinu

7zl—oz(yobs) = {(Nv U) : )\((/j,7 U) |y0bs) < Xg,l—a}v

kde x3,_, je (1 — a)-kvantil chi-kvadat rozdelenia x3.

Na zaklade generovania realizacii ndhodnych premennych (i, &) z fiducialneho
rozdelenia pre (u, o), teda ako mnozinu

Rl—a(Yobs) = {(Nv 0’) : A((M, U) |y0bs) < Al—a()/obs)}y

kde \1_o(Yobs) j€ (1 — a)-kvantil odhadnuty z empirickej distribugnej funkcie
zovSeobecnenej fiducialnej log-likelihood funkcie A((f, &) | Yobs)-

Metody a algoritmy na generovanie realizacii (i, &) z fiducialneho rozdelenia
publikovali Hannig et al (2007), Wimmer Jr. (2009), Witkovsky a Wimmer (2009).
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Vierohodnostna oblast zaloZzen& na fiducialnom rozdeleni resp. GPQ
2. Vierohodnostna oblast pre parametre modelu digitalizovanych merani

Nahodny vyber rozsahu N = 5000 zo zdruzenej fiducialnej distriblicie parametrov i a o zaloZzeny
na n = [29, 1] nezavislych pozorovaniach hodnét 0 a 1 na pristroji s rozliSenim § = 1.

Sample from Fiducial Distribution of (1,0)
T T T
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I ——
Vierohodnostna oblast zaloZzen& na fiducialnom rozdeleni resp. GPQ

2. Vierohodnostna oblast pre parametre modelu digitalizovanych merani

Nahodny vyber rozsahu N = 5000 zo zdruzenej fiducialnej distriblicie parametrov i a o zaloZzeny
na n = [4, 1] nezavislych pozorovaniach hodnét 0 a 1 na pristroji s rozliSenim § = 1. Porovnanie
empirickej a asymptotickej pribliznej 95%-konfidencnej oblasti pre (u, o).

Random Sample from Fiducial Distribution of (1,0)
T T T Fa— T T
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Vierohodnostna oblast zaloZena na fiducialnom rozdeleni resp. GPQ

3. Vierohodnostna oblast pre varianéné komponenty v zmieSanom linearnom modeli s dvomi varianénymi
komponentami

UvaZzujme linearny zmieSany model

Y =XB+2Zn+e,

Y — n-rozmerny vektor pozorovani,
X — (n x k) matica planu,
8 — k-vektor regresnych parametrov (pevné efekty),

Z — (n x g) matica planu,

n — k-vektor nahodnych efektov, n ~ N(0, 02lq),
m ¢ — n-vektor nahodnych chyb, € ~ N(0, o2l,).

Teda,
Y ~ N(X3,02V + o°ly), kdeV =227’

V pripade, Ze mame zaujem len o varianéné komponenty (o2, 02), inferencia moze byt
zaloZena na maximalnom invariante Y *:

Y*=BY, kdeB'B=Myx & BB'=1,, v=rank(X).
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Vierohodnostna oblast zaloZena na fiducialnom rozdeleni resp. GPQ

3. Vierohodnostna oblast pre varianéné komponenty v zmieSanom linearnom modeli s dvomi varianénymi
komponentami

Potom
Y* ~N(0,X),

mX= UiW + 021, = ir:l(ai)\i + O'Z)Ei,
m W =BVB’ =3 _; NEj, je spektralny rozklad, pricom \; st vlatné &isla s nasobnostou v,

E; sG navzajom ortogonalne matice, i = 1,...,r.
Oznalme
U =Y*YEiY*,
Potom
® U = (Ug,...,Ur) je (minimalna) postacujica Statistika,

B Ui/(o3)i + 02) = Wi ~ x2, s navzajom nezavislé,
BYHETY =3 W,
m det(X) = NI_, (a2 X + o2)",

Odtial dostavame logaritmus funkcie vierohodnosti

(om0 [u) = —= |vlog(2m) + 3" wlog(oA +02) + 3" /(03N + o)

2 . ‘
i=1 i=1
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Vierohodnostna oblast zaloZena na fiducialnom rozdeleni resp. GPQ

3. Vierohodnostna oblast pre varianéné komponenty v zmieSanom linearnom modeli s dvomi varianénymi
komponentami

Teda

e((aA,g)|u):4(e\u):7% vlog(2n) + 3" nlog(6) + 3" u /61| -

kde 6 = (f1,...,6:) a6 = (03N + o2).
Minimalna postacuijlca Statistika, vo vieobecnosti pre r > 2, nie je Gplna pre (o3, o2).
Problém konstrukcie konfidenénych intervalov resp. oblasti pre o3, resp. (03, o?) je

stale predmetom vyskumu, pozri napr. Arendacka (2008).

Kedze Ui/6i = Wi ~ x2,, GPQ pre 6 je
6 = Ui/W*, kde W*~x5.

Pre Ui = Uj ops jJe podmienené rozdelenie G ~ Ui obs /Wi,
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Vierohodnostna oblast zaloZena na fiducialnom rozdeleni resp. GPQ

3. Vierohodnostna oblast pre varianéné komponenty v zmieSanom linearnom modeli s dvomi varianénymi
komponentami

Oznacme
MO u)=—=2[€0]u)— 2@ |u)| —2[t((oa,0) |u) — £((Fa, ) |U)], kde O = Oyie.

Potom A(f | ugws ) je zovseobecnena log-likelihood funkcia.
Vierohodnostnu oblast pre variancné komponenty mozno preto konstruovat ako
pribliznd (1 — «)-konfiden€nd oblast pre (oa, o):

Na zaklade predpokladu platnosti asymptotického rozdelenia, teda ako mnozinu
Rl—a(uobs) = {(UAa O’) : A((UAa U) | Uobs) < X%,l—a}a

kde x3,_, je (1 — a)-kvantil chi-kvadat rozdelenia x3.

Na zaklade generovania realizacii nahodnych premennych &; z GPQ pre
0 = (o2 )i + 0°), teda ako mnoZinu

Rl—a(uobs) = {(UA7U) : )\((O'A,O') ‘ Uobs) < Xl—a(uobs)}a

kde A1 o (Uobs) je (1 — a)-kvantil odhadnuty z empirickej distribuénej funkcie
(0 | Uops)-
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Vierohodnostna oblast zaloZzen& na fiducialnom rozdeleni resp. GPQ

3. Vierohodnostna oblast pre varianéné komponenty v zmieSanom linearnom modeli s dvomi varianénymi
komponentami

Nahodny vyber rozsahu N = 5000 z distriblcie zovSeobecnenych pivotov pre parametre op a o
Porovnanie empirickej a asymptotickej pribliznej 95%-konfidencnej oblasti pre (u, o).

Approximate 95% Likelihood-based Region for (UZA‘ 02)
15

S - St L
[ 02 0.4 0.6 0.8 1 12 14 .
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