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Tézké chvosty robustnich odhadt pfi kone&ném po&tu pozorovani

Tézké chvosty robustnich odhadl pfi kone¢ném poctu
pozorovani

Hlavni argument pro nahrazovani klasickych odhadt robustnimi v 60.
a 70. letech byl, Ze klasické odhady jsou citlivé k odlehlym
pozorovanim a k rozdélenim s tézkymi chvosty. Jako hlavni mira
citlivosti odhadu k odlehlym pozorovanim byla zavedena influencni
funkce. Podivejme se na to blize.
UvaZujme nahodny vybér Xy, ..., X, z rozdéleni s distribuéni funkci
F(x — 6), obecné neznamou. MlzZe se jednat o méfeni fyzikalni
charakteristiky 6, kterou chceme odhadnout. Pro jednoduchost
predpokladejme, Ze F je symetricka kolem 0, tedy odhadujeme stfed
symetrie. Distribu¢ni funkce F mliZe mit téZké chvosty v tom smyslu,
Ze
im In(1 — F(x))
X —00 m In x
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Tézké chvosty robustnich odhadt pfi kone&ném po&tu pozorovani

a tedy podle von Misesovy podminky splfiuje
1-F(x)=x""L(x), m>0, 1)
kde L(x) je funkce, pomalu se ménici v nekonecnu.

V tom pfipadé pouzijeme radéji néktery robustni odhad T, pro 6.
| robustni odhad ma €asto asymptoticky normalni rozdéleni, tj.

Th—0

P <X d(x), N — oc.
9{\/varTn - }_> ()

Limitni rozdéleni ma lehké chvosty, protoZe splfuje

liMy_ oo w =1, b > 0. Na druhou stranu, je-li n kone¢né, ma

T, téZké chvosty, protoZe pro mnoho ekvivariantnich odhadut plati

. —=InP{|Th = 0] >x} .. —InPy{|Th — 0| > x}
1< f < <n.
S T ORI —Fx) P T T —Fx)) "
Rozdéleni odhadu T, je tedy stale téZké pro kazdé kone¢né n; sice
exponent m odhadu T, v (1) roste s rostoucim n, ale je stale konecny

ivA
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Poznamka: Studentovo t, rozdéleni mé hustotu

(m+1)/2
fm(X) = 1 (1 %) XxeR
m - T = 9 .
m  B(33)

Pak i

m o - ~omz -1

XIL>mooX I-FX)) = XIL>moo Lm(X) = Am = B(0 1) @0
alimm_ oo Am = o0; tedy limy_, oo X™(1 — Fn(X/om)) = 1 pro
om = An 1/m , alimy_ o om = 0. Hodnoty A, a o, pro néktera m jsou
v tabulce:
m 1 2 3 4 5 6

Am 32| .50 | 1.10 | 3.00 | 9.50 | 16.90
om || 3.14 | 141 | 97| .76 | .64 .62
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Nepripustnost robustnich odhad{ pfi kone¢ném poctu
pozorovani

Uvazujme chovani ekvivariantnich odhad® vzhledem k L; ztratové
funkci, Ly (t, ) = |t — 0] a k riziku odhadu R(Tp, 6) = Ey|Tn — 6.
Odhad T, se nazyva pfipustny vzhledem k L, jestlize neexistuje jiny
odhad T, takovy, Zze R(T;,0) < R(T,,0) provs. § € R, a

R(T.,60) < R(Tn, 6p) pro néjaké 6. Odhad T, ktery usekne krajni
pozorovani, je nepfipustny. Plati nasledujici véta:

VETA 1. Necht X1,...,Xn, n > 3, jsou nezavisla pozorovani s
hustotou f(x — 6), kde f(x) > 0 je unimodalni.

(i) Nechi T, = Tn(X1, . .., Xs) je ekvivariantni odhad, spojity v kazdém
argumentu, konstantni pro Xp.1, Xn:2, Xn:n—1 @ Xn.n, ale jednoznacné
urceny jako funkce Xn.3, ..., Xnn_2, kde Xp.1 < Xp2 < ... < Xpp jSOU
poradkové statistiky. Pak T,, je nepfipustny jako odhad 6 vzhledem k
L, ztratové funkci.

ROBUST 2010



Nepfipustnost robustnich odhadt pfi kone¢ném poétu pozorovani

(ii) Necht M,, je M-odhad generovany spojitou neklesajici funkci
takovou, Ze 1(x) = ¢(c1) pro x < c¢g a p(x) = ¢(cz) pro
X >C, €1 <0<cy vetvaru

1
(M +M;) kde

anz(

M, = sup{t : Zz/) Xi —t) >0}, MF =inf{t: Z¢ Xi —t) < 0}.

Pak M, je nepfipustny jako odhad 6 vzhledem k L, ztratové funkci.
Dikaz: [3]

Napt. median a Huberlv M-odhad nejsou pfipustné pfi konecném n
pro zadnou hustotu f, ackoliv median je maximalné vérohodnym
odhadem pro Laplaceovo rozdéleni a Huberliv odhad pro rozdélen
normalni uvnitf a exponencialni vné intervalu.
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Nyni nas zajima otazka, zdali zobecnény bayesovsky odhad 6*
(vCetné napf Pitmanova odhadu) mUZe byt nezavisly na obou
extrémech Xi., a X,.n. Odpovéd je za obecnych podminek zaporna:

VETA 2.

Necht 0* = 0*(Xy,...,Xn) je zobecné&ny bayesovsky odhad 0 za
apriorniho rozdéleni N, ktery m& spojitou zobecnénou hustotu f(x, )
[nemusi byt nutné pravdépodobnostni hustota] vzhledem k
Lebesgueové mife. Necht L(t — #) > 0 je ztratova funkce takova, Ze L
je spojité diferencovatelna, ryze konvexni a integrovatelna se
Ctvercem vzhledem k miram f(x, 0)d(0), x € R. Pak, je-li f(x, 6)
kladna a spojitavx avd, x € R, 6 € ©, alinearni prostor nad
funkcemi f(x, .) je husty v prostoru vSech funkci 8, integrovatelnych
vzhledem k mife N, musi odhad 6* byt funkci aspon jednoho extrému
Xn:la Xn:n~

Dikaz: [4]
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DUSLEDEK:

Necht X1, ..., X, jsou nezavisla pozorovani se spojitou hustotou
f(x —0) > 0, 6 € R, jejiz charakteristicka funkce je vSude riizna od
nuly. Pak Pitmanlv odhad 6 (ekvivariantni odhad s minimalnim L,
rizikem) je funkci aspon jednoho z extréml X1., @ Xnun.
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Linearni regresni model: useknuté odhady a
nepripustnost

UvaZujme linearni regresni model Y = X3 + ¢, kde

Y = (Yq,...,Yn)T, matice X je fadu (n x p) a pIné hodnosti p, s fadky
xiT, Xxi1 =1, i=1,...,n, s neznamym parametrem 3 € RP.
Nezavislé chyby € = (e1,...,en) " maji hustotu f. Pak pozorovani jsou
v “zakladni poloze” (general position) s pravdépodobnosti 1, {j.
libovolny vektor (x;|, i, . .. ,xg,yip), kde 1 <i; < ... <ip <n, vede k
jedinému feSeni b soustavy rovnicy;, = xlb, v=1...,p.
a-regresni kvantil 0 < « < 1, je definovan jako

B(a) = argmin{z pa(Yi —xb), b € RP},
i=1

kde po(z) = |z|{al[z > 0] + (1 — a)l[z < O]}, z € RL.



Linearni regresni model: useknuté odhady a nepfipustnost

Robustni L-odhady typicky useknou Y;, pro které
bud Y; <xB(a1) nebo Y;>x'B(az),i=1,...,n

pro zvolené 0 < a1 < ap < 1. Znamy Koenkerlv-Bassetllv useknuty
odhad metodou nejmensich ¢tvercll je odhad metodou nejmensich
¢tvercll vypodteny z neuseknutych pozorovani.

Useknuté L-odhady v linearnim modelu jsou nepfipustné ve tfidé
ekvivariantnich odhadd 3 vzhledem ke kaZdé ryze konvexni,
nezaporné a spoijité diferencovatelné ztratové funkci. Z toho plyne, zZe
i v modelu s parametrem posunuti jsou useknuté odhady nepfipustné
ivzhledem k L, normé, p=1,2,....
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Hustota M-odhadu

Uvazujme vybér X, ..., X, z rozdéleni s distribucni funkci F (x — 6),
kde F ma absolutné spojitou hustotu f a kone€nou Fisherovu
informaci. Necht T, je M-odhad 6, ktery je feSenim rovnice

S, (X —t) = 0 s monotonni 1, a ge(t) je jeho hustota, kterou
chceme odhadnout. Znamé jsou vysledky
Hampela-Fielda-Ronchetiho, které velmi dobfe aproximuji hodnotu
ge(t) v daném t numericky pro velmi malé vybéry (small sample
asymptotics).

Hustotu gy (t) Ize (pfesné) vyjadfit v nasledujicim tvaru, odkud
mUZeme odvodit dalsi vlastnosti T, :

_Eo{ign;ff/( [Z¢ ~(t-0)<ol}.
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Za urcitych podminek Ize pro T,, dokazat momentovou konvergenci
(konvergenci momentl k momentlim asymptoticky normalniho
rozdéleni T,.) Chceme-li srovnat asymptotické momenty s momenty
pri kone¢ném n, miizeme vyuZit nasledujici véty. Zde

7)(0) = Ep(Tn)" znati v-ty moment T,, a predpokladame, Ze je
konec¢ny a diferencovatelny v ¢; v > 0 mlze byt i zlomek.

VETA 4.

Za uvedenych podminek plati provs. 6§ € R

,-'},(V)(Q) =Eq [(Tn (X) + e)u( N Zn: ff/(())((ll)))} ’
kde
a0

. (v)
A(0) T
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Chvosty kontaminovaného rozdéleni

Chvosty kontaminovaného rozdéleni

Znamy Tukeyho-Huberlv model kontaminace predpoklada, ze v
priméru zlomek (1 — ¢) dat pochazi z normalniho rozdéleni, zatimco
zbyvajici data mohou byt poSkozena abnormalnim Sumem; ¢ je rusivy
parametr, obvykle se uvazuje 0 < £ < 0.25. Robustni postupy chtéji
provést inferenci o dominujici ¢asti smési, a filtrovat vliv kontaminujici
sloZky. Tento model vedI k zakladnim pojmim robustnosti, jako
influenéni funkce, globalni citlivost, maxbias a bod selhani. Da se
popsat jako

X =(1-B)Y +BzZ,
kde X je pozorovatelna veli€ina a Y,Z a B jsou nepozorovatelné a
nezavislé, Y ~ F [hladké rozdéleni s polohou a méfitkem, napf.
N(u,02)],Z ~ G (neznamé rozdéleni odlehlych pozorovani) a B je
nahodny indikator kontaminace, P(B = 1) = ¢. Pak rozdéleni
pozorované veliiny X je smés (1 — ¢)F + G, a jeho chvosty jsou
urceny tézsim rozdélenim z F, G, nehledé na velikoste > 0.



Chvosty kontaminovaného rozdéleni

To ilustruje nasledujici véta:

VETA 3.

Necht Y, Z jsou nezavislé nahodné veli¢iny se spojitymi distribu¢nimi
funkcemi F, G, symmetrickymi kolem 0, s nedegenerovanymi
pravymi chvosty. Necht F nebo G ma t&zky pravy chvost, tj. napf.
limy oo —A-FE) — 3 m > 0. Pak pravy chvost soudtu X =Y +Z
je stejné tézky jako t€zSiz F, G.
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Vliv pocatecniho odhadu na jednokrokovou iteraci M-odhadu

Vliv pocatecniho odhadu na jednokrokovou iteraci
M-odhadu

Necht {X;, i > 1} jsou nezavislé nahodné veli¢iny s distribu¢ni funkci
F(x, 00). Hledame M-odhad 6, ktery je feSenim minimalizace

S, p(Xi,t) = min, t € ©, otevieny interval v R, nebo fedenim
rovnice 30, ¥(Xi,t) = 0, kde ¢(x,t) = 2250 pak za urtitych
podminek na F a p, Ze pro kaZzdou posloupnost {M,} kofenl rovnice,
které& spliiuje v/n(Mn — 6p) = Op(1), plati reprezentace

M — 6o — (ny(6o)) 1Z¢ Xi,00) + Rn, kde Ry = Op(n71).
i=1

Zde v(0) = E¥(X, 0), ¥(X,0) = 2252 jednokrokova
(Newton-Raphsonova) iterace odhadu M, je definovana jako
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Vliv pocatecniho odhadu na jednokrokovou iteraci M-odhadu

n
My = Mg — (n9,) " Y #(Xi,M2) pokud 4, #0,
i=1
Ml=M? pokud 4, =0,
kde 4, = 1 37, 4(Xi, MQ). Podobng definujeme 2.,3.,... iteraci. Pak
n(ME—Mp) = Op(1) a n(M2—M,) = 0p(1), pokud vn(M2—6g) = Op(1).

Numerické vypocty vSak ukazuji, Ze iterace neni stejné dobra pro
riizné volby M?2. Da se dokazat, Ze nejlepsi iterace (uz ve smyslu
asymptotiky 2. fadu) je pro takové M2, které ma stejnou influenéni
funkci jako M. Je tedy lépe udélat alespor 2. iteraci M2. V linearnim
regresnim modelu Ize volit poatecni odhad, ktery ma bod selhani 1/2
(i kdyZ ma Fad konsistence < n~1/2), ale uz 1. iterace je asymptoticky
ekvivalentni neiterovanému odhadu. Bohuzel tato iterace pomalu
konverguje a dédi jiné slabé vlastnosti od pocatecniho odhadu.
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