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ROBUST 2010
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2 Nepřı́pustnost robustnı́ch odhadů při konečném počtu pozorovánı́
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Těžké chvosty robustnı́ch odhadů při konečném počtu
pozorovánı́

Hlavnı́ argument pro nahrazovánı́ klasických odhadů robustnı́mi v 60.
a 70. letech byl, že klasické odhady jsou citlivé k odlehlým
pozorovánı́m a k rozdělenı́m s těžkými chvosty. Jako hlavnı́ mı́ra
citlivosti odhadu k odlehlým pozorovanı́m byla zavedena influenčnı́
funkce. Podı́vejme se na to blı́že.
Uvažujme náhodný výběr X1, . . . ,Xn z rozdělenı́ s distribučnı́ funkcı́
F (x − θ), obecně neznámou. Může se jednat o měřenı́ fyzikálnı́
charakteristiky θ, kterou chceme odhadnout. Pro jednoduchost
předpokládejme, že F je symetrická kolem 0, tedy odhadujeme střed
symetrie. Distribučnı́ funkce F může mı́t těžké chvosty v tom smyslu,
že

lim
x→∞

− ln(1 − F (x))

m ln x
= 1, m > 0;
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Chvosty kontaminovaného rozdělenı́
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a tedy podle von Misesovy podmı́nky splňuje

1 − F (x) = x−mL(x), m > 0, (1)

kde L(x) je funkce, pomalu se měnı́cı́ v nekonečnu.
V tom přı́padě použijeme raději některý robustnı́ odhad Tn pro θ.
I robustnı́ odhad má často asymptoticky normálnı́ rozdělenı́, tj.

Pθ

{

Tn − θ√
varTn

≤ x
}

→ Φ(x), n → ∞.

Limitnı́ rozdělenı́ má lehké chvosty, protože splňuje
limx→∞

− ln(1−F (x))
bx2 = 1, b > 0. Na druhou stranu, je-li n konečné, má

Tn těžké chvosty, protože pro mnoho ekvivariantnı́ch odhadů platı́

1 ≤ lim inf
x→∞

− ln Pθ{|Tn − θ| > x}
− ln(1 − F (x))

≤ lim sup
x→∞

− ln Pθ{|Tn − θ| > x}
− ln(1 − F (x))

≤ n.

Rozdělenı́ odhadu Tn je tedy stále těžké pro každé konečné n; sice
exponent m odhadu Tn v (1) roste s rostoucı́m n, ale je stále konečný
∀n.
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Hustota ekvivariantnı́ho odhadu při konečném n
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Poznámka: Studentovo tm rozdělenı́ má hustotu

fm(x) =
1√
m

(

1 + x2

m

)−(m+1)/2

B
(

m
2 ,

1
2

) , x ∈ R.

Pak

lim
x→∞

xm(1 − F (x)) = lim
x→∞

Lm(x) = Am =
m

m
2 − 1

B
(

m
2 ,

1
2

)

a limm→∞ Am = ∞; tedy limx→∞ xm(1 − Fm(x/σm)) = 1 pro
σm = A−1/m

m , a limm→∞ σm = 0. Hodnoty Am a σm pro některá m jsou
v tabulce:

m 1 2 3 4 5 6

Am .32 .50 1.10 3.00 9.50 16.90

σm 3.14 1.41 .97 .76 .64 .62
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Chvosty kontaminovaného rozdělenı́
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Nepřı́pustnost robustnı́ch odhadů při konečném počtu
pozorovánı́

Uvažujme chovánı́ ekvivariantnı́ch odhadů vzhledem k L1 ztrátové
funkci, L1(t , θ) = |t − θ| a k riziku odhadu R(Tn, θ) = Eθ|Tn − θ|.
Odhad Tn se nazývá přı́pustný vzhledem k L1, jestliže neexistuje jiný
odhad T ∗

n takový, že R(T ∗
n , θ) ≤ R(Tn, θ) pro vš. θ ∈ R, a

R(T ∗
n , θ0) < R(Tn, θ0) pro nějaké θ0. Odhad Tn, který usekne krajnı́

pozorovánı́, je nepřı́pustný. Platı́ následujı́cı́ věta:
VĚTA 1. Nechť X1, . . . ,Xn, n ≥ 3, jsou nezávislá pozorovánı́ s
hustotou f (x − θ), kde f (x) > 0 je unimodálnı́.
(i) Nechť Tn = Tn(X1, . . . ,Xn) je ekvivariantnı́ odhad, spojitý v každém
argumentu, konstantnı́ pro Xn:1,Xn:2,Xn:n−1 a Xn:n, ale jednoznačně
určený jako funkce Xn:3, . . . ,Xn:n−2, kde Xn:1 ≤ Xn:2 ≤ . . . ≤ Xn:n jsou
pořádkové statistiky. Pak Tn je nepřı́pustný jako odhad θ vzhledem k
L1 ztrátové funkci.
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(ii) Nechť Mn je M-odhad generovaný spojitou neklesajı́cı́ funkcı́ ψ
takovou, že ψ(x) = ψ(c1) pro x ≤ c1 a ψ(x) = ψ(c2) pro
x ≥ c2, c1 < 0 < c2 ve tvaru

Mn =
1
2

(M+
n + M−

n ) kde

M−

n = sup{t :

n
∑

i=1

ψ(Xi − t) > 0}, M+
n = inf{t :

n
∑

i=1

ψ(Xi − t) < 0}.

Pak Mn je nepřı́pustný jako odhad θ vzhledem k L1 ztrátové funkci.
Důkaz: [3]
Např. medián a Huberův M-odhad nejsou přı́pustné při konečném n
pro žádnou hustotu f , ačkoliv medián je maximálně věrohodným
odhadem pro Laplaceovo rozdělenı́ a Huberův odhad pro rozdělenı́
normálnı́ uvnitř a exponenciálnı́ vně intervalu.
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Chvosty kontaminovaného rozdělenı́
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Nynı́ nás zajı́má otázka, zdali zobecněný bayesovský odhad θ∗

(včetně např Pitmanova odhadu) může být nezávislý na obou
extrémech X1:n a Xn:n. Odpověď je za obecných podmı́nek záporná:

VĚTA 2.
Nechť θ∗ = θ∗(X1, . . . ,Xn) je zobecněný bayesovský odhad θ za
apriornı́ho rozdělenı́ Π, který má spojitou zobecněnou hustotu f (x , θ)
[nemusı́ být nutně pravděpodobnostnı́ hustota] vzhledem k
Lebesgueově mı́ře. Nechť L(t − θ) ≥ 0 je ztrátová funkce taková, že L
je spojitě diferencovatelná, ryze konvexnı́ a integrovatelná se
čtvercem vzhledem k mı́rám f (x , θ)dΠ(θ), x ∈ R. Pak, je-li f (x , θ)
kladná a spojitá v x a v θ, x ∈ R, θ ∈ Θ, a lineárnı́ prostor nad
funkcemi f (x , .) je hustý v prostoru všech funkcı́ θ, integrovatelných
vzhledem k mı́ře Π, musı́ odhad θ∗ být funkcı́ aspoň jednoho extrému
Xn:1,Xn:n.
Důkaz: [4]
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DŮSLEDEK:
Nechť X1, . . . ,Xn jsou nezávislá pozorovánı́ se spojitou hustotou
f (x − θ) > 0, θ ∈ R, jejı́ž charakteristická funkce je všude různá od
nuly. Pak Pitmanův odhad θ (ekvivariantnı́ odhad s minimálnı́m L2

rizikem) je funkcı́ aspoň jednoho z extrémů X1:n a Xn:n.
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Lineárnı́ regresnı́ model: useknuté odhady a
nepřı́pustnost

Uvažujme lineárnı́ regresnı́ model Y = Xβ + ε, kde
Y = (Y1, . . . ,Yn)

⊤, matice X je řádu (n × p) a plné hodnosti p, s řádky
x⊤

i , xi1 = 1, i = 1, . . . ,n, s neznámým parametrem β ∈ R
p.

Nezávislé chyby ε = (ε1, . . . , εn)
⊤ majı́ hustotu f . Pak pozorovánı́ jsou

v “základnı́ poloze” (general position) s pravděpodobnostı́ 1, tj.
libovolný vektor (x⊤

i1
, yi1 , . . . , x

⊤

ip , yip), kde 1 ≤ i1 < . . . < ip ≤ n, vede k

jedinému řešenı́ b soustavy rovnic yiν = xT
iν b, ν = 1, . . . ,p.

α-regresnı́ kvantil 0 < α < 1, je definován jako

β̂(α) = argmin{
n

∑

i=1

ρα(Yi − x⊤

i b), b ∈ R
p},

kde ρα(z) = |z|{αI[z > 0] + (1 − α)I[z < 0]}, z ∈ R
1.
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Robustnı́ L-odhady typicky useknou Yi , pro které

buď Yi ≤ x⊤

i β̂(α1) nebo Yi ≥ x⊤

i β̂(α2), i = 1, . . . ,n

pro zvolené 0 < α1 < α2 < 1. Známý Koenkerův-Bassetův useknutý
odhad metodou nejmenšı́ch čtverců je odhad metodou nejmenšı́ch
čtverců vypočtený z neuseknutých pozorovánı́.

Useknuté L-odhady v lineárnı́m modelu jsou nepřı́pustné ve třı́dě
ekvivariantnı́ch odhadů β vzhledem ke každé ryze konvexnı́,
nezáporné a spojitě diferencovatelné ztrátové funkci. Z toho plyne, že
i v modelu s parametrem posunutı́ jsou useknuté odhady nepřı́pustné
i vzhledem k Lp normě, p = 1,2, . . . .
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Chvosty kontaminovaného rozdělenı́
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Hustota M-odhadu

Uvažujme výběr X1, . . . ,Xn z rozdělenı́ s distribučnı́ funkcı́ F (x − θ),
kde F má absolutně spojitou hustotu f a konečnou Fisherovu
informaci. Nechť Tn je M-odhad θ, který je řešenı́m rovnice
∑n

i=1 ψ(Xi − t) = 0 s monotonnı́ ψ, a gθ(t) je jeho hustota, kterou
chceme odhadnout. Známé jsou výsledky
Hampela-Fielda-Ronchetiho, které velmi dobře aproximujı́ hodnotu
gθ(t) v daném t numericky pro velmi malé výběry (small sample
asymptotics).
Hustotu gθ(t) lze (přesně) vyjádřit v následujı́cı́m tvaru, odkud
můžeme odvodit dalšı́ vlastnosti Tn :

gθ(t) = E0

{

n
∑

i=1

f ′(Xi)

f (Xi)
I
[

n
∑

i=1

ψ(Xi − (t − θ)) ≤ 0
]}

.
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Za určitých podmı́nek lze pro Tn dokázat momentovou konvergenci
(konvergenci momentů k momentům asymptoticky normálnı́ho
rozdělenı́ Tn.) Chceme-li srovnat asymptotické momenty s momenty
při konečném n, můžeme využı́t následujı́cı́ věty. Zde
γ(ν)(θ) = Eθ(Tn)

ν značı́ ν-tý moment Tn, a předpokládáme, že je
konečný a diferencovatelný v θ; ν > 0 může být i zlomek.

VĚTA 4.
Za uvedených podmı́nek platı́ pro vš. θ ∈ R

γ̇(ν)(θ) = E0

[

(Tn(X) + θ)ν
(

−
n

∑

i=1

f ′(Xi)

f (Xi)

)]

,

kde

γ̇(ν)(θ) =
dγ(ν)(θ)

dθ
.
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Chvosty kontaminovaného rozdělenı́

Známý Tukeyho-Huberův model kontaminace předpokládá, že v
průměru zlomek (1 − ε) dat pocházı́ z normálnı́ho rozdělenı́, zatı́mco
zbývajı́cı́ data mohou být poškozena abnormálnı́m šumem; ε je rušivý
parametr, obvykle se uvažuje 0 < ε < 0.25. Robustnı́ postupy chtějı́
provést inferenci o dominujı́cı́ části směsi, a filtrovat vliv kontaminujı́cı́
složky. Tento model vedl k základnı́m pojmům robustnosti, jako
influenčnı́ funkce, globálnı́ citlivost, maxbias a bod selhánı́. Dá se
popsat jako

X = (1 − B)Y + BZ ,

kde X je pozorovatelná veličina a Y ,Z a B jsou nepozorovatelné a
nezávislé, Y ∼ F [hladké rozdělenı́ s polohou a měřı́tkem, např.
N(µ, σ2)],Z ∼ G (neznámé rozdělenı́ odlehlých pozorovánı́) a B je
náhodný indikátor kontaminace, P(B = 1) = ε. Pak rozdělenı́
pozorované veličiny X je směs (1 − ε)F + εG, a jeho chvosty jsou
určeny těžšı́m rozdělenı́m z F ,G, nehledě na velikost ε > 0.
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Vliv počátečnı́ho odhadu na jednokrokovou iteraci M-odhadu

Literatura

To ilustruje následujı́cı́ věta:

VĚTA 3.
Nechť Y , Z jsou nezávislé náhodné veličiny se spojitými distribučnı́mi
funkcemi F , G, symmetrickými kolem 0, s nedegenerovanými
pravými chvosty. Nechť F nebo G má těžký pravý chvost, tj. např.
limx→∞

− ln(1−F (x))
m ln x = 1, m > 0. Pak pravý chvost součtu X = Y + Z

je stejně těžký jako těžšı́ z F , G.
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Vliv počátečnı́ho odhadu na jednokrokovou iteraci
M-odhadu

Nechť {Xi , i ≥ 1} jsou nezávislé náhodné veličiny s distribučnı́ funkcı́
F (x , θ0). Hledáme M-odhad θ0, který je řešenı́m minimalizace
∑n

i=1 ρ(Xi , t) = min, t ∈ Θ, otevřený interval v R
1, nebo řešenı́m

rovnice
∑n

i=1 ψ(Xi , t) = 0, kde ψ(x , t) = ∂ρ(x,t)
∂t . Pak za určitých

podmı́nek na F a ρ, že pro každou posloupnost {Mn} kořenů rovnice,
která splňuje

√
n(Mn − θ0) = Op(1), platı́ reprezentace

Mn − θ0 − (nγ(θ0)))
−1

n
∑

i=1

ψ(Xi , θ0) + Rn, kde Rn = Op(n−1).

Zde γ(θ) = Eψ̇(X , θ), ψ̇(X , θ) = ∂ψ(x,θ)
∂θ . Jednokroková

(Newton-Raphsonova) iterace odhadu Mn je definována jako
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Chvosty kontaminovaného rozdělenı́
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M1
n = M0

n − (nγ̂n)
−1

n
∑

i=1

ψ(Xi ,M0
n ) pokud γ̂n 6= 0,

M1
n = M0

n pokud γ̂n = 0,

kde γ̂n = 1
n

∑n
i=1 ψ̇(Xi ,M0

n ). Podobně definujeme 2.,3.,... iteraci. Pak

n(M1
n−Mn) = Op(1) a n(M2

n−Mn) = op(1), pokud
√

n(M0
n−θ0) = Op(1).

Numerické výpočty však ukazujı́, že iterace nenı́ stejně dobrá pro
různé volby M0

n . Dá se dokázat, že nejlepšı́ iterace (už ve smyslu
asymptotiky 2. řádu) je pro takové M0

n , které má stejnou influenčnı́
funkci jako Mn. Je tedy lépe udělat alespoň 2. iteraci M2

n . V lineárnı́m
regresnı́m modelu lze volit počátečnı́ odhad, který má bod selhánı́ 1/2
(i když má řád konsistence < n−1/2), ale už 1. iterace je asymptoticky
ekvivalentnı́ neiterovanému odhadu. Bohužel tato iterace pomalu
konverguje a dědı́ jiné slabé vlastnosti od počátečnı́ho odhadu.
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Chvosty kontaminovaného rozdělenı́
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