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ÚvodOdhadyVýsledky Motiva
eModelDataMotiva
e z neurofyziologieinforma
e v nervovém systému je p°ená²ena posloupnostíak£ní
h poten
iál· (tzv. spik·) generovaný
h jednotlivýmineuronypro p°enos signálu je daleko d·leºit¥j²í doba neº tvar neboamplituda spiku ! £asové kódovánídobu spiku lze povaºovat za jeden bod na £asové ose ) £asovéuspo°ádání spik· m·ºeme modelovat bodovými pro
esy
Z. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky Motiva
eModelDataInforma
e z mnoha neuron·£asto je studována situa
e, kdy máme jeden dlouhý záznamz jednoho neuronuov²em v praxi 
ílový neuron dostává velké mnoºství záznam·od propojený
h okolní
h neuron·, které musí ve velmi krátkém£ase vyhodnotit a zareagovatCíl: zkoumat s
éná°, kdy popula
e neuron· p°ená²í informa
iv krátkém £asovém intervaluZ. Pawlas, L. B. Klebanov, M. Prokop, P. Lánský (2008):parametri
ké odhady moment· interval· mezi dv¥ma spikyZ. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky Motiva
eModelDataBodové pro
esydiskrétní události vyskytují
í se v náhodný
h £ase
h� � � < X�1 < X0 � 0 < X1 < X2 < � � �(jednodu
hý) bodový pro
es � = fXi ; i 2 Zg � náhodná lokáln¥kone£ná posloupnost (navzájem r·zný
h) bod· v R�(t) = #fi : Xi 2 [0; t ℄g, �(t) < k () Xk > tsta
ionární bodový pro
es � rozd¥lení invariantní vzhledemk posunutíintenzita � = E�(1) � st°ední po£et bod· v jednotkovémintervalu£as první události (spiku) po £ase 0: X1doby mezi událostmi: Ti = Xi+1 �Xi , i 2 ZZ. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky Motiva
eModelDataModely bodový
h pro
es·pouºívají se r·zné modely pro spontánní aktivitu neuron·dv¥ r·zná zobe
n¥ní Poissonova pro
esu:
◮ pro
es obnovy
◮ dvojn¥ sto
hasti
ký Poisson·v pro
es (Cox·v pro
es)v na²em p°ípad¥ uvaºujeme sta
ionární bodové pro
esy(p°edpoklad sta
ionarity není p°íli² restriktivní, protoºe pro
esyjsou pozorovány v krátkém £asovém okn¥)

Z. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky Motiva
eModelDataModely sta
ionární
h bodový
h pro
es·
◮ sta
ionární Poisson·v bodový pro
es:fTig iid � Exp(�)
◮ sta
ionární pro
es obnovy:fTig iid s distribu£ní funk
í F a st°ední hodnotou �X1 má hustotu f1(x ) = 1�F (x )�
◮ smí²ený Poisson·v pro
es:náhodná °ídí
í intenzita �podmín¥n¥ p°i � = � je � sta
ionární Poisson·vpro
es s intenzitou �Z. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky Motiva
eModelDataRedukované Palmovo rozd¥lení� sta
ionární bodový pro
es na R s intenzitou �existuje markovské jádro x 7! P !x takové, ºeE XX2� g(X ;� n fX g) = � Z Z g(x ; �)P !x (d�)dxpro libovolnou nezápornou m¥°itelnou funk
i gp°itom lze volit P !x (U ) = P !0(U � x ) aP !0(U ) = 1�E XX2�\[0;1℄1f(� n fX g)�X 2 U gInterpreta
e: P !0 je rozd¥lení � n f0g za podmínky, ºe 0 2 �Z. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky Motiva
eModelDataDistribu£ní funk
e dob mezi událostmiF (t) = P !0(fX1 � tg); t � 0sta
ionární Poisson·v pro
es s intenzitou �:F (t) = 1� e��tsta
ionární pro
es obnovy s distribu£ní funk
í F :F (t) = F (t)smí²ený Poisson·v pro
es s °ídí
í intenzitou �:F (t) = E(E[P(T � t) j �℄) = 1� Ee��tZ. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky Motiva
eModelDataNa²e úlohauvaºujme nezávislé stejn¥ rozd¥lené sta
ionární bodové pro
esy�1; : : : ;�n (homogenní popula
e nezávislý
h neuron·)bodové pro
esy jsou pozorovány v £asovém intervalu délky� > 0 (srovnatelná se st°ední dobou mezi událostmi)po£átek pozorování je volen bez ohledu na probíhají
íneuronální aktivituCíl: neparametri
ky odhadnout distribu£ní funk
i dob meziudálostmi (spiky) F (t) = P !0(fX1 � tg)p°ípadn¥ G(t) = F (t)F (�) distribu£ní funk
i dob mezi událostmiza podmínky, ºe jsou men²í neº �Z. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky Motiva
eModelDataS
hemati
ké znázorn¥ní dat
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0 ∆Z. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky Odhady z jednoho oknaOdhady z ví
e okenOdhady v p°ípad¥ jednoho okna pozorování IEmpiri
ká distribu£ní funk
e:~F (t) = 1�(�)� 1 �(�)�1Xi=1 1fTi � tg; t � �Problémy: 1. náhodný po£et pozorování, závislý s fTig2. výb¥rové vy
hýlení � nem·ºeme pozorovat doby meziudálostmi del²í neº �3. nevyuºívá v²e
hnu informa
i obsaºenou v date
h � víme, ºeT�(�) = X�(�)+1 �X�(�) > B = ��X�(�)Modi�kovaná empiri
ká distribu£ní funk
e:F̂ (t) = 8<:�(�)�1�(�) ~F (t); t � B~F (t); t > BZ. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky Odhady z jednoho oknaOdhady z ví
e okenOdhady v p°ípad¥ jednoho okna pozorování IIKaplan·v-Meier·v odhad1� F̂KM (t) =Ys�t �1� #fi = 1; : : : ;�(�)� 1 : Ti = sg#fi = 1; : : : ;�(�)� 1 : Ti � sg+ 1fB � sg�Odhad zaloºený na zmen²eném výb¥ruF̂RS (t) = 1�(�� t) �(��t)Xi=1 1fTi � tgZ. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky Odhady z jednoho oknaOdhady z ví
e okenVyuºití odhad· z jednoho okna na p°ípad ví
e oken
dva p°ístupy:� zpr·m¥rování jednotlivý
h odhad·� shromáºd¥ní informa
e ze v²e
h oken

Z. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky Odhady z jednoho oknaOdhady z ví
e okenZpr·m¥rování jednotlivý
h odhad·
�Fn (t) = 1n nXk=1 F̂�k (t)�FKMn (t) = 1n nXk=1 F̂KM�k (t)�FRSn (t) = 1n nXk=1 F̂RS�k (t)
Z. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky Odhady z jednoho oknaOdhady z ví
e okenSpojení údaj· z jednotlivý
h oken1� F̂KMn (t) =Ys�t 0BBBB�1� Pk :�k(�)>1 �k (�)�1Pi=1 1fT (k)i = sgPk :�k(�)>1 �k (�)�1Pi=1 1fT (k)i � sg+ Pk :�k (�)�1 1fB (k) � sg)1CCCCA
F̂RSn (t) = nPk=1�k (��t)Pi=1 1fT (k)i � tgnPk=1�k (�� t)Z. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky Odhady z jednoho oknaOdhady z ví
e okenOdhad pro smí²ený Poisson·v pro
es ILapla
e·v funk
ionál pro Poisson·v pro
esL�(f ) = exp��� Z
R

(1� e�f (x ))dx�Lapla
e·v funk
ionál pro smí²ený Poisson·v pro
esL�(f ) = Eexp�� Z f (x )�(dx )� = Eexp��� Z (1� e�f (x ))dx�spe
iáln¥ pro f (x ) = � log(1� t=�), 0 � x � �,L�(f ) = Ee��t ; t < �;F (t) = 1� Ee��t = 1� L�(f )Z. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky Odhady z jednoho oknaOdhady z ví
e okenOdhad pro smí²ený Poisson·v pro
es IInestranný odhad Lapla
eova funk
ionáluL̂�(f ) = 1n nXk=1 exp8<:��k (�)Xi=1 f (X (k)i )9=;nestranný odhad F :F̂MPn (t) = 1� 1n nXk=1 exp8<:�k (�)Xi=1 log�1� t��9=;= 1� 1n nXk=1�1� t���k (�)nepot°ebujeme p°esné £asy události, sta£í po£ty v jednotlivý
hokne
h Z. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky AsymptotikaSimula
eZáv¥rKonzisten
e a asymptoti
ká normalitaOdhad zaloºený na zmen²eném výb¥ru:Zk (t) = �k (��t)Xi=1 1fT (k)i � tg; �̂RSn = 1n(�� t) nXk=1�k (�� t)EZk (t) = �(�� t)F (t); E�k (�� t) = �(�� t)) F̂RSn (t) = Pnk=1 Zk (t)n(�� t)�̂RSn �!n!1 �F (t)� = F (t) s:j:kdyº � je pro
es obnovy nebo smí²ený Poisson·v pro
es, takY RSn (t) = pn �F̂RSn (t)� F (t)� �!n!1N (0; F (t)(1 � F (t))�(�� t) )Z. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky AsymptotikaSimula
eZáv¥rSlabá konvergen
e� smí²ený Poisson·v pro
es, E�2 <1, �0 < �fY RSn (t); t 2 [0;�0℄g konverguje slab¥ v D([0;�0℄)k 
entrovanému gaussovskému pro
esu fY RS (t); t 2 [0;�0℄gs kovarian£ní funk
íEY RS (t)Y RS (s) = (F (s ^ t)� F (s)F (t))=(�(� � (s ^ t))YMPn (t) = pn �F̂MPn (t)� F (t)� ; t 2 [0;�0℄konverguje slab¥ v C ([0;�0℄) k 
entrovanému gaussovskémupro
esu fYMP (t); t 2 [0;�0℄g s kovarian£ní funk
íEYMP (t)YMP (s) = Ee�(s+t)�+st�=� � Ee��tEe��sZ. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky AsymptotikaSimula
eZáv¥rSimula
e� = 1, n = 400pro
es obnovy: Ti � �(a ; b), ET = 1, CVT = pVarTET = 1;5F (t) = Z t0 ba�(a)e�bssa�1 dssmí²ený Poisson·v pro
es: � � �(a ; b), ET = 1, CVT = 1;5F (t) = 1� � bb + t �aodhad G(t): Ĝ(t) = F̂ (t)F̂ (�)Z. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky AsymptotikaSimula
eZáv¥rPro
es obnovy � Kaplan·v-Meier·v odhad
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Z. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky AsymptotikaSimula
eZáv¥rPro
es obnovy � odhad zaloºený na zmen²eném výb¥ru
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Z. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky AsymptotikaSimula
eZáv¥rPro
es obnovy � porovnání odhad·
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Z. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky AsymptotikaSimula
eZáv¥rPro
es obnovy � porovnání odhad·
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Z. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky AsymptotikaSimula
eZáv¥rSmí²ený Poisson·v pro
es � Kaplan·v-Meier·v odhad

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

t

G
(t

)

Z. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky AsymptotikaSimula
eZáv¥rSmí²ený Poisson·v pro
es � odhad zaloºený nazmen²eném výb¥ru
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Z. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky AsymptotikaSimula
eZáv¥rSmí²ený Poisson·v pro
es � porovnání odhad·
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Z. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky AsymptotikaSimula
eZáv¥rSmí²ený Poisson·v pro
es � porovnání odhad·
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Z. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi



ÚvodOdhadyVýsledky AsymptotikaSimula
eZáv¥rZáv¥re£né poznámky� odhady získané slou£ením informa
e ze v²e
h oken jsoup°esn¥j²í neº odhady obdrºené zpr·m¥rováním� v p°ípad¥ pro
esu obnovy má nejmen²í od
hylku odskute£né distrib. funk
e odhad Kaplanova-Meierova typu� odhad zaloºený na zmen²eném výb¥ru dává dobré výsledkypro malá t , pro velká t se hodn¥ informa
e z dat ignoruje;výsledný odhad nemusí být neklesají
í funk
e � je moºnéuvaºovat horní obálku F̂RS+n (t) = sups�t F̂RSn (s)� místo £asu od poslední události (B = ��X�(�)) by
homv odhade
h mohli uvaºovat £asy do první události (X1)� v p°ípad¥ pro
esu obnovy existuje vztah mezi rozd¥lenímB a rozd¥lením dob mezi událostmi T , z odhadu rozd¥leníB tak m·ºeme dostat odhad rozd¥lení TZ. Pawlas Odhad rozd¥lení dob mezi událostmi


