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Uvod, znaceni

X ...pocet ,Uspéchl” v n nezavislych pokusech,
pravdépodobnost uspéchu p

X ~ Binom(n, p), tj.

Py(X =i) = <,:,>pi(l—p)"i i=0,1,...,n

/

Uloha: oboustranny konfidenéni interval C/ = [pL, pu]
pro p na hladiné spolehlivosti 1 — « (n pevné zndmé)

Budeme se zabyvat jen exaktnimi (konzervativnimi) Cl —
pro funkci pokryti cover(p) = P,(p € CI) plati na [0, 1]
cover(p) > 1—«
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Clopper-Pearsoniv (,,exaktni*) Cl

Clopper & Pearson (Biometrika 1934)

o CI? =[pyL, pu], kde p¥i k ,(sp&Sich"

- pL=0pro k=0, py =1 pro k = n, jinak
- Po(X 2 k)= a/2
- PPU(XSk):a/2

e Jinak:
CIP ={p; Ppy(X > k) > /2 & Py(X <k)>a/2}

e Vypocet p;, py ~ kvantily rozdéleni F nebo Beta



Nevyhody Clopper-Pearsonova Cl

Clopper-Pearsontv Cl je pFilis konzervativni:

cover(p) = Pp(p€ Cl) pron=202a1l—«a=0.95

©
o -
o

cover(p)
0.94
!

00 02 04 06 08 10

o Casto Vp cover(p) >1—a
e cover(p) > 1 — a/2 blizko krajnich hodnot (0, 1).
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Exaktni alternativy ke Clopper-Pearsonovu Cl

e Clopper-Pearson:
Po(p<pr)<a/2 & Pylpu<p)<a/2

e Méné konzervativni alternativy:
Po(p < p) + Pp(pu < p) < o,
ale miaze byt
Po(p < pL) > /2 nebo Py(py < p) > /2
e R{zné navrhy:
- Sterne a Crow (1954, 1956)
- Blyth, Still a Casella (1983, 1986)

- Blaker (Canad. J. Statist. 2000)
Vypocetné jednoduchy - kratky program v R,
viz cit. prace nebo web A. Agrestiho
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Blakertv konfidenéni interval

Clopper-Pearsoniv Cl alternativné:

e Konfidencni funkce pro dané n a k:
BP(p) = min{2P,(X > k),2P,(X < k), 1}

o CIP ={p:;3P(p) > a}

Clopper-Pearson confidence curve
n=10,k=3
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Blakertiv konfidenéni interval - definice

e Analogicky jako Clopper-Pearson
CI% = {p; 38(p) = a}

e Konfidencni funkce pro dané n a k:
B38(p) = min{Py(X > k) + Pp(X < k*),
Pp(X < k) + Pp(X > k™), 1}

o k* ...nejvétsi i takové, ze Pp(X > k) > Pp(X <)
o k** .. nejmendi i takové, e Po(X < k) > Po(X > i)

e Plati Py(pe CIB) >1-a
(pfedpoklad X ~ Binom(n, p) zatim nadbyteny)



Blakerova konfidenéni krivka

Blaker confidence curve
n=10,k=3
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Vlastnosti 38 a CI®

ed <a=CE Cdc,
(neni u jinych ,méné konzervativnich"
alternativ CI“” samoziejmost)

° ﬂB < ﬁCP = C|B C CICP

« 3% <1, B8(k/n) =1

e Funkce 8B je spojita véude kromé bodi p, kde
- p<k/naPy(X>k)=Py(X <1i) pro n&aké i

- p>k/na Py(X < k)= Py(X >1i) pro néjaké i

e V bodech nespojitosti funkce 38 plati 38(p) = 5P (p)
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Vypolet CIB — ,autorsky" algoritmus

e Kratky program v R v élanku Blaker (2000),
corrigenda Blaker (2001)
(chybu nasel a opravil Jend Reiczigel),
viz téz web A. Agrestiho

e Vypocet levé/pravé Blakerovy konfidenéni meze:
Numericky se hledd, kde (38(p) — a) mé&ni znaménko:
@ Start v Clopper-Pearsonové mezi (CIEB C CI¢P1)

@® Postupuj smérem ke k/n s konstantnim krokem (default 1074)

© Skondit, kdyz poprvé 38(p) > o — fedenim je p
z predchdzejci iterace
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Blakertv algoritmus: co proti nému mam?

e Trpim predsudkem, Ze konstantni krok je ostuda
e P¥i vétsi pozadované presnosti konvergence pomala

e Metoda miize selhat (vysvétlim pozdéji)
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Co se dé€je?

Sledujme znaménko (35(p) — o) pro n =350,k =5

Blaker confidence curve
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Funkce 38 na intervalech [0, k/n] a [k/n, 1]
na prvni pohled vypada jako monotdénni, ale neni
(jak konstatuje i Blaker)

CIB = {p; 3B(p) > a} nemusi byt interval

Chceme-li interval, musime vzit conv(CIB)
a numericky hledat p; = min{p; 38(p) > a}
a py = max{p; 3%(p) > a}

Pdleni intervalu mize konvergovat k jinym bodim,
kde (38(p) — «) méni znaménko

Totéz se mize stat i pri iteracich s konstantnim krokem,
jen ne tak snadno
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Novy algoritmus

e Lze dosdahnout konvergence
- rychlé,

- bezpecné ke spravnym bodim p;, py?

e Ano, kdy? vyuzijeme, co se da dokazat o priibéhu 3B
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Novy algoritmus — predpoklady

° BB na intervalu, kde je spojitd, je také kvazikonvexnti,
ti. a< b < ¢ = BB(b) < max(38(a), 38(c))

e Jak to: Na takovém intervalu
B5(p) = 1= Pp(i < X <),
pro n&jaka i, j

o — Kdyz
- B8(po) < a, BB(p1) > a,
- mezi pg a p1 neni nespojitost,
méni (ﬂB(p) — a) znaménko mezi pp a p1 v jediném bodé
(Ize najit palenim intervalu)
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e Necht
- po je doIni mez CIP na hladiné spolehlivosti 1 — a,

- p1 je nejblizsi bod nespojitosti 32 vpravo od py.
Potom p; = min{p; 8(p) > a} < p1

e Analogicky pro horni mez py

e Jak to:
BE(p1) = P (p1) > B (po) = «
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e Pfipomerime z definice 55:
K* .. nejvétdi i takové, ze Pp(X > k) > Po(X < i)
k** ...nejmensi i takové, ze Po(X < k) > Pp(X > i)

o k™ a k** zavisi na p a jakozto funkce p
- jsou monoténni (neryze)

jsou konstantni v intervalech, kde 3 je spojita,

- maji tytéZ body nespojitosti jako 32,

maji v téchto bodech vesmés skok velikosti 1



Novy algoritmus — predpoklady

e Pfipomerime z definice 55:
k* ...nejvétsi i takové, ze Pp(X > k) > Pp(X < i)
k** ...nejmensi i takové, ze Po(X < k) > Pp(X > i)
o k™ a k** zavisi na p a jakozto funkce p
- jsou monoténni (neryze)
- jsou konstantni v intervalech, kde 58 je spojita,
- maji tytéZ body nespojitosti jako 3,

- maji v téchto bodech vesmés skok velikosti 1

e — Body nespojitosti 38 Ize numericky snadno hledat
jako body, kde k* nebo k** maji skok
(napt. palenim intervalu)
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Novy algoritmus — popis

Uvedu pro dolni mez p; (horni analogicky)

® Za py vezmeme dolni mez CIP
@® Pokud 38(py) > o, pak p. = pg, konec

© Jinak: Najdi (napt. pilenim intervalu) p; > po
jako nejblizéi bod nespojitosti 55

O Pokud Iimpapl_ BB(p) >

najdi mezi py a p1 (pulenlm intervalu) p;
jako bod, kde (38(p) — «) st¥idd znaménko, konec

@ Jinak: pp = p1
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Zavér

e Prispévek pripravovan nakvap, proto omluvy:
- Vyklad nebyl dost piktoridlni

vvvvvv

se teprve chystam
- Lepsi priklady nez n = 350 snad budou casem

e Neminil jsem Blaker(v interval bezhlavé propagovat —
za nudnych robustnich vecert si hodlam Cist ¢lanek
Vos & Hudson (2008), k Blakerovu Cl znaéné kriticky
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