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Model — Predikce — Prevence

Preventivni Gdrzbova strategie Plan obnovy po katastrofé
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Stavy systému: w(t) = (w1(t),wa(t),...,wn(t)), t>0,

(i) na pocatku (v ¢ase 0) je systém ve stavu w° = (0,0, ...,0),

(ii) proces Siteni za¢ina napadenim objektu i s pravdépodobnosti
7(,'7I'= 1,2,....n,

(iii) pokud je v Case t zasazen objekt i, potom existuje ndhodna doba
T po které se proces rozsiti na néktery z dosud nenapadenych
objektd,

(iv) stavy procesu v Case t tvoii stochasticky proces {X(t),f > 0} ve
spojitém Case. Stavy tohoto procesu lezi v mnoziné Q = {0,1}"”
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(ii) proces Siteni za¢ina napadenim objektu i s pravdépodobnosti
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Pfiklad: n=7 = =(1,0,0,0,0,0,0)

Ze v8ech 27 moznych stavl je pouze 14 moznych:
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(1,0,0,0,0,0,0), (1,1,0,0,0,0,0), (1,0,1,0,0,0,0), (1,1,1,0,0,0,0),
(1,0,1,1,0,0,0), (1,1,1,1,0,0,0), (1,0,1,1,1,0,0), (1,1,1,1,1,0,0),
(1,0, 1,1,1,1,0), (1,0,1,1,1,0,1),(1,1,1,1,1,1,0), (1,1,1,1,1,0,1),
(1,0,1,1,1,1,1), (1,1,1,1,1,1,1).
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Model 1 — Jednosmérny model
Uvazujme nasledujici dodatecné predpoklady:

(v) v jednom ¢asovém okamziku mdze byt napaden nejvyse jedinny
objekt,
(vi) kazdy objekt mize byt napaden nejvyse jednou,
(vii) kazdy dalsi objekt bude napaden s pravdépodobnosti, ktera zavisi
pouze na souc¢asném stavu procesu, nikoli na cesté, ktera k nému
vedla (Casové posloupnosti udalosti na jednotlivych objektech).
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Model 1 — Jednosmérny model
Uvazujme nasledujici dodatecné predpoklady:

(v) v jednom asovém okamziku mdze byt napaden nejvyse jedinny
objekt,
(vi) kazdy objekt mize byt napaden nejvyse jednou,
(vii) kazdy dalsi objekt bude napaden s pravdépodobnosti, ktera zavisi
pouze na sou¢asném stavu procesu, nikoli na cesté, ktera k nému
vedla (¢asové posloupnosti udalosti na jednotlivych objektech).
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Model 1 — Jednosmérny model
Uvazujme nasledujici dodatecné predpoklady:

(v) v jednom asovém okamziku mdze byt napaden nejvyse jedinny
objekt,
(vi) kazdy objekt mize byt napaden nejvyse jednou,
(vii) kazdy dalsi objekt bude napaden s pravdépodobnosti, ktera zavisi
pouze na souc¢asném stavu procesu, nikoli na cesté, ktera k nému
vedla (Casové posloupnosti udalosti na jednotlivych objektech).

= Stavy systému v Case t tvofi Markovsky proces {X(t),t > 0} ve
spojitém Case.
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o |w|=wi+ws+---+w, poCetobjektl které byly zasazeny, je-li
systém ve stavu w (rozsah poskozeni systému)

Oznacéme:
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o |w|=wi+ws+---+w, pocetobjektl které byly zasazeny, je-li
systém ve stavu w (rozsah poskozeni systému)

e O ={weQ:|wl=j} obsahuje vSechny stavy, pfi kterych bylo
zasazeno praveé j objektl. PoGet takovych stavi je (7)
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Oznaéme:

o |w|=wi+ws+---+w, pocetobjektl které byly zasazeny, je-li
systém ve stavu w (rozsah poskozeni systému)

e Q;={wecQ:|w| =/} obsahujevsechny stavy, pfi kterych bylo
zasazeno praveé j objektll. PoGet takovych stavi je (7)

&

n
Q=JQ, QnQ =0 proviechna i +#
=1
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Model 1 — Jednosmérny model
Usporadejme stavy systému ve vzrlstajicim poradi podle rozsahu
poskozeni. Potom, za pfedpokladu (i)-(vii) je matice intenzit pfechodu
Q procesu {X(t),t > 0} horni trojuhelnikovou matici o velikosti
2" x 2". Matici Q mUzeme zapsat v blokovém tvaru jako

Doo P4 O O ..o O

O Dy P O --- O
Q= 0 O Dy Pz --- O
0 o o o -.- 0

kde P;; je obdéInikova matice velikosti (1) x (7) symbol O oznaduje
matici samych nul a Dj; jsou ¢tvercové diagonalni matice pro
i=1,...,n. Navic plati

/
—D,',,' = e.P,-’,-JH ./,",'

kde /; ; je jednotkova matice o velikosti /, e je fadkovy vektor (’])
jednicek.
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Priklad

Piiklad: n =7 w(t) = (1,0,0,0,0,0,0)
Ze v8ech 27 moznych stavl je pouze 14 moznych:
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(1,0,0,0,0,0,0), (1,1,0,0,0,0,0), (1,0,1,0,0,0,0), (1,1,1,0,0,0,0),
(1,0,1,1,0,0,0), (1,1,1,1,0,0,0), (1,0,1,1,1,0,0), (1,1,1,1,1,0,0),
(1,0, 1,1,1,1,0), (1,0,1,1,1,0,1),(1,1,1,1,1,1,0), (1,1,1,1,1,0,1),
(1,0,1,1,1,1,1), (1,1,1,1,1,1,1).
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Matice intenzit prechodu S ma tvar
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Priklad
Z podminky nulovosti fadkovych souctt matice S dostdvame u = —a— b,
v=-d-e, w=-g—-h x=——-k, y=—-m-n, z=-p—q.
Zbyva 19 neznamych parametrd, jakési podminéné intenzity prechodu:

a=i(1—-21); g=i(1—2]1,3,4); m=i(1—2]1,3,4,5,6);
b=i(1—3[1); h=i4—5/,3,4); n=i5—71,3,4,5,6);
c=i(1—3/1,2); i=i(4—5[1,234); p=i1—2/1,345,7);
d=i(1—201,3); j=i(1—2/1,3,45); q=i5—6[1,3,4,57);
e=i(3—4[1,2); k=i(5—6[1,3,45): r=i5—71,234586);
f=i(3—41,3); I=i(5-6/1,2,3,4,5); s=i5—6[1,23,4,57);
t=(1-21,3,4,56,7).

V pfipadé nezavislosti prechodll mezi objekty na pfedchozi cesté, dostavame
a=d=g=j=m=p=t b=c, e=f h=i k=Il=qg=s, n=r.
Tim se cely model zredukuje na pouhych 6 parametr( a, b, e, h, k, n.
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(v) v jednom asovém okamziku mdze byt napaden nejvyse jedinny
objekt,
(vi) kazdy objekt mize byt napaden nejvyse jednou,
(vii) kazdy dalsi objekt bude napaden s pravdépodobnosti, ktera zavisi
pouze na souc¢asném stavu procesu, nikoli na cesté, kterd k nému
vedla (Casové posloupnosti udalosti na jednotlivych objektech).

Model 1 — Jednosmérny model
Vynechme predpoklad (vi):

= Stavy systému v €ase t tvofi Markovsky proces {X(t),t > 0} ve
spojitém Case.
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Model 2

b

(v) v jednom ¢asovém okamziku mdze byt napaden nejvyse jedinny
objekt,

Model 2 — Opravitelny model
Vynechme predpoklad (vi):

(vi)

(vii) kazdy dalsi objekt bude napaden s pravdépodobnosti, ktera zavisi
pouze na sou¢asném stavu procesu, nikoli na cesté, ktera k nému
vedla (Casové posloupnosti udalosti na jednotlivych objektech).

= Stavy systému v €ase t tvofi Markovsky proces {X(t),t > 0} ve
spojitém Case.
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Model 2 - Opravitelny model

b

Proces X(t) si Ize predstavit jako ndhodnou prochézku mezi mnozina-
mi Qo, ..., Qn. Je-li proces ve stavu w € Q;, 0 < j < n, miZe v nasle-
dujicim Case prejit pouze do nékterého ze stavil mnozZiny €;_1 U Qjy1.
Pfitom Qg = {w°} a Qu = {wN} jsou reflexni stavy. V tomto modelu
jsou véechny stavy pfechodné. Takovyto proces mizeme interpretovat
jako proces $ifeni udalosti v opravitelném systému.
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Model 2 — Opravitelny model
Matici intenzit prechodu Q procesu {X(t),t > 0} v modelu 2 Ize zapsat
v blokovém tvaru jako

Do,o P0,1 (0] o ... 0
Rip D1y Pip O --- O

Q=| O Ry1 Dy Po3 (0]
0 O o o cce Dn,n

kde P;; je obdéInikova matice o velikosti (7)) x (7), A, je obdéInikova
matice velikosti (7)) x (7), symbol O oznacuje matici samych nul a Dj;

jsou Ctvercové diagonalni matice pro i = 1,..., n. Navic plati
i ! i+1 pr
7DI’,I': (e’.H,-_1’,-+e’+ 'Pi,i+1)'li7i

kde /;; je jednotkova matice o rozméru i, € je fadkovy vektor (7)
jednicek.
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Jednosmérny model: Doba trvani systému je doba T, za kterou
proces X(t) dosahne stavu w™ = (1,1,...,1).

Beéhem této doby sledovana udalost projde vSemi objekty systému
(totalni znigeni systému). Stav w" je absorpéni.
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Doba trvani systému

Jednosmérny model

Doba trvani T systému v modelu 1 je nahodna veli€ina s rozdélenim
pravdépodobnosti fazového typu s vektorem pocatecniho rozdéleni

m = (m,m2,...,7n,0,0,...,0) ahorni trojuhelnikovou matici intenzit
Dy P12 O - (0

O Dy Pr3 --- o

0 0 0 - Dpipa
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Doba trvani systému

Jednosmérny model

Doba trvani T systému v modelu 1 je nahodna veli€ina s rozdélenim
pravdépodobnosti fazového typu s vektorem pocatecniho rozdéleni

m = (m,m2,...,7n,0,0,...,0) ahorni trojuhelnikovou matici intenzit
Dy P12 O - (0

O Doy Po3 --- o
o o o e Dn—1,n—1
V pfipadé PH-rozdéleni zname vSechny momenty:

E(T¥) = (-1)kkizS¥e, ke N.

kde e je vektor jednicek.
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Doba trvani systému

Opravitelny model

Doba trvani T systému v modelu 2 je nahodna veli€ina s rozdélenim
pravdépodobnosti fazového typu s vektorem pocatecniho rozdéleni
7 =(1,0,...,0) a matici intenzit prechodu

Doo Pos O (0]
Rio Di1 Pip (0
(o]

S=| 0 Ry Do

o o o s Dn—1,n—1
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Doba trvani systému

Opravitelny model

Doba trvani T systému v modelu 2 je nahodna veli€ina s rozdélenim
pravdépodobnosti fazového typu s vektorem pocatecniho rozdéleni
7 =(1,0,...,0) a matici intenzit prechodu

Doo Pos O (0]

Rio Di1 Pip (0

S=| 0 R Do o
o o o s Dn—1,n—1

Specialné
E(T)=-nS7"e,

Var(T) =278 2e — (S 'e)?.
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Pro dané i oznacme
={weQ:w =0}

l={weQ:w =1}
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Pro dané i oznacme

| = {w e Q:w; = 0} —mnoZina stavl systému, ve
, kterych nebyl zasazen i-ty objekt
P ={weQ:iw =1}
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Pro dané i oznacme
) = {weQ:w =0}

| ={w e Q:w =1} —mnozina stavd systému, ve

kterych je i-ty objekt zasazen
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Pro dané i oznacme
) = {weQ:w =0}

l={weQ:w =1}

Mnoziny S} a S} jsou disjunktni a je S} = Q — S|
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Jednosmérny model
Preusporadanim stavd v obou mnozinach 86 a S} vzestupné podle |w|
dostaneme blokové vyjadreni matice intenzit pfechodu ve tvaru

S S

S{, A C
s \O0 B
kde

A je horni trojuhelnikova matice velikosti (27" — 1) x (2"~ — 1),
B je horni trojuhelnikova matice velikosti (271 x 27—1),
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Model Doba trvani systému SET model
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Doba prvniho zasazeni

Jednosmérny model
Preusporadanim stavd v obou mnozinach 86 a S} vzestupné podle |w|
dostaneme blokové vyjadreni matice intenzit pfechodu ve tvaru

S S

S{, A C
s \O0 B
kde

A je horni trojuhelnikova matice velikosti (27" — 1) x (2"~ — 1),
B je horni trojuhelnikova matice velikosti (271 x 27—1),

Opravitelny model
Po preusporadani stavi dostaneme matici intenzit pfechodu

S S
S, (A C
s \G B

kde G je nenulova matice.



Uvod Model Doba trvani systému SET model Vétvici se model
o]

000 [e]e] o] 0000000 00000
0000 (e} [e]e]e}

Doba prvniho zasazeni

Tvrzeni

Doba T; prvniho zasaZeni objektu i v systému je nahodna veli¢ina s
rozdélenim pravdépodobnosti fazového typu PH(x', A), kde

wh = (m, . WA, Ty e o3 Tno1,0,...,0, 7).
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Doba prvniho zasazeni

Tvrzeni

Doba T; prvniho zasaZeni objektu i v systému je nahodna veli¢ina s
rozdélenim pravdépodobnosti fazového typu PH(x', A), kde

wh = (m, . WA, Ty e o3 Tno1,0,...,0, 7).

A je matice v podobném tvaru jako matice S v predchozich tvrzenich:
pro jednosmérny model

Diy Pip O --. o
O Dy Pz --- (0]
(0] o o e Dn—1,n—1
kde
P; j je obdéInikova matice velikosti (7) x (7) O je nulova matice,
D;; jsou ¢tvercové diagonalni matice pro i =1, ..., n. Navic,
Dij = —(e.P};,4.li;), kde e e fadkovy vektor (7) jednicek a

li  je jednotkova matice o velikosti /.
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Doba prvniho zasazeni

Tvrzeni

Doba T; prvniho zasaZeni objektu i v systému je nahodna veli¢ina s
rozdélenim pravdépodobnosti fazového typu PH(x', A), kde

wh = (m, . WA, Ty e o3 Tno1,0,...,0, 7).

A je matice v podobném tvaru jako matice S v predchozich tvrzenich:
pro opravitelny model

Do,o P0,1 (o] o
Rio D11 Pip (0
A=| 0 Rx1 D> o
O O O .-+ Dp_1n
kde
R;,i jsou obdélnikové matice o velikosti (7) x (7) a

_ =Y i+1 pr L
D,",' = f(e’.F?,-_L,- + et 'P',i+1)‘//,/

i
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Délka cyklu obnovy
Za predpokladu opravitelnosti v modelu 2 miiZzeme proces Sifeni
udalosti chapat jako proces obnovy. Okamzik obnovy nastava tehdy,
kdyZ se proces dostane do stavu w°. Cyklus obnovy je doba, kterou
proces, ktery za&al ve stavu w?, potiebuje k tomu, aby se znovu dostal
zpét do stavu °.



Doba trvani systému
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Délka cyklu obnovy
Za predpokladu opravitelnosti v modelu 2 miiZzeme proces Sifeni
udalosti chapat jako proces obnovy. Okamzik obnovy nastava tehdy,
kdyZ se proces dostane do stavu w°. Cyklus obnovy je doba, kterou
proces, ktery za&al ve stavu w?, potiebuje k tomu, aby se znovu dostal
zpét do stavu °.

V tomto ptipadé budeme chapat stav w? dvéma zplisoby:
e jako pocateéni stav (70 = (1,0, ...,0))
e jako absorpéni stav v okamziku, kdy se do ného proces dostane z
jiného stavu.
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Délka cyklu obnovy
Za predpokladu opravitelnosti v modelu 2 miiZzeme proces Sifeni
udalosti chapat jako proces obnovy. Okamzik obnovy nastava tehdy,
kdyZ se proces dostane do stavu w°. Cyklus obnovy je doba, kterou
proces, ktery za&al ve stavu w?, potiebuje k tomu, aby se znovu dostal
zpét do stavu °.

V tomto pfipadé budeme chépat stav w° dvéma zpiisoby:
e jako potateéni stav (7° = (1,0, ...,0))
e jako absorp¢ni stav v okamziku, kdy se do ného proces dostane z
jiného stavu.
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Délka cyklu obnovy
Za predpokladu opravitelnosti v modelu 2 miiZzeme proces Sifeni
udalosti chapat jako proces obnovy. Okamzik obnovy nastava tehdy,
kdyZ se proces dostane do stavu w°. Cyklus obnovy je doba, kterou
proces, ktery za&al ve stavu w?, potiebuje k tomu, aby se znovu dostal
zpét do stavu °.

V tomto ptipadé budeme chapat stav w? dvéma zplisoby:
e jako potateéni stav (7° = (1,0, ...,0))
e jako absorpéni stav v okamziku, kdy se do ného proces dostane z
jiného stavu.
= Muzeme popsat chovani délky cyklu obnovy pomoci
PH-rozdéleni.
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Délka cyklu obnovy
Délka cyklu obnovy v modelu 2 je nahodna veliina s rozdélenim
pravdépodobnosti fazového typu PH(7°, W), kde

Do’o Po’1 (o] o ... 0
Rio Diy Pip O --- O

w=| O Ry D2 Pz --- O

0 O O 0 cc Dn’n
kde P;; je obdéInikova matice o velikosti (7) x (7), symbolem O
oznacujeme nulovou matici a D;; jsou Ctvercové diagonalni matice pro
i=1,...,n. Navic je
—D,',,' = e.P;J-JH ./,',,'

kde /;; je jednotkova matice velikosti i, e je fadkovy vektor (7)
jednicek.
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Retézec souslednych udalosti (SEC)

Vétvici se model
00000
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SET model

V Case t > 0 se SEC rozhoduje mezi tremi
moznostmi:

« opustit stav Sy a pokracovat k nasledné

udalosti S, s intenzitou q
e ukoncit fetézec s intenzitou p.
@ e setrvat ve stavu S, po nahodnou dobu

T, ktera méa exponencialni rozdéleni

P q
@ pravdépodobnosti Exp(—(q + p))

Retézec souslednych udalosti (SEC)
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SET model

po
@ P a1
P N @ P2 %
& (& 2

&) &)
Retézec souslednych udalosti (SEC) — strom sousle.dnych
udalosti (SET)
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SET model

S =185y, Si,...,Sp} mnozina souslednych udalosti,
& ={Ey, E, ..., Ep} mnozina ukonceni.

SET mlZeme popsat jako homogenni Markovsky proces
{X(t),t > 0} se spojitym Casem a kone€nou mnozinou stavu
SUE.

Proces zacina ve stavu Sy s pravdépodobnosti 1.
V8echny stavy v S jsou pfechodné a stavy v £ jsou absorpéni.

gii+1 = q; je intenzita pfechodu ze stavu S; do stavu S;. 1,
Qi n+it2 = Pj je intenzita pfechodu ze stavu S; do absorpéniho
stavu E;.
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SET model

V kazdém casovém okamziku t > 0 se SEC musi rozhodnout
mezi nasledujicimi tfemi moznostmi:

e setrvat ve stavu S; po nahodnou dobu T; s exponencidlnim
rozdélenim pravdépodobnosti Exp(—(q; + p;))

e opustit stav S; a pokracovat do dal§iho stavu S;, ¢ s
intenzitou pfechodu g;

e ukon it fetézec ve stavu E; s intenzitou p;.
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SET model
Matice intenzit pfechodu ma blokovy tvar

Qs Qe
Q= <O O> (1)
kde Qg je (n+ 1) x (n+ 1) diagonalni matice, jejiz prvky p;
jsou intenzity ukonceni fetézce po realizaci i souslednych
udalosti S;, i =0,...,na O oznacuje nulovou matici
(n+1)x(n+1). Qsje (n+1) x (n+ 1) matice intenzit
prechodu ze stavll z S do stavl v S ve tvaru

—(qo + po) Qo o -~ 0
0 (g1 +p1) g - 0
Qs = ) ) . )

0 0 o ... —Pn
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SET model

Uvazujme vnofeny Markovsky fetézec {Y,}, n=0,1,...,n.
Matice pravdépodobnosti pfechodu Y ma blokové vyjadreni
_(Ps Pe
P=(5 )
kde a
0
(qo+po) 0 0
0 il o0
Pg = (q1+p1) :
0 0 0 0

Pe je (n+ 1) x (n+ 1) diagonalni matice, jejiz prvky

pi/(qi + pi) jsou pravdépodobnosti zastaveni fetézce po i-té
sousledné udalosti S;, i =0, ..., n. O oznacuje nulovou matici
(n+1)x(n+1)alje(n+1)x(n+1) jednotkova matice.
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Pravdépodobnostni rozdéleni stop-stavii SET

Necht {X(t),t > 0} je SET s matici intenzit pfechodu Q. Potom
X(t) skonCi ve stavu k s pravdépodobnosti

_ Po -1 Qo
N = ——=1- ;
Po + Qo Po + Qo
T = pk.M, k=1,....n—1,
Hj o(Pj + q))
H/ Oq/
Tn

Hj:o (b + CI/)'
Stfedni doba do zastaveni po i-tém kroku je

k

1
Ty = :
- ,:ZOP/HI/
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Priklad

Uvazujme SET sloZeny z nidentickych SEC. To znamen4, ze
mame q; = q, p; = p pro véechna i =0, ..., n. Potom
pravdépodobnostni rozdéleni koncovych stavi £ ma tvar

k—1
S (‘7> (L—‘7>,1§k§n—t
p+q p+q

- _ <q>n1
p+q

a stfedni hodnota Casu zastaveni po k krocich je Ty = 5.

Stredni hodnota "doby trvani"takového kone¢ného SET je
1 _ 9"\ _1¢1_
p (1 (P+Q)"> =p (1 —m).
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Obecné rozdéleni dob setrvani

Uvazujme model, v némz doby setrvani v jednotlivych stavech nejsou
nutné exponencialni. To znamena, Ze budeme uvazovat mnozinu
distribuCnich funkci F;(t), t > 0 dob setrvani ve stavech

Si, i=1,...,n. Potom X(t) tvofi semimarkovsky proces. Jestlize
vnoreny markovsky fetézec zUstava stejny jako v pfedchozim modelu,
potom plati pfedchozi Tvrzeni, pouze s tim rozdilem, Ze stfedni
hodnota ¢asu zastaveni bude rovna

K
Tk =Y E(7),
j=0

kde E(7) = [ taFi(t).
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Rozdéleni doby do zastaveni v rozvétveném modelu
Necht {X(t),t > 0} je SET s matici intenzit prechodu Q typu (n x n).

Matice Q ma tvar
Q= QS QE
“\O0 O

kde Qs a Qg jsou horni trojuhelnikové matice.
Stredni dobu do zastaveni ve stavu Ej Ize vyjadfit vztahem
Te=-a(Qg’) e’

kde é=(1,1,...,1)a Q(Sk) je shodna s matici Qg az na diagonalni
prvky, které jsou rovny

9 =g+ > aij.

J#k
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Rozdéleni stop-stavii rozvétveného modelu
Necht {X(t),t > 0} je SET s matici intenzit prechodu Q typu (n x n).

Matice Q ma tvar
Q= QS QE
“\O0 O

kde Qs a Qg jsou horni trojuhelnikové matice. Oznaéme P matici

pravdépodobnosti pfechodd vnofeného Markovského fetézce.

Pravdépodobnost zastaveni procesu X(t) ve stavu Ey je rovna
7 = aPgPE,

kde &= (1,0,...,0) je vektor pocatecniho rozdéleni X(t) a
Ps = Z}’ﬂ PL.
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Zaver
e Jednosmérny model
o reprezentace Markovskym procesem
e rozdéleni doby trvani procesu a doby do prvniho zasazeni
vybraného objektu

e Opravitelny model
e strom souslednych udalosti
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Dékuji za pozornost.

Gejza Dohnal

Centrum pro jakost a spolehlivost vyroby, CVUT v Praze
dohnal@nipax.cz
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