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Katedra experimentálnı́ fyziky
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s měřenı́m magnetizace. Jedná se o problémy
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Nanomateriály a jejich výzkum

Fyzikálnı́ podklady
Nanomateriály

Nanomateri ály = 1,2,3 - dimenzionálně vymezené prostorové
útvary (nanorozměrové útvary) vyplněné nebo obklopené
hmotou, které majı́ unikátnı́ vlastnosti (mechanické, elektrické,
optické a magnetické) takové, jenž se u makrolátky nevyskytujı́.

Magnetické vlastnosti nanomateriálů jsou ovlivněny dvěma
faktory: tzv. povrchovými jevy a jevy spojenými s konečným
rozměrem částic ⇒ je pozorováno magnetické chovánı́, které je
velmi přı́znivé a přitažlivé pro jeho aplikaci v praxi.

Z aplikačnı́ho hlediska jsou jednı́m z nejvýznamnějšı́ch druhů
magnetických materiálů sloučeniny na bázi železa a oxidů
železa, které lze v nanometrovém rozměru využı́t např. jako
kontrastnı́ látky v nukleárnı́ magnetické rezonanci, jako pigmenty
v záznamových médiı́ch (např. harddisky) a předevšı́m v
medicı́nských aplikacı́ch (oprava DNA kódů, cı́lená léčba
rakoviny a nádorových onemocněnı́, označovánı́ nemocných
buněk a tkánı́ atd.).
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Nanomateriály a jejich výzkum

Fyzikálnı́ podklady
Magnetizace

Magnetizace = fyzikálnı́ veličina, která jednoznačně popisuje
magnetický stav zkoumaného vzorku.

Magnetizaci je možné měřit dvěma způsoby:
1 při různé teplotě, ale s konstantnı́m vnějšı́m magnetickém polem

⇒ tzv. teplotnı́ závislost magnetizace
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P. Tuček1,2, et al. (KMAAM,KGI a KEF PŘF UP) Design experimentu magnetizace Králı́ky 5 / 39
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Nanomateriály a jejich výzkum

Problematika
Konkrétnı́ úloha

Z Nanocentra UP nám byla poskytnuta data z měřenı́ nanočástic
Gama formy oxidu železitého, jejichž střednı́ rozměr nabývá hodnoty
přibližně 15 nm.

Tyto nanočástice byly připraveny teplotnı́ dekompozicı́ oktanu
železnatého při teplotě 360◦C.

Měřenı́ přı́slušné magnetizace bylo provedeno ve 150 bodech, jenž
byly vybrány z intervalu −70000 Oe až 70000 Oe.

Na začátku byla v každém bodě provedena tři měřenı́. Měli jsme tedy
k dispozici 450 hodnot.
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Nanomateriály a jejich výzkum

Fyzikálnı́ podklady
Langevinova funkce

Francouzský fyzik Pierre Langevin odvodil pro hystereznı́ smyčku
v superparamagnetickém stavu závislost danou tı́mto předpisem

y = Θ1 · coth(Θ2 · x) − Θ1

Θ2 · x
, (1)

kde parametry Θ1 a Θ2 jsou fyzikálnı́ konstanty charakterizujı́cı́
jednoznačně zkoumaný nanomateriál.
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Nanomateriály a jejich výzkum

Naměřená data
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Nanomateriály a jejich výzkum

Kalkulace počátečnı́ch nákladů
Kalkulace jen na přı́mé náklady měřenı́

Energetické a finančnı́ náklady měřenı́ superparamagnetických
smyček na magnetometru MPMS-XL 7 od firmy QUANTUM DESIGN,
U.S.A. jsou dány následujı́cı́ rozvahou:

Měřenı́ 150 bodů (i s teplotnı́ stabilizacı́)

celková délka měřenı́ 5 hodin a 25 minut,

spotřeba hélia: 3,1 l,

cenı́k:1 l hélia = 270 Kč, 24 h provoz magnetometru (spotřeba
elektřiny): 3600 Kč

celkové přı́mé náklady na měřenı́: 813 kč + 837 kč = 1650 kč
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Matematicko - statistické modelovánı́ Odhad parametrů z původnı́ho měřenı́

Postup řešenı́
Model nepřı́mého měřenı́ Langevinovy funkce bez podmı́nek

Mějme naměřená hodnoty (y1, y2, . . . y150)
′ v pevně zvolených bodech

(x1, x2, . . . x150)
′. Každá hodnota yi představuje průměr ze třı́ měřenı́.

Langevinova funkce vyjadřuje hodnoty závislé proměnné takto:

yi = Θ1 · coth(Θ2 · xi) −
Θ1

Θ2 · xi
+ ǫi i = 1, . . . , 150

kde ǫi je chyba měřenı́.

Model nepřı́mého měřenı́ vektorového parametru zapı́šeme

Y ∼ [φ(Θ),Σ],
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Matematicko - statistické modelovánı́ Odhad parametrů z původnı́ho měřenı́

Postup řešenı́
Model nepřı́mého měřenı́ Langevinovy funkce bez podmı́nek

kde φ(Θ) je známá (v našem přı́padě nelineárnı́) funkce tvaru

φ(Θ) =




φ(x1,Θ)
...

(φ(x150,Θ)


 ,

konkrétně

φ(xi ,Θ) = Θ1 · coth(Θ2 · xi) −
Θ1

Θ2 · xi
i = 1, . . . , 150

a Σ je kovariančnı́ matice vektoru Y.

⇒ LINEARIZACE MODELU

Je-li φ(Θ0) známý vektor ⇒ rozvoj do Taylorovy řady v nı́ž
zanedbáme členy druhého a vyššı́ch řádů.
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Matematicko - statistické modelovánı́ Odhad parametrů z původnı́ho měřenı́

Postup řešenı́
Ověřenı́ podmı́nek linearizace

Náhodnému vektoru Y odpovı́dá modelu

Y = φ(β) + ε, ε ∼ Nn[0, σ2V] . (2)

kde φ : Rk → Rn je spojitá funkce, která má spojitou prvnı́ a druhou
derivaci, β ∈ Rk je neznámý parametr (v našem přı́padě je k = 2) a V
je známá positivně definitnı́ matice. Dále uvažujme bod β0 ∈ Rk a
známé okolı́ O bodu β0 v parametrickém prostoru takové, že se v
něm nacházı́ skutečná hodnota parametru β.
Model budeme zkoumat při splněnı́ následujı́cı́ch předpokladů

1) regularita v bodě β0 (jestliže F =
∂φ
∂β′ |β0

a hodnost r(F ) = k),

2) ∂3φ(β)
∂βiβj βk

= 0 pro libovolné β ∈ O(β0), ∀i , j , k = 1, 2.
Při splněnı́ těchto předpokladů lze parametrický prostor parametru β

redukovat na O a model nahradit modelem kvadratickým

Y − φ0 ∼ Nn
(
Fδβ + 1

2κ(δβ),Σ22
)
,

β ∈ O (3)
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Matematicko - statistické modelovánı́ Odhad parametrů z původnı́ho měřenı́

Postup řešenı́
Ověřenı́ podmı́nek linearizace

Pokud model linearizujeme v přibližném bodě β0 dostáváme model
(při předpokladu β0 = 0,φ(β0) = 0)Y ∼ Nn (Fβ,Σ) .

Při použitı́ tohoto modelu skutečnou varietu E nahrazujeme
Eaprox = {Fβ : β ∈ O}, která je podmnožinou jeho tečné roviny v bodě
β0. Pokud pro skutečnou hodnotu β je vzdálenost φ(β) od roviny
Eaprox přı́liš velká, může to vypovı́dat to o neshodě s měřenými
hodnotami a také o nevhodnosti linearizace. Tato vzdálenost je
ovlivněna vnitřnı́ křivostı́ (intrinsic curvature) modelu v bodě β = 0.
Batesova a Wattsova vnitřnı́ křivost je

K (int)(β0) = sup

{√
κ′(δβ)Σ−1

22 MΣ−1

F κ(δβ)

δβ′Cδβ
: δβ ∈ Rk

}
(4)

Batesova a Wattsova parametrická křivost je

K (par)(β0) = sup

{
kP =

√
κ′(δβ)Σ−1

22 PΣ−1

F κ(δβ)

δβ′Cδβ
: δβ ∈ Rk

}
(5)
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Matematicko - statistické modelovánı́ Odhad parametrů z původnı́ho měřenı́

Postup řešenı́
Ověřenı́ podmı́nek linearizace

Prvnı́ oblast Oa měřı́ shodu dat s linearizovaným modelem. Jestliže
δβ ∈ Oa(β0), kde Oa(β0) = {δβ : (δβ)′Cδβ ≤ ka} , kde ka = 2

√
δmax

K (int)(β0)

a δmax je dána rovnicı́ P{χ2
n−k (δmax) ≥ χ2

n−k (0; 1 − α)} = α + ε, pak

P
{

v′Σ−1
22 v ≥ χ2

n−k (0; 1 − α)
}
≤ α + ε.

Druhá oblast Ob měřı́ bias odhadu. Nechť c = a
√

χ2
k (0; 1 − α),

kb = 2c
K (par)(β0)

. Jestliže δβ ∈ Ob(β0), kde

Ob(β0) =
{

δβ : δβ′F′Σ−1
22 Fδβ ≤ kb

}
, pak

∀{h ∈ Rk}
∣∣b∗

h(δβ)
∣∣ ≤ c

√
h′C−1h.

Pokud skutečná hodnota parametru β bude ležet v linearizačnı́
oblasti, můžeme nelineárnı́ model nahradit lineárnı́m.
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Matematicko - statistické modelovánı́ Odhad parametrů z původnı́ho měřenı́

Postup řešenı́
Ověřenı́ podmı́nek linearizace

pro α = 0.05 a ε = 0.04 dostáváme δmax = 59.699 Pro

kM =

q

κ′(δβ)Σ−1
22 MΣ−1

F κ(δβ)

δβ′

Cδβ
najdeme supremum

K (int)(β0) = sup

{
kM : δβ ∈ Rk

}
= 93,126 Lehce vykreslı́me oblast

Oa(β0) t.j. {δβ : (δβ)′Cδβ ≤ ka} . ka = 2
√

δmax

K (int)(β0)
= 0.00737

Určı́me c = a
√

χ2
k (0; 1 − α) = 0.001 ·

√
χ2

2(0; 1 − 0.05) =

0.01
√

5.9915 = 0.0024.

Pro kP =

q

κ′(δβ)Σ−1
22 PΣ−1

F κ(δβ)

δβ′

Cδβ
určı́me

K (par)(β0) = sup

{
kP : δβ ∈ Rk

}
= 0.40229

kb = 2c
K (par)(β0)

= 0.01193.
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Matematicko - statistické modelovánı́ Odhad parametrů z původnı́ho měřenı́

Postup řešenı́
Linearizačnı́ oblasti

Linearizační oblasti aO O
a b
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Matematicko - statistické modelovánı́ Odhad parametrů z původnı́ho měřenı́

Postup řešenı́
Model nepřı́mého měřenı́ Langevinovy funkce bez podmı́nek

Vzhledem k ověřeným podmı́nkám linearizace lze model psát
ve tvaru

Y ∼150

(
FΘ, σ2

Λ
−1

)
,

kde Θ = [Θ1,Θ2]
′ je vektor neznámých parametrů, σ2Λ

−1 je variančnı́
matice a

{F}i· =
∂φ(xi ,Θ

0)

∂Θ
′ =

(
∂φ(xi ,Θ

0)

∂Θ1
,
∂φ(xi ,Θ

0)

∂Θ2

)
,

je známá matice plánu pro body xi , přičemž

∂φ(xi ,Θ)

∂Θ1
= coth (Θ2 · xi) −

1
Θ2 · xi

,

∂φ(xi ,Θ)

∂Θ2
=

−Θ1 · xi

sinh (Θ2 · xi)
2 +

Θ1

Θ2
2 · xi

.
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Matematicko - statistické modelovánı́ Odhad parametrů z původnı́ho měřenı́

Postup řešenı́
Model nepřı́mého měřenı́ Langevinovy funkce bez podmı́nek

Observačnı́ vektor má tvar

Y =




y1 − φ(x1,Θ
0)

...
y150 − φ(x150,Θ

0)


 =




y1 − y0
1

...
y150 − y0

150


 =




Y1
...

Y150




a jeho variančnı́ matice je

Var (Y) = 0,0022




1
3 0 . . . 0

0
. . .

...
...

. . . 0
0 . . . 0 1

3




= σ2
Λ
−1,

kde hodota 0,002 byla převzata z certifikátu měřı́cı́ho přı́stroje.
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Matematicko - statistické modelovánı́ Odhad parametrů z původnı́ho měřenı́

Postup řešenı́
Model nepřı́mého měřenı́ Langevinovy funkce bez podmı́nek

Protože observačnı́ vektor Y představuje korekce průměru třı́ měřenı́
v jednotlivých bodech ⇒ BLUE parametru Θ je ve skutečnosti BLUE
parametru δΘ.

δ̂Θ = (F′
ΛF)

−1 F′
ΛY,

s variančnı́ maticı́

Var
(
δ̂Θ

)
= σ2 (F′

ΛF)
−1

.

Potom

Θ̂ = δ̂Θ + Θ
0.
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Matematicko - statistické modelovánı́ Odhad parametrů z původnı́ho měřenı́

Dosažené výsledky
Model nepřı́mého měřenı́ Langevinovy funkce bez podmı́nek

Přibližné hodnoty počátečnı́ho řešenı́ nám byly dodány z Nanocentra
UP, tedy

(Θ0) =

(
0,04745
0,00013

)

Θ̂ =

(
0,05127
0,00007

)

Var
(
Θ̂

)
= 10−003 ·

(
0,138939 −0,000443

−0,000443 0,000001

)
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Matematicko - statistické modelovánı́ Odhad parametrů z původnı́ho měřenı́

Dosažené výsledky
Výsledný fit
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Matematicko - statistické modelovánı́ Návrh optimálnı́ho plánu měřenı́

Postup řešenı́
D-optimálnı́ návrh měřenı́ Langevinovy funkce

Definice

Množina ǫ = {e1, . . . , er} identifikačnı́ch znaků přı́mo měřitelných
parametrů se nazývá množinou experimentálnı́ch bodů.

Definice

Funkci δ : {e1, e2, . . . , er} → 〈0, 1〉 pro kterou platı́

δi = δ(ei) ≥ 0, i = 1, 2, . . . , r ,
r∑

i=1

δ(i) = 1 ,

budeme nazývat plán experimentu.
Čı́slo δ(i) udává relativnı́ počet replikacı́ i-té složky observačnı́ho
vektoru.
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Matematicko - statistické modelovánı́ Návrh optimálnı́ho plánu měřenı́

Postup řešenı́
D-optimálnı́ návrh měřenı́ Langevinovy funkce

Definice

Spektrum návrhu experimentu je

Sp(δ) = {e : δ(e) > 0, e ∈ ǫ}

a obsahuje těch n (n ≤ r) identifikačnı́ch znaků množiny
experimentálnı́ch bodů, kterým plán δ přiřadil nenulovou hodnotu.

Matici plánu F je tvaru

{F}i· =
∂f(xi ,Θ

0)

∂Θ
′ =

(
∂f(xi ,Θ

0)

∂Θ1
,
∂f(xi ,Θ

0)

∂Θ2

)
,

kde f(xi ,Θ) = Θ1 · coth(Θ2 · xi) − Θ1
Θ2·xi

.
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Matematicko - statistické modelovánı́ Návrh optimálnı́ho plánu měřenı́

Postup řešenı́
D-optimálnı́ návrh měřenı́ Langevinovy funkce

Definice

Informačnı́ maticı́ experimentu nazveme

M(δ) =
∑

i∈Sp(δ)

δ(i)λi f i f′i ,

kde f′i , i = 1, . . . , r je i-tý řádek matice F.

Popišme nynı́ způsob realizace měřenı́ pro dané Sp(δ).

Poznámka

Prvky ei z množiny Sp(δ) nám určujı́, že měřenı́ v i-tém bodě
opakujeme ri -krát. Platı́ ri = δ(i)N, kde N je celkový počet všech
měřenı́.
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Matematicko - statistické modelovánı́ Návrh optimálnı́ho plánu měřenı́

Postup řešenı́
D-optimálnı́ návrh měřenı́ Langevinovy funkce

Věta

Nechť je dána realizace měřenı́ dle plánu experimentu uvedeného
v předchozı́ poznámce. Pro tento návrh δ máme k dispozici nejlepšı́
nestranný lineárnı́ odhad parametru (BLUE)

β̂(Yδ) = (F′
δΛδFδ)

−1F′
δΛδYδ

Fδ a Λδ vytvořı́me z vybraných řádky f i a Λ, i = 1, . . . , r , pro které
ei ∈ Sp(δ)

Λδ =




λi1 r(i1) 0 . . . 0
0 λi2r(i2) . . . 0

. . .

0 0 . . . λin r(in)


 . (6)

Pak kovariančnı́ matice odhadu β̂ je Var(β̂(Yδ), N) = σ2

N M−1(δ)
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Matematicko - statistické modelovánı́ Návrh optimálnı́ho plánu měřenı́

Dosažené výsledky
D-optimálnı́ návrh měřenı́ Langevinovy funkce
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Matematicko - statistické modelovánı́ Odhad parametrů z měřenı́ dle navrženého plánu

Postup řešenı́
Odhad parametrů z nového plánu měřenı́

Předpokládejme opět naši známou funkci (1) a znalost vektoru
φ(Θ0).
Potom model měřenı́ můžeme zapsat takto

Yδ ∼4

(
FδΘ, σ2

Λ
−1
δ

)
,

kde Θ = [Θ1,Θ2]
′ je vektor neznámých parametrů, σ2Λ

−1
δ je variančnı́

matice a

{Fδ}i· =
∂φ(xi ,Θ

0)

∂Θ
′ =

(
∂φ(xi ,Θ

0)

∂Θ1
,
∂φ(xi ,Θ

0)

∂Θ2

)
, i = 1, . . . , 4

je známá matice plánu pro body
xi , kde i ∈ Sp(δ∗

D
) = {i : δ∗

D
(i) > 0} = {i1, . . . , i4}.
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Matematicko - statistické modelovánı́ Odhad parametrů z měřenı́ dle navrženého plánu

Postup řešenı́
Odhad parametrů z nového plánu měřenı́

Nynı́

Yδ =




1
ri1

∑ri1
i=1 y1,i1 − yi01

...
1
ri4

∑ri4
i=1 yn,i4 − yi04


 =




Y δ1

...
Y δ4




je tedy nový observačnı́ vektor s variančnı́ maticı́ ve tvaru

Var
(
Yδ

)
= 0,0022




1
112 0 0 0
0 1

113 0 0
0 0 1

113 0
0 0 0 1

112


 = σ2

Λ
−1
δ ,
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Matematicko - statistické modelovánı́ Odhad parametrů z měřenı́ dle navrženého plánu

Postup řešenı́
Odhad parametrů z nového plánu měřenı́

BLUE parametru δΘδ zı́skáme jako

δ̂Θδ = (F′
δΛδFδ)

−1 F′
δΛδYδ,

s variančnı́ maticı́

Var
(
δ̂Θδ

)
= σ2 (F′

δΛδFδ)
−1

.

Potom

Θ̂δ = δ̂Θδ + Θ
0
δ.
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Matematicko - statistické modelovánı́ Odhad parametrů z měřenı́ dle navrženého plánu

Dosažené výsledky
Odhad parametrů z nového plánu měřenı́

Přibližné hodnoty počátečnı́ho řešenı́ jsme převzali z výsledných
hodnot modelu nepřı́mého měřenı́ vektorového parametru, tedy

(Θ0) =

(
0,051275
0,000079

)

Θ̂ =

(
0,050971
0,000087

)

Var
(
Θ̂

)
= 10−004 ·

(
0,255463 −0,000763

−0,000763 0,000003

)
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Matematicko - statistické modelovánı́ Odhad parametrů z měřenı́ dle navrženého plánu

Srovnánı́
Langevinova funkce před a po provedenı́ D-optimálnı́ho plánu měřenı́

⇒ Nepřı́mé měřenı́ před provedenı́m designu

Θ̂ =

(
0,05127
0,00007

)

Var
(
Θ̂

)
= 10−003 ·

(
0,138939 −0,000443

−0,000443 0,000001

)

⇒ Nepřı́mé měřenı́ po provedenı́ designu

Θ̂ =

(
0,050971
0,000087

)

Var
(
Θ̂

)
= 10−004 ·

(
0,255463 −0,000763

−0,000763 0,000003

)
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Zhodnocenı́ kvality odhadů

RSČ

Parametr Model pred designem Model po designu

S 0,000951967410 0,000919584782
se

2 0,000002092236 0,000002021065
Index determinace 0,9978 0,9999
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Zhodnocenı́ kvality odhadů

Fyzikálnı́ podklady
Brillouinova funkce

Léon Brillouin (7. srpen 1889 Sevres - řı́jen 1969 New York) byl
francouzský fyzik, jenž se zabýval předevšı́m kvantovou mechanikou
a fyzikou pevných látek. Navrhl, že pro popis kvantového chovánı́ lze
mı́sto Langevinovy funkce lze použı́t jinou funkci

y = Θ1 · coth(Θ2 · x) − Θ3 · coth(Θ4 · x), (7)

kde parametry Θ1 a Θ2 jsou fyzikálnı́ konstanty charakterizujı́cı́
jednoznačně zkoumaný nanomateriál.

Tento předpis byl ale zpočátku velice zrádný a tedy bylo nutno učit se
na jisté aproximaci, kterou navrhl Arrot (2009) a je ve tvaru

y = Θ1 ·
x√

x2 − Θ2
2

(8)
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Zhodnocenı́ kvality odhadů

Přehled výsledků
Odhady, D-opt. design, linearizačnı́ oblasti
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Dosažené úspory v nákladech na měřenı́

Vyčı́slenı́ nákladů po navrhnutı́ D-optimálnı́ho plánu
měřenı́
Kalkulace přı́mých nákladů na měřenı́

Energetické a finančnı́ náklady měřenı́ superparamagnetických
smyček na magnetometru MPMS-XL 7 od firmy QUANTUM DESIGN,
U.S.A. jsou dány následujı́cı́ rozvahou:
Měřenı́ 4 bodů (i s teplotnı́ stabilizacı́)

celková délka měřenı́ 0 hodin a 48 minut,

spotřeba hélia: 0,7 l,

cenı́k:1 l hélia = 270 Kč, 24 h provoz magnetometru (spotřeba
elektřiny): 3600 Kč

celkové přı́mé náklady na měřenı́: 189 kč + 120 kč = 309 kč

1650 kč > 309 kč
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Testovánı́ hypotéz

Karusch (1963) uvádı́ 4 interakčnı́ možnosti mezi matematikou a
empirickou vědou:

přı́mé použitı́ bez matematické inovace, matematický model se
považuje za adekvátnı́ obraz reality

invenčnı́ použitı́: odvozenı́ nových či modifikace existujı́cı́h
modelů

modelovánı́ v situacı́ch, kdy matematická reprezentace nenı́
známa

tvorba teoriı́ různých stupňů abstraktnosti

V našem přı́padě jsme ve zvláštnı́ situaci — máme k dispozici dva
odlišné modely (Langewinova a Brellouinova funkce). Oba modely —
obě hypotézy — ověřı́me na datech naměřených k tomuto účelu.
Výběr dat použijeme v testovacı́ch modelech. Úloha testovacı́ho
modelu pro obě alternativy (Langewinova a Brellouinova funkce)
nespočı́vá v přı́mé odpovědi na danou fyzikálnı́ úlohu, nenı́ v
demonstrovánı́ pravdy ale ve vypočı́tánı́ pravděpodobnosti, která je
podkladem pro naše rozhodnutı́, zda model jevu přijmeme nebo
zavrhneme. V silně negativnı́m přı́padě daný model zamı́tneme
definitivně, v pozitivnı́m přı́padě model přijmeme.
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Testovánı́ hypotéz

Je ale důležité si uvědomit, že jiná data model mohou zamı́tnout
(falzifikovat). Tato skutečnost silně relativizuje pojem pravdy v
empirických vědách. Výsledkem statistického testu je tedy čı́slo, které
statistik interpretuje ve své řeči, t.j. zjišťuje pravděpodobnost chyby,
které se dopouštı́me, když přijı́máme nevhodný model anebo když
zamı́táme vhodný model. Žádná matematika nedává fyzikovi do ruk
pravdu, fyzik se musı́ sám rozhodnout, zda jeho hypotéza je
přijatelná.

Vhodnost modelu se posilňuje nejen induktivnı́m ověřovánı́m na co
největšı́m počtu přı́padů, ale zejména jejich infiltrovánı́m do
existujı́cı́ch fyzikálnı́ch teoriı́, což jim zajistı́ deduktivnı́ potvrzenı́.
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