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Influenčnı́ funkce (Influence function)

Bod selhánı́ (Breakdown point)
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4 Závěr a reference

M. Branda Metody robustnı́ statistiky ve stochastické optimalizaci



Stochastické programovánı́
Influenčnı́ funkce (Influence function)

Bod selhánı́ (Breakdown point)
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Motivace
Stochastické programovánı́

Obecná úloha stochastického programovánı́:

min
x∈X

F (x ,P), (1)

kde ∅ 6= X ⊆ Rn uzavřená a F : Rn × P → (−∞,∞], P je
ZNÁMÉ.

Finance: výnos, riziko, cash-flow balance.
Vodohospodářstvı́: přı́tok, odtok, stav vody.
Dopravnı́ problém: nabı́dka, poptávka.
Marketing: náhodná sledovanost.
...
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Úloha stochastického programovánı́

Optimálnı́ hodnota

ϕ(P) = min
x∈X

F (x ,P) :=

∫
Ω

f (x , ω)P(dω), P ∈ P (2)

a množina optimálnı́ch řešenı́ závislé na P

Ψ(P) = {x ∈ X : F (x ,P) = ϕ(P)}, P ∈ P, (3)

kde P je množina pravděpodobnostnı́ch měr na (Ω,F),
∅ 6= X ⊆ Rn uzavřená a f : Rn × Rs → (−∞,∞] měřitelná v ω.
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Stochastické programovánı́
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Motivace
Úloha s náhodným parametrem

Obecná úloha s náhodným parametrem:

min {g0(x , ω) : x ∈ X ,gk (x , ω) ≤ 0, k = 1, . . . ,K} , (4)

ω ∈ Rs je reálný náhodný vektor na (Ω,F ,P) a
gk : Rn × Rs → R, k = 0, . . . ,K .
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Penalizovaná účelová funkce

Integrand f : Rn × Ω→ R může být napřı́klad, M.B. (2008):

fµ(x , ω) = g0(x , ω) + µ · ϑ(g1(x , ω), . . . ,gK (x , ω)), µ > 0,

kde ϑ je penalizačnı́ funkce ϑ : RK → R+, j = 1, . . . ,m, např.

ϑ1(u) =
K∑

k=1

[uk ]+, (5)

ϑ2(u) = max
1≤k≤K

[uk ]+. (6)
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Dalšı́ úlohy stochastického programovánı́

Úlohy s užitkovými funkcemi (očekávaný užitek).
Některé ”mean-risk” investičnı́ problémy.
Dvoustupňové úlohy.
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Robustifikace úlohy SP

Robustifikace úlohy stochastického programovánı́:
1. Exogennı́: robustnı́ odhad parametrů rozdělenı́ P.
2. Endogennı́: ”robustifikace” účelové funkce a

optimalizačnı́ho postupu. Mı́ry (kritéria) robustnosti...
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Exogennı́ robustifikace úlohy SP

Známe-li rodinu rozdělenı́ náhodných částı́:
1. Robustnı́ odhad parametrů rozdělenı́ P.
2. Monte-Carlo simulace {ωs}Ss=1.

3. Řešenı́ deterministické SAA úlohy pro dostatečně velký
výběr S

min
x∈X

1
S

S∑
s=1

f (x , ωs) (7)

Shapiro (2003).
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Přı́klad: prodavač novin (Newsboy problem)

x .. počet objednaných výtisků k prodeji,
r .. nákupnı́ cena,
c .. prodejnı́ cena, 0 < r < c,
ξ .. náhodná poptávka.

Prodavač S dnı́ prodává, pozoruje poptávku ξs a poté se
rozhodne řešit

min
x∈N

(r − c)x +
c
S

S∑
s=1

[x − ξs]+. (8)

Má nebo nemá vyloučit některé pozorovánı́ ξs? Má obecně
použı́vat napřı́klad useknutý průměr?
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Co bude zjednodušeno...

Nebudeme se zabývat optimálnı́mi řešenı́mi, ale pouze
účelovou funkcı́ a optimálnı́ hodnotou.
Nebudeme uvádět empirické (výběrové) verze problémů
a měr robustnosti.
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Nechť T je funkcionál na množině pravděpodonostnı́ch měr P

T (·) ∈
{
ϕ(·), {F (x , ·)}x∈X

}
(9)
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Nechť ∆δ značı́ Dirackovu mı́ru pozorovánı́ δ. Uvažujeme
kontaminované rozdělenı́

(1− t)P + t∆δ, t ∈ [0,1].

Definition
Influenčnı́ funkce (IF) funkcionálu T v bodě P definujeme

IF (δ; T ,P) = lim
t→0+

T ((1− t)P + t∆δ)− T (P)

t
(10)

v takových δ, pro které limita existuje.

IF popisuje vliv nekonečně malé kontaminace rozdělenı́ pomocı́
realizace δ náhodného vektoru.
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Influenčnı́ funkce ve SP

Influenčnı́ funkce účelové funkce

IF
(
δ,F (x , ·),P

)
= f (x , δ)− F (x ,P), ∀x ∈ X . (11)

Za předpokladů, J.F. Bonnans, A. Shapiro (2000):
sdružená spojitost F ,
kompaktnost,
existence optimálnı́ch řešenı́ Ψ(P) 6= ∅

platı́ následujı́cı́ vztah (”záměna minimalizace a derivace”)

IF (δ, ϕ,P) = min
x∈Ψ(P)

f (x , δ)− ϕ(P). (12)
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platı́ následujı́cı́ vztah (”záměna minimalizace a derivace”)
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Globálnı́ citlivost (Gross-error sensitivity) T v bodě P

γ∗(T ,P) = sup
δ
|IF (δ; T ,P)|, (13)

kde supremum bereme přes všechna δ, pro které IF (δ; T ,F )
existuje.
Lokálnı́ citlivost (Local shift sensitivity) T v bodě P

λ∗(T ,P) = sup
δ 6=δ′

|IF (δ; T ,P)− IF (δ′; T ,P)|
|δ − δ′|

. (14)
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Přı́klad: Lineárnı́ regrese

Teoretický problém lineárnı́ regrese může být formulován
následovně

min
β

E(Y − X Tβ)2,

kde Y a X majı́ konečné druhé momenty. Nechť je variančnı́
matice var(X ) regulárnı́, potom pro optimálnı́ řešenı́ a optimálnı́
hodnotu platı́, Anděl (2007):

β̂ = (var(X ))−1cov(X ,Y )

ϕ = var(Y )− cov(Y ,X )(var(X ))−1cov(X ,Y ).

Snadno poté spočteme influenčnı́ funkce

IF (δ,F (β, ·)P) = (δY − δT
Xβ)2 − E(Y − X Tβ)2,

IF (δ, ϕ,P) = (δY − δT
X β̂)2 − ϕ(P)
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Přı́klad: L-odhady ve SP

Nechť ω ∈ R (úroková mı́ra) s distribučnı́ funkcı́ GP a funkce h
splňuje ∫ 1

0
h(y)dy = 1,

např. h(y) = 1
1−2α I[α,1−α](y). Potom definujeme L-robustnı́

účelovou funkci

F L(x ,P) =

∫ ∞
−∞

f (x , ω)h(GP(ω))dGP(ω) (15)
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Přı́klad: L-odhady ve SP

Za předpokladů
(A1) Distribučnı́ funkce GP je striktně rostoucı́,
(A2) f (x , ·) je diferencovatelná pro všechna x ∈ X

(problematický ve SP)
dostáváme, Jurečková (2001): IF (δ; T ,P) =

=

∫ ∞
−∞

GP(ω)
d f (x , ω)

dω
h(GP(ω))dy −

∫ ∞
δ

d f (x , ω)

dω
h(GP(ω))dω.
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Bod selhánı́

P.L. Davies, U. Gather (2005): Nechť pro pravděpodobnostnı́
metriku dPM platı́

sup
P,Q∈P

dPM(P,Q) = 1

Potom bod selhánı́ je definován jako

ε∗(T ,P) = inf
{
ε > 0 : sup

dPM (P,Q)<ε
|T (P)− T (Q)| =∞

}
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Prohorovova metrika

Prohorovova vzdálenost dvou pravděpodobnostnı́ch měr P
and Q in P(X ):

dP(P,Q) = inf{ε : P(A) ≤ Q(Aε) + ε for all events A},

kde Aε = {x ∈ R : d(A, x) < ε}. Důvody vedoucı́ na
Prohorovovu metriku

Zaokrouhlovánı́ pozorovánı́ (zaokrouhlovacı́ chyba).
Část dat může pocházet ze zcela jiných rozdělenı́.
Model je pouze aproximacı́ skutečného problému (slabá
konvergence).

M. Branda Metody robustnı́ statistiky ve stochastické optimalizaci
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Závěr a reference

Omezená lipschitzovská metrika

Dalšı́ metrika, která metrizuje slabou konvergenci, je omezená
lipschitzovská metrika

dBL(P,Q) = sup

{∣∣∣∣ ∫
Ω

f (ω)P(dω)−
∫

Ω
f (ω)Q(dω)

∣∣∣∣ :

|f (ω1)− f (ω2)| ≤ d̃(ω1, ω2),∀ω1, ω2 ∈ Ω

}
,

kde
d̃(ω1, ω2) =

d(ω1, ω2)

1 + d(ω1, ω2)
≤ 1, ∀ω1, ω2 ∈ Ω,

kde d je metrika na Rs.
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Metrická stabilita

Pro P,Q ∈ P

|ϕ(P)− ϕ(Q)| ≤ L · dMI(P,Q) ≤ L̃ · dI(P,Q) (16)

pro nějaké L, L̃ > 0 a vhodnou ”minimal information”
(pseudo)metriku dMI a ideálnı́ metriku dI , např.
Kantorovichovu metriku

ζ1(P,Q) = sup

{∣∣∣∣ ∫
Ω

f (ω)P(dω)−
∫

Ω
f (ω)Q(dω)

∣∣∣∣ :

|f (ω1)− f (ω2)| ≤ d(ω1, ω2),∀ω1, ω2 ∈ Ω

}
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Pro P,Q ∈ P platı́ následujı́cı́ vztahy, A.W. van der Vaart
(1998):

dP(P,Q)2 ≤ dBL(P,Q) ≤ 2dP(P,Q).

a zřejmě

dBL(P,Q) ≤ ζ1(P,Q).
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Co už je hotové...

J. Dupačová (...):
Asymptotika.
Chovánı́ M-odhadů z hlediska (parametrické a
stochastické) optimalizace.
Kontaminačnı́ techniky.
Minimax

min
x∈X

max
P∈P̃

F (x ,P), (17)

kde P̃ ⊂ P.
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Co dále...

Výběrové verze a výpočty.
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Děkuji za pozornost.
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