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Stochastické programovani

Motivace

Stochastické programovani

Obecna Uloha stochastického programovani:

Xmei)rg F(x, P), (1)

kde 0 # X C R"uzavienaa F : R" x P — (—o0,oc], P je
ZNAME.

@ Finance: vynos, riziko, cash-flow balance.

@ Vodohospodarstvi: pritok, odtok, stav vody.

@ Dopravni problém: nabidka, poptavka.

@ Marketing: nahodna sledovanost.

° ..
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Stochastické programovani

Uloha stochastického programovani

Optimalni hodnota

o(P) = minF(x,P) ::/f(x,w)P(dw), PeP (2
Q

xeX
a mnozina optimalnich feseni zavislé na P
V(P) = {xeX: F(x,P)=¢(P)}, PeP, (3)

kde P je mnozina pravdépodobnostnich mér na (Q, F),
) #£ X CR"uzavienaa f: R" x RS — (—o0, oo] méfitelnd v w.
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Stochastické programovani

Motivace

Uloha s nahodnym parametrem

Obecna uloha s nahodnym parametrem:
min{go(x,w) : x € X, gk(X,w) <0, k=1,...,K}, (4)

w € RS je realny nahodny vektor na (2, 7, P) a
g :R"xRS R, k=0,...,K.
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Stochastické programovani

Penalizovana ucelova funkce

Integrand f : R" x Q — R mu0ze byt napfiklad, M.B. (2008):

fu(X,w) = go(x,w)+,u-19(g1(x,w),...,gK(X,w)),,u>0,

kde ¥ je penalizaéni funkce ¥ : RK — R, j=1,..., m, napf.

K

() = Y Uk, (5)
k=1

P(u) = max [udy. (6)
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Stochastické programovani

Dalsi ulohy stochastického programovani

@ Ulohy s uzitkovymi funkcemi (o&ekavany uzitek).
@ Nékteré "mean-risk” investiCni problémy.
@ Dvoustupriové ulohy.
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Stochastické programovani

Robustifikace ulohy SP

Robustifikace Ulohy stochastického programovani:
1. Exogenni: robustni odhad parametrt rozdéleni P.

2. Endogenni: "robustifikace” tucelové funkce a
optimalizacniho postupu. Miry (kritéria) robustnosti...
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Stochastické programovani

Exogenni robustifikace ulohy SP

Zname-li rodinu rozdéleni nahodnych ¢éasti:

1.
2.

3.

Robustni odhad parametr( rozdéleni P.

Monte-Carlo simulace {w®}5 .

Regeni deterministické SAA ulohy pro dostatecné velky
vybér S

Shapiro (2003).
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Stochastické programovani

Priklad: prodavac novin (Newsboy problem)

@ x .. poCet objednanych vytisku k prodeiji,
@ r .. ndkupni cena,

@ c.. prodejnicena, 0 < r < c,

@ ¢ .. nahodna poptavka.

Prodavac S dni prodava, pozoruje poptavku £° a poté se
rozhodne fesit

mi

S
c S
ng(r—c)x+ssg[x—f 4 (8)

Ma nebo nema vyloucit nékteré pozorovani £5? Ma obecné
pouzivat napfiklad useknuty pramer?
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Stochastické programovani

Co bude zjednoduseno...

@ Nebudeme se zabyvat optimalnimi FeSenimi, ale pouze
Ucelovou funkci a optimalni hodnotou.

@ Nebudeme uvadet empirické (vybéroveé) verze problém
a mer robustnosti.
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Influenéni funkce (Influence function)

Necht T je funkcional na mnoziné pravdépodonostnich mér P

T() € {(). {F(x ) bxex} (©)
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Influenéni funkce (Influence function)

Necht As zna&i Dirackovu miru pozorovani 6. Uvazujeme
kontaminované rozdéleni

(1 —-HP+tAs, te]0,1].
Definition
Influenéni funkce (IF) funkcionalu T v bodé P definujeme

FG:TP) = lim T((1 - t)P +ttA5) ~ T(P)

(10)

v takovych ¢, pro které limita existuje.

<

IF popisuje vliv nekone¢né malé kontaminace rozdéleni pomoci
realizace 6 nahodného vektoru.
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Influenéni funkce (Influence function)

Influen¢ni funkce ve SP

Influencni funkce Ucelové funkce

IF (6, F(x,-), P) = f(x,8) — F(x, P), Vx € X. (11)
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Influenéni funkce (Influence function)

Influen¢ni funkce ve SP

Influencni funkce Ucelové funkce
IF(6,F(X,~),P) = f(x,0) — F(x, P), Vx € X. (11)

Za predpokladu, J.F. Bonnans, A. Shapiro (2000):
@ sdruzena spoijitost F,
@ kompaktnost,
@ existence optimalnich feSeni W(P) # ()
plati nasledujici vztah ("zaména minimalizace a derivace”)

IF(dv(P: P) :xngP) f(Xv 5)_SO(P) (12)
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Influenéni funkce (Influence function)

Globalni citlivost (Gross-error sensitivity) T v bodé P

V' (T,P) =suplIF(5; T, P), (13)
0

kde supremum bereme pres vSechna o, pro které IF(6; T, F)
existuje.
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Influenéni funkce (Influence function)

Globalni citlivost (Gross-error sensitivity) T v bodé P

V' (T,P) =suplIF(5; T, P), (13)
0

kde supremum bereme pres vSechna o, pro které IF(6; T, F)
existuje.
Lokalni citlivost (Local shift sensitivity) T v bodé P

IF(8; T, P) — IF(8; T, P
X"(T,P):sup| (0.7, P) /(5' , P)|
Py |6 — &

(14)
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Influenéni funkce (Influence function)

Priklad: Linearni regrese

Teoreticky problém linearni regrese muze byt formulovan
nasledovné

mﬁin E(Y — XT3)2,
kde Y a X maji kone¢né druhé momenty. Necht je varianéni

matice var(X) regularni, potom pro optimalni feSeni a optimalni
hodnotu plati, Andél (2007):

B = (var(X))"cov(X, Y)
@ = var(Y) — cov(Y, X)(var(X))"cov(X, Y).
Snadno poté spocteme influenéni funkce
IF(6,F(B,-)P) = (5y — %8 —E(Y — XTB)>,
IF(6,9,P) = (v —3%B)? — w(P)
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Influenéni funkce (Influence function)

Priklad: L-odhady ve SP

Necht w € R (Grokova mira) s distribuéni funkci Gp a funkce h
spliuje

1
/ h(y)dy =1,
0

napf. h(y) = =5 lia.1-a](¥). Potom definujeme L-robustni
Gcelovou funkci

o0

FL(x,P) = / F(x, w)h(Gp(w))dGp(w) (15)

—0o0
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Influenéni funkce (Influence function)

Priklad: L-odhady ve SP

Za predpokladu
(A1) Distribu¢ni funkce Gp je striktné rostouci,

(A2) f(x,-) je diferencovatelna pro véechna x € X
(problematicky ve SP)

dostavame, JureCkova (2001): IF(5; T, P) =

= [ e S neenay - [ E DGl d
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Bod selhani (Breakdown point)

Bod selhani

P.L. Davies, U. Gather (2005): Necht pro pravdépodobnostni
metriku dpy plati

sup dem(P, Q) =1
P,QeP

Potom bod selhani je definovan jako

5*(T,P):inf{5>0: sup |T(P)— T(Q)]:oo}
dpM(P,Q)<€
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Bod selhani (Breakdown point)

Prohorovova metrika

Prohorovova vzdalenost dvou pravdépodobnostnich mér P
and Qin P(X):

dp(P, Q) =inf{e : P(A) < Q(A%) + ¢ for all events A},

kde A = {x € R: d(A, x) < ¢}. Davody vedouci na
Prohorovovu metriku
@ Zaokrouhlovani pozorovani (zaokrouhlovaci chyba).
o Cast dat muze pochazet ze zcela jinych rozdéleni.

@ Model je pouze aproximaci skute¢ného problému (slaba
konvergence).
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Bod selhani (Breakdown point)

Omezena lipschitzovska metrika

Dalsi metrika, ktera metrizuje slabou konvergenci, je omezena
lipschitzovska metrika

dBL(P> Q) = Ssup {

/Q () P(dw) — /Q f(w)Q(dw)’ ;
|f(w1) — f(WQ)| < a(w1,w2),Vw1,w2 S Q},

kde o )
- w1, W2
=72 <A Q
d(wy,wn) 5 dlwrog) = Vwy,ws € Q,

kde d je metrika na RS.
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Bod selhani (Breakdown point)

Metricka stabilita

ProP,QecP
|p(P) = p(Q)| < L-dw(P,Q) < L-d(P,Q) (16)

pro né&jaké L, L > 0 a vhodnou "minimal information”
(pseudo)metriku dyy a idealni metriku d;, napr.
Kantorovichovu metriku

G(P, Q) = Sup{

[ rpee) - [ f(w)O(dw)\:

[F(w1) = Fwz)| < d(wy, w2), Ywr, w2 € Q}
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Bod selhani (Breakdown point)

Pro P, Q € P plati nasledujici vztahy, A.W. van der Vaart
(1998):

dp(P, Q)? < dg.(P, Q) < 2dp(P, Q).
a zfejmé

dBL(Pa Q) < C1(P7 Q)
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Zavér a reference

Co uz je hotové...

J. Dupacova (...):
@ Asymptotika.

@ Chovani M-odhadu z hlediska (parametrické a
stochastické) optimalizace.

@ Kontaminacni techniky.
@ Minimax

min max F(x, P), (17)
xeX pep

kde P c P.
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Zavér a reference

Co dale...

@ Vybeérové verze a vypocty.
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Dékuiji za pozornost.
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