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Model

model:

Yij = µ + Ai + ǫij

i = 1, ..., k, j = 1, ..., ni (k > 1, ni > 1)

Ai ∼ N(0, σ2
A), ǫij ∼ N(0, σ2

i ), σ2
A ≥ 0, σ2

i > 0
A1, ..., Ak , ǫ11, ..., ǫknk sú navzájom nezávislé

maticový zápis:

Y = 1nµ + ZA+ ǫ

A ∼ N(0, σ2
AIk), ǫ ∼ N(0, diag{σ2

1 In1 , ..., σ2
k Ink })

výskyt: medzilaboratórne porovnávania: k laboratóriı́, ni meranı́
v i-tom laboratóriu
variabilita medzi laboratóriami → σ2

A, variabilita v i-tom
laboratóriu → σ2

i

úloha: nájst’ intervaly spol’ahlivosti pre σ2
A



Prı́stup v literatúre

inferencia o σ2
i , i = 1, ..., k : S2

i =
Pni

i=1(Yij − Ȳi)
2 ∼ σ2

i χ2
ni −1

inferencia o σ2
A:

1 vážená suma štvorcov

WS =
kX

i=1

1
σ2

A + σ2
i /ni

 
Ȳi −

Pk
j=1 Ȳj/(σ

2
A + σ2

j /nj)Pk
j=1 1/(σ2

A + σ2
j /nj)

!2

∼ χ2
k−1

Wimmer, Witkovský (2003), Hartung, Knapp (2005)
2 nevážená suma štvorcov

S0 = HT
2 Q1Y ∼ N(0, σ2

AIk−1 + HT
2 diag(σ2

1/n1, ..., σ2
k/nk)H2| {z }

Σ

)

ST
0 S0 = S2

A =

k−1X
i=1

(Ȳi − Ȳ )2, Ȳ =
kX

i=1

Ȳi/k

ST
0 S0 ∼ wT

0 Σw0, w0 ∼ N(0, Ik−1)

→ zovšeobecnené intervaly využı́vajúce, že trieda rozdelenı́ S2
A je

stochasticky rastúca vzhl’adom na σ2
A (Li(2007))



Homoskedastický prı́pad, σ
2
1 = ... = σ

2
k = σ

2

1 invariancia na posun v strednej hodnote: Y → eYeY = BT Y ∼ N
�

0, σ2
ABT ZZ T B + σ2In−1

�
BT B = In−1, BBT = In − 1n1T

n /n

2 minimálna postačujúca štatistika: (eY T E1
eY , ..., eY T Ed−1

eY , eY T Ed
eY)T

ak V = BT ZZ T B, tak PV =
Pd−1

i=1 Ei , PV + Ed = In−1

V = BT ZZ T B =
Pd−1

i=1 λi Ei (spektr. rozklad),
Pd

i=1 Ei = In−1eY T Ei eY ∼ (λiσ2
A + σ2)χ2

νi
, i = 1, ..., d − 1, eY T Ed eY ∼ σ2χ2

νd

navzájom nezávislé

3 zovšeobecnené pivoty pre σ2
A: využijeme eY T Ed

eY ∼ σ2χ2
νd a

Typ 1:
Pd−1

i=1 ci
eY T Ei

eY ∼
Pd−1

i=1 ci(λiσ
2
A + σ2)χ2

νi , ci > 0

pozn. ci = 1/λi → S2
A

Typ2:
Pd−1

i=1 ci
eY T Ei

eY/(λiσ
2
A + σ2) ∼

Pd−1
i=1 ciχ

2
νi , ci > 0



Analogický postup pre heteroskedastický prı́pad

Značenie:

ZZ T =

0BBB�1n1 1T
n1

1n2 1T
n2

. . .
1nk 1T

nk

1CCCA
Uvažujme matice n × n rozdelené do k × k blokov podl’a ZZ T . (H)ij
označı́me maticu, kde H (ni × nj ) je na mieste i, j-teho bloku a ostatné bloky
sú nulové.

P(i) = (1ni 1
T
ni /ni)ii

M(i) = (Ini )ii − P(i)

J(ij) = (1ni 1
T
nj
)ij + (1nj 1

T
ni )ji

i = 1, ..., k, j = 1, ..., k, i < j



Analogický postup pre heteroskedastický prı́pad

1 invariancia na posun v strednej hodnote: Y → eYeY = BT Y ∼ N
�

0, σ2
ABT ZZ T B + σ2

1BT (In1)11B + ...+ σ2
k BT (Ink )kk B

�
BT B = In−1, BBT = In − 1n1T

n /n

2 minimálna postačujúca štatistika:

(eY T BT J(12)BeY , ..., eY T BT J(1k)BeY , eY T BT J(23)BeY , ...,eY T BT J((k−1)k)BeY , eY T BT M(1)BeY , ..., eY T BT M(k)BeY )T
S2

i =
Pni

j=1(Yij − Ȳi)2 = eY T BT M(i)BeY ∼ σ2
i χ2

ni −1, navzájom nezávislé

S2
i nezávislé na eY T BT J(kl)BeY , eY T BT J(kl)BeY NIE sú navzájom nezávislé

PV = −

P
i
P

j;i<j BT J(ij)B

PV + BT M(1)B + ...+ BT M(k)B = In−1

V = BT ZZ T B, V =
Pd−1

i= λi Ei , Ei =lin. kombinácia BT J(ij)B
Ed = BT M(1)B + ...+ BT M(k)B



Analogický postup pre heteroskedastický prı́pad

1 invariancia na posun v strednej hodnote: Y → eYeY = BT Y ∼ N
�

0, σ2
ABT ZZ T B + σ2

1BT (In1)11B + ...+ σ2
k BT (Ink )kk B

�
BT B = In−1, BBT = In − 1n1T

n /n

2 minimálna postačujúca štatistika:

(eY T BT J(12)BeY , ..., eY T BT J(1k)BeY , eY T BT J(23)BeY , ...,eY T BT J((k−1)k)BeY , eY T BT M(1)BeY , ..., eY T BT M(k)BeY )T
S2

i =
Pni

j=1(Yij − Ȳi)2 = eY T BT M(i)BeY ∼ σ2
i χ2

ni −1, navzájom nezávislé

S2
i nezávislé na eY T BT J(kl)BeY , eY T BT J(kl)BeY NIE sú navzájom nezávislé

PV = −

P
i
P

j;i<j BT J(ij)B

PV + BT M(1)B + ...+ BT M(k)B = In−1

V = BT ZZ T B, V =
Pd−1

i= λi Ei , Ei =lin. kombinácia BT J(ij)B
Ed = BT M(1)B + ...+ BT M(k)B



Analógia - pokračujeme...

Prvé pozorovanie:

→ doteraz navrhnuté zovšeobecnené pivoty sú založené na min. postač.
štatistike

S2
1 ,..., S2

k

S2
A =

Pk
i=1(Ȳi − Ȳ )2 =

Pd−1
i=1

1
λi
eY T Ei

eY ( Ei =lin. komb. BT J(ij)B)

WS =
Pk

i=1 wi(Ȳi − Ȳw)
2 = Y T AY = Y T BBT ABBT Y = eY T BT ABeY

Druhé pozorovanie:

môžme konštruovat’ rovnaké typy pivotov ako v homoskedastickom prı́padePd−1
i=1 ci

eY T Ei
eY →

Pd−1
i=1 ci

eY T Ei
eY= eY T BV CBT

V
eYPd−1

i=1 ci
eY T Ei

eY
λiσ

2
A + σ2

ci=1
→

Pd−1
i=1

eY T Ei
eY

λiσ
2
A + σ2 = eY T BV (BT

VΣBV )
−1BT

V
eY

BV = (vl.vektoryE1, ..., vl.vektoryEd−1), BV BT
V = PV , C = diag(c11ν1 , ..., cd−11νd−1 ),

ci > 0



Analógia - pokračujeme...

Prvé pozorovanie:

→ doteraz navrhnuté zovšeobecnené pivoty sú založené na min. postač.
štatistike

S2
1 ,..., S2

k

S2
A =

Pk
i=1(Ȳi − Ȳ )2 =

Pd−1
i=1

1
λi
eY T Ei

eY ( Ei =lin. komb. BT J(ij)B)

WS =
Pk

i=1 wi(Ȳi − Ȳw)
2 = Y T AY = Y T BBT ABBT Y = eY T BT ABeY

Druhé pozorovanie:

môžme konštruovat’ rovnaké typy pivotov ako v homoskedastickom prı́padePd−1
i=1 ci

eY T Ei
eY →

Pd−1
i=1 ci

eY T Ei
eY= eY T BV CBT

V
eYPd−1

i=1 ci
eY T Ei

eY
λiσ

2
A + σ2

ci=1
→

Pd−1
i=1

eY T Ei
eY

λiσ
2
A + σ2 = eY T BV (BT

VΣBV )
−1BT

V
eY

BV = (vl.vektoryE1, ..., vl.vektoryEd−1), BV BT
V = PV , C = diag(c11ν1 , ..., cd−11νd−1 ),

ci > 0



Analógia - pokračujeme...

Typ 1, ci > 0

d−1X
i=1

ci
eYTEi

eY = eYTBVCBT
V
eY∼ wT

0C1/2BT
VΣBVC1/2w0

w0 ∼ N(0, Ik−1), C1/2BT
VΣBVC1/2 = σ2

A∗ diag. matica+
Pk

i=1 σ2
i ∗prı́slušná matica

trieda rozdelenı́ stochasticky rastúca v σ
2
A

• ci = 1/λi → S2
A (Li (2007)), • ci = 1 → S2

I

Typ 2, ci = 1 eY T BV (B
T
VΣBV )

−1BT
V
eY| {z }

= WS (Wimmer, Witkovský (2003))

∼ χ2
k−1eY T BV (BT

VΣBV )
−1BT

V
eY = eY T (PT

VΣPV )
+eY

Σ = Var(eY) = σ2
ABT ZZ T B + σ2

1BT (In1)11B + ...+ σ2
k BT (Ink )kk B

monotónnost’ v σ2
A
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Ďakujem za pozornost’


