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Semiparametrické modely

Pozorovani

Mdme nezdvisla a stejné rozdélend pozorovani
Xi,..., Xp € (X, A).
Kazdé X se sklada z

> Y, které nds zajima a chceme jej modelovat

» Z, které nas nezajima, ale mlze na ném zdviset Y



Semiparametrické modely
Model

Necht X = (Y, Z) ma rozdéleni Py = Pg, ,,,, kde
Po€P ={Py,:0cO©CR"necH}

kde Py, jsou absolutné spojité vzhledem k mife p a H je
podmnozina néjakého Banachova prostoru B.

> 0 je k-rozmérny vektor parametrd, které nas zajimaji

> 1 je neznama funkce, na niz zavisi rozdéleni dat



Semiparametrické modely
Priklady

» Regrese s obecnym rozdélenim chyb
Y = up(Z) + o9(Z)e, kde £ ma néjaké rozdéleni s nulovou
stfedni hodnotou a jednotkovym rozptylem a py a oy jsou
znamé funkce.
Parametr 6: 0
Parametr 7: hustota ¢

» Regrese s chybami v prediktorech
Y=a+pU+e Z=U+(, kde (¢,¢) ~ N(0,X) nezavislé
na U a rozdéleni U neni zndmo.
Parametr 0: (o, 3, %)
Parametr 7: hustota U



Semiparametrické modely
Priklady

» Transformacni regresni modely
n(Y) = BTZ + ¢, kde £ ma rozdéleni N(0,02) a 7 je n&jaka
rostouci funkce.
Parametr 0: (3, 02)
Parametr 7: transformace 7

» Zobecnéné aditivni modely
g(EY)=a+n(Z1)+ 872, kde rozdéleni Y ma zndmy tvar
s dispersnim parametrem ¢, g je zndma funkce a 7 je
neznama transformace Z;.
Parametr 0: («, 3, ¢)
Parametr 7: transformace 7



Semiparametrické modely
Priklady

» Coxiiv model \(t | Z) = \(t)exp{B3TZ},
kde A\(t | Z) je podminéna rizikova funkce nahodné veli¢iny
T* a pozorovana odezva je censorovana zprava, tj.
Y =(T,0), T=min(T*,C)ad=I(T* < ().
Parametr 0: 3
Parametr n: [, A(s) ds

» Coxtv model s intervalovym censorovanim
At | Z) = M(t) exp{T Z}; pozorovana odezva je intervalové
censorovana, tj. Y = (T, Ty) a vime T* € (T, Ty).
Parametr 0: 3
Parametr n: [, A(s) ds



Odhady parametri: Gplna data
Predpoklady

Necht hustotu fy ,, rozdéleni P € P vzhledem k 1 Ize psat ve tvaru

fo.n(x) = po.y(y,2)gz(2)

kde gz(z) nezévisi ani na # ani na 7.
» Rozdéleni Z je tedy mozné zcela eliminovat ze vSech Gvah
o odhadovani 8 a 7.

» Soustfedime se vlastné na modelovani podminéného rozdéleni
Y, je-li ddno Z



Odhady parametri: Gplna data

Definice

Definice (Regularni parametricky model)
Model P indexovany parametrem # € © C R¥ se nazyva regulrni
pravé kdyz V0 € O plati:

1. @ je vnitfni bod ©

2. Existuje vektor $(0) funkci z Lo(p) takovy, ze

Iv/Pon — /o — 3(8)Thl| = o(|h])
pro |h| — 0. (Fréchetova derivace funkciondlu § — /py)
3. Matice [5(0)s(0)T du je reguldrni
a zobrazeni 6 — $;(0) z © do Ly(u) je spojité.



Odhady parametr(: Gplna data

Definice
Definice
Necht P je reguldrni parametricky model.
. (0
1. 4(0) = 2%/(5(9) > 0) se nazyva skdrova funkce

2. 1(0) = 4 [ 5(0)5(0)T duu se nazyvé informa&ni matice



Odhady parametri: Gplna data

Definice

Definice (Regularni parametricky odhad)

Odhad T, parametru 6y = v(Pg) € R¥ se nazyva [lokilng]
regularni pravé kdyz pro kazdou posloupnost 8, takovou, ze
Vnl0, — 6] < M < 0o Vn, plati

Lp, (VA(Ty = v(Py,))) 2 Lo

a limitni rozdéleni nezavisi na 6,,.



Odhady parametri: Gplna data

Definice

Definice (Regularni parametricky submodel)

Kazdd podmnozina Q modelu P, kterd ma regularni euklidovskou
parametrisaci, se nazyva regularni parametricky submodel modelu

P.
Definice (Regularni odhad)

Odhad T, se nazyva [lokdIné] reguldrni [v modelu P], jestlize je
[lokaIné] regularni v kazdém reguldrnim parametrickém submodelu

Q CP.



Odhady parametr(: Gplna data

Zavedeni odhadui

Oznaéme
Pf = E pf(X) = / f(x)dP, P,f = / f(x)dP, = 12 f(X:)
n
i=1

Maximalné vérohodné odhady (0, 1)) fesi soustavu rovnic

W1(0,m) =Pplp, =0
Won(8,m)h=P,Bgnh =0 YheHo

kde Ho je néjaky vhodné zvoleny systém funkci vyjadfujici sméry, z
nichz se prvky jednodimensionalnich submodeld pro 7 pfiblizuji k
70-

By, : Ho — La2(Po) se nazyva skorovy operator



Odhady parametri: Gplna data

Asymptoticka linearita

Za jistych podminek plati, ze

Wor/n(0n — 0o, 7n — 10) = —v/nW (0o, m0) + 0p(1),

kde W, je Fréchetova derivace zobrazeni W, jez musi byt spojité
invertovatelna.



Odhady parametr(: Gplna data

Asymptoticka normalita 0

Dile
Vn(0, —6o) = % ; bo(Xi) + op(1)

kde
> o = Iy (I — Bo(Bs Bo) ™ B5)lo,
> o = Pol(I — Bo(B:Bo) 1 Bg) ol
> Bo = By,
» B je adjungovany operator k By.
Tudiz /a6, — 60) 2 N(0, ;1)



Dvoufazova studie

Motivace

Nyni uvazujeme situaci, kdy n je velké a méreni nékterych slozek Z
je drahé.

» Dvoufazova studie spociva v provedeni ndhodného vybéru o
daleko mensim rozsahu z plvodniho poctu pozorovani n.

» Vybér jedincd 1,...,n nazyvdme prvni fazi studie. Nékteré
veli¢iny z X = (Y, Z) pozorujeme na vsech jedincich
vybranych do prvni faze (Y'), nékteré vSak méfeny nejsou
(drahé slozky Z).

» Pomoci predepsaného znamého mechanismu vybereme m < n
jedinct do druhé faze.

» Drahé slozky Z pozorujeme pouze na podvybéru (jedincich z
druhé faze).

» Pokud selekce vybéru vhodnym zplisobem zavisi na
namérenych hodnotdch Y, mizeme dosdhnout toho, ze
asymptoticky rozptyl odhadovanych parametri se prilis
nezvysi.



Dvoufazova studie

Provedeni vybéru

Oznaéme jako V diskrétni veli¢inu s hodnotami 1,..., K, ktera je
transformaci dat pozorovanych v 1. fazi.

» Necht &7,...,&, jsou binarni veli¢iny popisujici vybér do druhé
faze a necht podminéné rozdéleni &;, je-li dano V = k je
Alt(pr).-

> Necht & je podminéné nezdvislé na Xj, je-li ddno V.

» Oznaéme nx = > I(Vi = k), m = &l(Vi = k),
qk = P (V,' = k)

» Oznalme 7; = Zszl prl (Vi = k).



Dvoufazova studie
Odhady

Analyza dvoufdzové studie probihd zavedenim vah do obvyklé
odhadovaci procedury.
Oznacme

1R &
PTf =~ = f(X;
=2 )
a definujme odhady (5, 1) jako feSeni soustavy

PTlp, =0
PTBp,h =0 Yhe Ho.



Dvoufazova studie
Vlastnosti odhadu

Plati

V(0 — 00) = /n(0 — 60) — v/n(B — B)
= V/nPnlo + v/n(B} — B,)lo + 0p(1).

Lze ukazat, zZe

Vn(P, —Py) 5 G na (P(F)

1—
kak na (*°(F),
Pk

K
V(B —Po) == Y V/ak
k=1

kde (G, Gy, ...,Gg) jsou vzdjemné nezdvislé Brownovy mosty.



Dvoufazova studie

Pouziti dat z prvni faze

> Véhy > & eliminuji veskerd data W; C (Y}, Z;) pozorovana na
subJektech ktefi vstoupili do prvni faze, ale nebyli vybrani do
faze druhé (s vyjimkou informace o stratech V; = v(W)).

> Tato data W; miizeme pouZit ke sniZeni rozptylu (6, 7)) tak, Ze
s jejich pomoci provedeme malé perturbace ve vahach

» Existuji dvé metody, jak to udélat:

1. Metoda odhadnutych vah
2. Metoda kalibrovanych vah



Dvoufazova studie
Metoda odhadnutych vah

Uvazujme logisticky model pro pravdépodobnosti vybéru

exp{a’ Q}

P(E=1|W)=n(q(W) a)= T+ explat Q)

kde @ je vektor prediktori spocitanych z W.
Budiz m(q(W;); ag) = m; Vi [tj. stratum musi byt obsazeno v Q
jakozto kategorialni prediktor].

Na datech z 1. faze najdeme maximalné vérohodné odhady &,
parametru ag spliujici

Vn(@n—ag) = {Polmo(1-m0)]QQT } Z[E: (Qi; a0)]Zi+op(1),

kde mp = W(Q;Oéo).



Dvoufazova studie
Metoda odhadnutych vah

Zavedeme ,
5 I &
Pof = - Z ﬁ_if(Xi)
i=1
kde
#ti = n(Qi; &)

a predefinujme odhady (5, 1) jako feSeni soustavy

PAlp, =0

PABy,h =0 Vhe Ho.



Dvoufazova studie
Metoda odhadnutych vah

Dostaneme

K
~ ~ 1— ~
V(0 - 00) - Glo + > V/ax Tpk@kwo ~ PkRQ),
k=1

kde
R = {Pol(1 - mo)]f0Q }{ Polrmo(1 — m0)] QQT}

Asymptoticky rozptyl gje minimalizovan, pokud @ obsahuje co
nejlepsi priblizeni k £g.



Dvoufazova studie
Metoda kalibrovanych vah

Uvazujme opét vektor veli¢in Q, ktery lze spoditat z dat W, jez
jsou k disposici v prvni fazi. Soucet

Q=) Q
i=1

je zndm presné.

Upravme vahy tak, aby se co nejméné lisily od w; = 1/, ale aby
zajistily pfesny odhad znamého soultu Q..



Dvoufazova studie
Metoda kalibrovanych vah

Necht v(x,y) je néjakd metrika na R
[napt. v(x,y) = (x — y)?/(2y) nebo v(x,y) = xlog(x/y) — x + y].

Hledame nezaporna Cisla ¢y, ..., ¢, tak, aby minimalisovala
n
E Eiv(wi, ciw;)
i=1

za podminek > ; &iciw; Qi = Q4.

Problém se fesi metodou Lagrangeovych multiplikatora.



Dvoufazova studie
Metoda kalibrovanych vah

Zavedeme ,
pef_ LN &iG
n n “ Y

1

1=

fF(Xi)

a predefinujme odhady (5, 1) jako FeSeni soustavy

8 59,17 -
]P’ntmh =0 Vh e H,.



Dvoufazova studie
Metoda kalibrovanych vah

Dostaneme

K
~ ~ 1— ~
V(0 —60) -5 Glo+ > ax Tp"Gk(ﬂo — ReQ),
k:].
kde _
Re = {PoloQ@" }{PoQQT} "

a RcQ je projekce 20 do prostoru linedrnich kombinaci komponent
Q metodou nejmensich Ctvercd.

Asymptoticky rozptyl 6 je minimalizovan, pokud Q obsahuje co
nejlepsi priblizeni k £y.



Software

Metody pro analyzu dvoufazovych studii
» v Coxové modelu
» v zobecnénych linedrnich modelech
pomoci
» odhadovanych vah
» kalibrovanych vah

jsou implementovany v

knihovné survey baliku R.



Shrnuti

» dvoufazové studie Ize propojit s vétSinou modernich
parametrickych a semiparametrickych metod pro odhadovani
parametr(

» odhadované vahy a kalibrace umoznuji pouziti veskerych dat
pozorovanych v prvni fazi

» existuji-li dobré predikce neliplné pozorovanych velicin, je
rozptyl dvoufazovych odhadil témér stejny jako rozptyl
odhadi na Gplnych datech, ovSem za zlomek ceny

» fada metod je implementovédna v R
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