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Neparametricka regrese
Pozorujeme (Xj, Y;), i =1,...,n, predpokldddme, Ze
Yi = m(Xi) + ¢,
kde Vare; = 02 a chceme odhadnout nezndmou funkci m(.).

Nadaraya-Watsoniiv odhad

w EI Kh( . KhX—X) :
b= Z:llKhX_ ZZ _1 Kh(x = X)) "

kde Ku(x) = K(x/h)/h, K(.) je vhodnd jddrovd funkce a h je bandwidth.

Pokud maji X; rovnomérné rozdéleni, pak “za jistych predpokladi”:

1

MSE{mMW (x)} ~ nha2/K2(s)ds+ %h4{m”(x)}2.
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Flexibilita x horsi vlastnosti nez parametrické odhady

Obvyklé pouZiti: priizkumova analyza dat, grafické znazornéni, zkoumani

zavislosti na Case nebo geografické poloze.
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Neparametricka regrese

Nadaraya-Watsoniiv odhad:
miW (x) = Zn: n”"Kh(x — X;) Y. — Sy K (x = X)Yi
=t e Kn(x = X)) x(x)

i=1
Pokud zndme fx(x) (pro jednoduchost predpokladejme rovnomérné
rozdéleni R(0, 1)), miZeme pouZit Gasser-Miillerav odhad

n si
miM(x) = Z/ Kn(x — u)duY;,
i=1"%i-1

kde s; = (X(,-) —|—X(;+1))/2 a fil Kh(X - u) ~ n_lKh(x - X(,-)).

Odhad “funguje” diky tomu, 2e 377, [> Kp(x — u)du = [ K(x)dx = 1.
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MSE

Nadaraya-Watsoniv odhad

Pokud maji X; rovnomérné rozdéleni, pak “za jistych predpokladi”:

MSE{m™W (x)} ~ %02 / K2(s)ds + %h4{m"(x)}2.

Gasser-Miilleriv odhad

Pokud x; < -+ < xp a Xj11 — X = n~1 pak za “jistych predpokladd”:

MSE{mE (x)} ~ nlha2/K2(s)ds+ %h“{m”(x)}%
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Odhad maxima a jeho polohy

Casto nas misto celé regresni k¥ivky zajima pouze hodnota nebo poloha
n&jakého zajimavého bodu (nap¥iklad maxima):
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Neparametricky odhad maxima a jeho polohy

Odhadovany parametr (poloha maxima): 6 = arg max, m(x)

Odhad (empirickad poloha maxima):
0n = inf {x : mEM(x) = max, mfM(x)}

Odhad maxima regresni funkce je: mM(6,)

Vlastnosti 0, jako odhadu 6 a mfM(6,,) jako odhadu m(8) jsou odvozeny
v &anku Miiller (1985).

(P¥iklad: koncentrace hormonu FSH u pubertélnich chlapci. Jak souvisi
doba maximalni produkce hormonu s riistem nebo s pubertou?)

Miiller, H.-G. (1985). Kernel estimators of zeros and of location and size
of extrema of regression functions, Scand. J. Statist. 12: 221-232.
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Odhad maxima a jeho polohy

@ Funkce m(.) je 4xspojité diferencovatelnd. Jadrova funkce K(.) je
2xspojité diferencovatelnd a takova, e K(2)(.) je Lipschitzovska.

@ Predpokladejme, Ze Iimior;f nh% >0, nh>/logn — oo a pro n&jaké

r > 2 plati E|e1|" < oo a liminf h,n*=2/"/log n > 0.
n—oo

@ Existuji xy < 0 < x,, ¢ >0a p>1tak, Ze m(.) je rostouci [x;,6] a
klesajici na [0, x,] a |[m(t) — m(0)| > c|t — 6] pro t € [x;, Xy, ].

Miiller (1985), Véta 3.1: Predpoklddejme, Ze plati podminky 1-3 a body
m&¥en{ jsou rovnom&rné rozlozené na (0,1). Pokud nh! — d? > 0, pak

dm(0)8, o2V’
(nh3)2(6, — 0) B N (_ m(2)(9) . {m(2)(0)}2> 7

kde By = (1/2) [ K(s)s?ds a V' = [{K(1)(s)}?ds.
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Odhad maxima a jeho polohy
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Zavislost na bandwidth h,

h=0.02
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Zavislost na bandwidth h,

h=0.04
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Zavislost na bandwidth h,

h=0.06
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Zavislost na bandwidth h,

h=0.08
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Zavislost na bandwidth h,

h=0.10
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Zavislost na bandwidth h,

h=0.12
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Zavislost na bandwidth h,

h=0.14
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Zavislost na bandwidth h,

h=0.16
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Zavislost na bandwidth h,

h=0.18
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Zavislost na bandwidth h,

h=0.20
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Zavislost na bandwidth h,

h =022
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Zavislost na bandwidth h,

h=024
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Zavislost na bandwidth h,

h=0.26
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Zavislost na bandwidth h,

h=0.28

15
I

1.0

05

0.0
I

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Zden&k Hlavka (KPMS MFF

Neparametricky odhad polohy maxima Robust 2010 10 / 32



Zavislost na bandwidth h,

h=0.30
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Jak se zméni vlastnosti GM odhadu pfi zméné fx(x)?
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Nerovnomérny design

Nerovnomérné rozloZzena méfeni

© Hustota mé&feni, fx(.), je spojit& diferencovatelna a existuje do > 0
tak, ze fx(x) > do, x € [0,1].

P¥edpokladejme, Ze jsou splnény podminky 1-4 a Ze body mé¥eni jsou
rozlozeny podle hustoty fx(.). Pokud nh! — d? >0, pak

0.2

nhn [/ K?(s)ds{fx(x)} " + o(1)

Var{m®M(x)} =

Jaké rozloZeni bodil na x-ové ose je nejlepsi?

Miiller, H.-G. (1984). Optimal designs for nonparametric kernel regression,
Statistics & Probability Letters 2: 285-290.
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AIMSE optimalni rozloZeni mé¥eni

Zvolime pravdépodobnostni miru H s kladnou a spojitou hustotou h(.) na
intervalu [0, 1],

IMSE = E/{mGM(X) — m(x)}2dH(x) ~ % / K2(s)ds/ h(x) dx

nh, fx(x)

Miiller (1984): odvozeni AIMSE optimalniho rozloZeni f(.) za riiznych
predpokladi (nap¥. heteroskedasticita, nekonstantni bandwidth apod.).

Za nasich predpokladl (homoskedasticita, konstantni bandwidth):

X)1/2

Nevyhoda: neni jasné, co je ta mira H a jak by se méla volit.

Zden&k Hlavka (KPMS MFF UK) Neparametricky odhad polohy maxima Robust 2010 13 / 32



Optimalni design pro odhad polohy maxima

Apriorni informace o poloze maxima

V praxi ¢asto mizeme ziskat alespoii pFibliznou apriorni informaci o poloze
maxima diky

o dFivéjsim experimentlim,

@ zkuSenostem a literatute.

Otekdvanou polohu maxima muiZeme vyjad¥it pomoci apriorni hustoty a(.)
odhadovaného parametru 6.

@ Ptedpoklidejme, Ze apriorni hustota a(.) je spojité diferencovatelnd a
Ze existuje 0 < ¢ < K tak, Ze § < a(x) < K, x € [0,1].
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Odhad polohy maxima: nerovnomérny design

P¥edpokladejme, Ze jsou splnény podminky 1-4 a Ze body mé¥eni jsou
rozlozené podle hustoty fx(.). Pokud nh! — d? >0, pak

3) 2\ /!
(nh,3,)1/2(9,, —9) D N (_ dm( (0)B> oV > .
m

2(0) " {mBP)(0)}21x(0)

Zvolime-li bandwidth h, tak, Ze nhz — 0, ziskdame 1 — « konfiden&ni
interval pro polohu maxima:

gy _Uap  oVV L ap  oVV!
T /nk3 | m@)(0)|£/3(0) N Im@)(6)| £/ (6)

Délka intervalu spolehlivosti je p¥fimo imé&rna fX_1/2(9).

Pokud je parametr 6 tam, kde je vic méFeni, tak vysledny konfidenéni

interval bude kratsi.
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Optimalni rozlozeni bodl méfeni

Ptredpokladejme, Ze jsou splnény podminky 1-5 a Ze navic m(z)(G) nezavisi
na 0:

@ hustota bodli m&¥eni, kterd minimalizuje [ Var(0,|0 = u)a(u)du je:

fie(x) o a¥/3(x),
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Optimalni rozlozeni bodl méfeni

Ptredpokladejme, Ze jsou splnény podminky 1-5 a Ze navic m(2)(9) nezavisi
na 0:

@ hustota bodli m&¥eni, kterd minimalizuje [ Var(0,|0 = u)a(u)du je:
fie(x) o< a'/3(x),

@ hustota bodi méFeni, kterd minimalizuje oéekavanou délku
konfiden¢niho intervalu pro polohu maxima je:

£ (x) x a®/3(x).
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Optimalni design pro odhad polohy maxima

Diitkaz: Vime, e Var(0,|0 = x) = cfy *(x), kde fx(.) je hustota urdujici
rozloZeni bodl mé&feni a ¢ je zndma konstanta, kterd zavisi na n, hy, o? a

m®)(). Re¥eni minimaliza&niho problému

fx = argmln Var(6,|0)a(6)do

= argmln cf 1(0)a(0)do

[
/

musi spliiovat Eulerovu diferencialni rovnici, kterd se v tomto pfipadé
zjednodusi na
{f5(x)} ~2a(x) = konstanta

a tedy
f(x) = konstanta x a*/?(x).
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Simulace

© Apriorni rozdéleni polohy maxima: a(6) = p + (1 — p)N (g, 03).
@ Odhadovani funkce: m(x) = cos{27(x — 0)}, x € (0, 1).
© Mé&feni v bodech uréenych hustotami fx(x) o< {a(x)}", r € [0, 1].

0.8 1.0
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Parametry simulace

Nastaveni:

@ podil rovhomérného rozdéleni p = 0,

e mocnina r € [0,1],

e h, €[0.005,0.1],

@ rozdéleni polohy maxima py = 0.3, g9 = 0.1,

@ potet pozorovani n € {50,100, 200, 500,1000},
e N = 10000 simulaci.

Sledujeme:

e MAD (st¥. abs. odchylka, mé&la by byt nejmensi pro r = 2/3)
e MSE (st¥. ¢tv. chyba, méla by byt nejmensi pro r = 1/2)
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Parametry simulace

Nastaveni:

@ podil rovhomérného rozdéleni p = 0,
mocnina r € [0, 1],

°
o hyc[0.005.0.1],h, € [0.03,0.1]

@ rozdéleni polohy maxima py = 0.3, g9 = 0.1,

@ potet pozorovani n € {50,100, 200, 500,1000},
e N = 10000 simulaci.

Sledujeme:

e MAD (st¥. abs. odchylka, mé&la by byt nejmensi pro r = 2/3)
e MSE (st¥. ¢tv. chyba, méla by byt nejmensi pro r = 1/2)
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Vypocetni problémy

Funkce sm.regression() se chovd divné pro h, < 0.02.

sm.regression() with bandwidth = 0.005
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RozloZeni bodid na x-ové ose (parametr r € [0,1]); p=10.1
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p=0&n=>50

hn ropt(MAD) ropt(MSE) ropt(MAD) ropt(MSE)

c=0.1 c=1.0
0.03 0.42(1.5189) 0.25 (0.0383) 1.00 (7.3298) 1.00 (0.8670)
0.04 0.17 (1.1932) 0.17 (0.0235) 1.00 (7.0714) 1.00 (0.8114)
0.05 0.12(0.9978) 0.08 (0.0169) 0.17 (6.6515) 0.96 (0.7799)
0.06 0.04 (0.8850) 0.08 (0.0136) 0.17 (6.3145) 0.25 (0.7614)
0.07 0.04 (0.8322) 0.08 (0.0143) 0.00 (5.8194) 0.17 (0.6646)
0.08 0.00 (0.7665) 0.08 (0.0176) 0.00 (5.5060) 0.12 (0.6213)
0.09 0.00 (0.7570) 0.04 (0.0204) 0.00 (4.9989) 0.12 (0.5413)
0.10 0.00 (0.7295) 0.08 (0.0297) 0.00 (4.6180) 0.12 (0.5103)
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p=0&n=100

hn ropt(MAD) ropt(MSE) ropt(MAD) ropt(MSE)

c=0.1 c=1.0
0.03 0.21(1.1482) 0.21 (0.0213) 0.29 (6.3702) 0.29 (0.7748)
0.04 0.21 (0.8553) 0.21 (0.0127) 0.21 (5.8114) 0.33 (0.6399)
0.05 0.12(0.7273) 0.12 (0.0096) 0.21 (5.3655) 0.25 (0.5429)
0.06 0.08 (0.6619) 0.12 (0.0105) 0.17 (4.8736) 0.25 (0.4430)
0.07 0.04 (0.6236) 0.12 (0.0138) 0.17 (4.4651) 0.17 (0.4148)
0.08 0.00 (0.5149) 0.12(0.0211) 0.00 (4.0580) 0.21 (0.3559)
0.09 0.00 (0.4679) 0.08 (0.0172) 0.00 (3.5234) 0.17 (0.3179)
0.10 0.00 (0.4482) 0.12 (0.0445) 0.00 (3.1862) 0.17 (0.3050)
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Simulace

p=0&n=200

hn ropt(MAD) ropt(MSE) ropt(MAD) ropt(MSE)
c=0.1 c=1.0

0.03 0.33(0.8604) 0.29 (0.0127) 0.33(5.1893) 0.33 (0.5093)
0.04 0.17 (0.6615) 0.17 (0.0079) 0.25 (4.6271) 0.33 (0.4227)
0.05 0.08 (0.5844) 0.17 (0.0091) 0.29 (4.1369) 0.29 (0.3198)
0.06 0.00 (0.5109) 0.17 (0.0129) 0.25 (3.7794) 0.25 (0.2644)
0.07 0.00 (0.4305) 0.17 (0.0197) 0.04 (3.3601) 0.25 (0.2427)
0.08 0.00 (0.3257) 0.17 (0.0301) 0.04 (2.9379) 0.21 (0.2282)
0.09 0.00 (0.3327) 0.17 (0.0469) 0.00 (2.5716) 0.21 (0.2160)
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p=0&n=2500

hn ropt(MAD) ropt(MSE) ropt(MAD) ropt(MSE)
c=0.1 c=1.0
0.03 0.21 (0.5723) 0.21 (0.0057) 0.33(3.7893) 0.42 ( )
0.04 0.17 (0.4831) 0.21 (0.0049) 0.33 (3.3214) 0.38 (0.2080)
0.05 0.00 (0.4736) 0.21 (0.0077) 0.25 (2.8827) 0.33 (0.1716)
0.06 0.00 (0.2734) 0.21 (0.0133) 0.29 (2.6086) 0.29 (0.1269)
) ( ) ( ) ( )
) ( ) ( ) ( )
) ( ) ( ) ( )
) ( ) ( ) ( )

0.3098

0.07 0.00 (0.3653) 0.21 (0.0237) 0.00 (2.2568) 0.25 (0.1291
0.08 0.00 (0.2374) 0.21 (0.0374) 0.00 (1.9130) 0.29 (0.1430
0.09 0.00 (0.2236) 0.21 (0.0610) 0.00 (1.5797) 0.25 (0.1411
0.10 0.00 (0.1395) 0.00 (0.0003) 0.00 (1.4060) 0.00 (0.1237
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p=0&n=1000

hn ropt(MAD) ropt(MSE) ropt(MAD) ropt(MSE)

c=0.1 c=1.0
0.03 0.21 (0.4227) 0.21 (0.0033) 0.42 (3.0237) 0.42 (0.1892)
0.04 0.00 (0.4287) 0.25 (0.0045) 0.38 (2.4993) 0.38 (0.1236)
0.05 0.00 (0.3148) 0.25 (0.0083) 0.33(2.1529) 0.38 (0.0967)
0.06 0.00 (0.2171) 0.25(0.0166) 0.00 (1.9071) 0.33 (0.0851)
0.07 0.00 (0.2832) 0.25 (0.0293) 0.00 (1.5748) 0.33 (0.0884)
0.08 0.00 (0.1612) 0.00 (0.0402) 0.00 (1.3904) 0.29 (0.0960)
0.09 0.00 (0.1769) 0.00 (0.0700) 0.00 (1.2926) 0.29 (0.1376)
0.10 0.00 (0.1658) 0.00 (0.0699) 0.00 (1.0508) 0.00 (0.1302)
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Simulace: shrnuti vysledki

Shrnuti:

@ Rovnomérnd hustota mé¥eni vé&tSinou ddva dobré vysledky.
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Simulace: shrnuti vysledki

Shrnuti:

@ Rovnomérnd hustota mé¥eni vé&tSinou ddva dobré vysledky.

@ Nejvice zdleZi na volbé bandwidth hj,.
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Simulace: shrnuti vysledki

Shrnuti:

@ Rovnomérnd hustota mé¥eni vé&tSinou ddva dobré vysledky.
@ Nejvice zdleZi na volbé bandwidth hj,.

@ Pro mensi o a velké n se nerovnomérna hustota mé¥eni mizZe vyplatit.
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Simulace: shrnuti vysledki

Shrnuti:

@ Rovnomérnd hustota mé¥eni vé&tSinou ddva dobré vysledky.
@ Nejvice zdleZi na volbé bandwidth hj,.

@ Pro mensi o a velké n se nerovnomérna hustota mé¥eni mizZe vyplatit.

Chtélo by to dalsi simulace:
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Simulace: shrnuti vysledki

Shrnuti:

@ Rovnomérnd hustota mé¥eni vé&tSinou ddva dobré vysledky.
@ Nejvice zdleZi na volbé bandwidth hj,.

@ Pro mensi o a velké n se nerovnomérna hustota mé¥eni mizZe vyplatit.
Chtélo by to dalsi simulace:

@ mendi o a(nebo) v&tdi n,

@ komplikovan&jsi funkce m(.),

Zden&k Hlavka (KPMS MFF UK) Neparametricky odhad polohy maxima Robust 2010 27 / 32



Simulace: shrnuti vysledki

Shrnuti:

@ Rovnomérnd hustota mé¥eni vé&tSinou ddva dobré vysledky.
@ Nejvice zdleZi na volbé bandwidth hj,.

@ Pro mensi o a velké n se nerovnomérna hustota mé¥eni mizZe vyplatit.
Chtélo by to dalsi simulace:

@ mensi o a(nebo) V&SI n,
@ komplikovangjsi funkce m(.),

© nepouzivat sm.regression().
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2000 simulations, n = 5000, h, = 0.002, 0 = 0.01, p = 0.1

r

MADx100 MSEx10*

0.000
0.083
0.167
0.250
0.333
0.417
0.500
0.583
0.667
0.750
0.833
0.917
1.000

0.489
0.459
0.474
0.447
0.432
0.435
0.435
0.442
0.444
0.431
0.423
0.426
0.433

0.360
0.327
0.340
0.308
0.288
0.288
0.291
0.299
0.303
0.291
0.280
0.300
0.312
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2000 simulations, n = 100, h, = 0.04, c = 0.01, p=0.1

r

MADx100 MSEx10*

0.000
0.083
0.167
0.250
0.333
0.417
0.500
0.583
0.667
0.750
0.833
0.917
1.000

0.424
0.395
0.379
0.365
0.360
0.360
0.342
0.343
0.360
0.378
0.422
0.448
0.493

0.281
0.247
0.230
0.209
0.210
0.215
0.195
0.206
0.242
0.305
0.498
0.731
1.181
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Je GM odhad vhodny?

Gasser-Milleriv odhad:

n si
miM(x) = Z/ Kh(x — u)duY;
i=1 %1

n n

D (si=si1)Knl(x = x) = D (xi41 — xi-1) Kn(x = xi)/2

i=1 i=1

Q

Modifikovany GM odhad, nap¥. Chu (1985).

Chu, C. K. (1985). A new version of the Gasser-Mueller estimator, Journal
of Nonparametric Statistics, 3: 187-193.
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@ PY¥ipomnéli jsme GM odhad, ktery se pouZivd pro neparametrickou
regresi s pevnym designem.
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@ PY¥ipomnéli jsme GM odhad, ktery se pouZivd pro neparametrickou
regresi s pevnym designem.

@ Odvodili jsme optimalni rozloZeni mé&Feni pro odhad polohy maxima,
které vyjde (pro MSE) stejn& jako AIMSE (Miiller, 1984).
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@ PY¥ipomnéli jsme GM odhad, ktery se pouZivd pro neparametrickou
regresi s pevnym designem.

@ Odvodili jsme optimalni rozloZeni mé&Feni pro odhad polohy maxima,
které vyjde (pro MSE) stejn& jako AIMSE (Miiller, 1984).

@ Obdobné Ize odvodit optimalni rozloZeni mé¥eni pro odhad polohy
nulovych bodi derivaci funkce m(.) (odhad polohy maxima nebo
minima ~ odhad nulového bodu prvni derivace).
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