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ABSTRAKT

Za odhad parametr̊u metodou maximálńı věrohodnosti (MLE) logaritmicko-normálńıho
rozděleńı se ḿısto globálńıho maxima použ́ıvá lokálńı maximum věrohodnostńı funkce a tato
metoda se věťsinou označuje LMLE. S nalezeńım lokálńıho maxima však mohou být spojeny
obt́ıže. Předkládáme metodu, která odhady LMLE najde, pokud existuj́ı.

ÚVOD

Pro náhodnou veličinu X , která se ř́ıd́ı logaritmicko-normálńım
rozděleńım s prahovým parametrem γ ∈ R, je ln(X − γ) ∼ N (µ, σ2).
Ṕı̌seme X ∼ LN (γ, µ, σ2).
Pro pevné hodnoty x1, . . . , xn ∼ LN (γ, µ, σ2) má (logaritmus)
věrohodnostńı funkce tvar

L(γ, µ, σ) = ln
n

∏

i=1

f(xi) = −
n

2
ln 2π−n ln σ−

n
∑

i=1

ln(xi−γ)−
1

2σ2

n
∑

i=1

[ln(xi−γ)−µ]2.

Věrohodnostńı funkce je shora neomezená, pro γ → x(1), µ → −∞ a
σ → +∞ je L → +∞. Za odhad metodou maximálńı věrohodnosti se
proto považuje bod lokálńıho maxima (metoda LMLE).
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Pro každé pevné γ < min{x1, . . . , xn}
je funkce
λ(γ) = −n

2(ln 2π + 1 + ln σ̂2
γ + 2µ̂γ),

kde µ̂γ = 1
n

∑n
i=1 ln(xi − γ),

σ̂2
γ = 1

n

∑n
i=1 [ln(xi − γ) − µ̂γ]2,

maximem věrohodnostńı funkce L.
Jestliže γ̂ je lokálńım maximem funkce

λ, pak γ̂, µ̂ = µ̂γ̂ a σ̂ =
√

σ̂2
γ̂

je bodem lokálńıho maxima věrohodnostńı
funkce L.

NOVÁ METODA NALEZENÍ ODHADŮ

Označme f1(γ) = σ̂2
γ, f2(γ) = µ̂γ. Potom derivace funkce λ je

λ′(γ) = −
n

2

[

f ′1(γ)

f1(γ)
+ 2f ′2(γ)

]

.

Naš́ım ćılem je naj́ıt lokálńı maximum funkce λ, tedy řešeńı (resp. jedno
z řešeńı) rovnic

λ′(γ̂) = 0 ⇔
f ′1(γ̂)

f1(γ̂)
= −2f ′2(γ̂) ⇔ f ′1(γ̂) = 2f1(γ̂)[−f ′2(γ̂)].

Tvar levé a pravé strany posledńı rovnice popisuje následuj́ıćı tvrzeńı,
jehož d̊ukaz bude z prostorových d̊uvod̊u uveden v př́ıspěvku ve sborńıku.

Tvrzeńı: Pro libovolné x1, . . . , xn, pro které ∃i, j : xi 6= xj, jsou
funkce d1(γ) = f ′1(γ), d2(γ) = 2f1(γ)[−f ′2(γ)] osťre rostoućı a konvexńı
pro γ ∈ (−∞, x(1)).

Podle nám známé literatury může mı́t funkce λ nejvýše dva stacionárńı
body (na následuj́ıćıch obrázćıch γ̂0 a γ̂1), které budeme hledat jako
pr̊useč́ıky funkćı d1 a d2.

POSTUP NALEZENÍ STACIONÁRNÍHO BODU
Mějme výchoźı bod γ0 < x(1) a

hledejme γ̂k, kde k = 0 nebo k = 1.
V bodě γ0 sestroj́ıme tečnu t0 k funkci,
která má v γ0 vyšš́ı funkčńı hodnotu,
v našem př́ıkladu (viz obrázky) tedy
k funkci d1. Najdeme bod γ1 < γ0,
pro který plat́ı f0(γ1) = d2(γ1), což
je pr̊useč́ık tečny t0 a funkce d2 vlevo
od bodu γ0. Postup opakujeme,
z bodu [γi, d1(γi)] sestroj́ıme tečnu
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ti a najdeme daľśı bod γi+1. T́ımto postupem dostaneme posloupnost
γ0 > γ1 > γ2 > . . . > γ̂k, která v našem př́ıkladu konverguje ke sta-
cionárńımu bodu γ̂0.

Chtějme nyńı stanovit interval Ik, ve kterém lež́ı pouze hledané γ̂k, tedy
γ̂k ∈ Ik a γ̂k′ /∈ Ik, k′ = 1 − k. Libovolné γi źıskané popsaným postu-
pem lze vźıt za pravou mez intervalu Ik. Pro nalezeńı levé meze v každém
kroku předchoźıho postupu stanov́ıme nav́ıc tečnu dolńı funkce t′i.
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Jestliže existuje bod γp < γi, pro který je f ′i(γp) = d1(γp), je dolńı
mez nalezena. Interval Ik = (γp, γi0), kde i0 ≥ 0 lze zvolit libovolně,
obsahuje hledané γ̂k. Hodnotu γ̂k lze stanovit např. metodou p̊uleńı
intervalu pro funkci λ′(γ).

NALEZENÍ LOKÁLNÍHO MAXIMA

Výše uvedný postup použijeme, pokud λ′(γ0) < 0 a naš́ım předpokladem
tedy je γ0 ∈ (γ̂0, γ̂1). Nalezené γ̂ = γ̂0 je pak hledaným odhadem
parametru γ.

Jestliže je λ′(γ0) > 0, uvažujeme ťri možnosti: γ0 ∈ (−∞, γ̂0) nebo
γ0 ∈ (γ̂1, x(1)), popř. funkce λ nemá ani jeden stacionárńı bod. Na
základě našich simulaćı doporučujeme nejprve hledat vpravo od γ0.
Použijeme postup nalezeńı stacionárńıho bodu z předchoźı části,
je však ťreba hledat v opačném směru, což znamená naj́ıt posloupnost
γ0 < γ1 < γ2 < . . . < γp.

Při našich simulaćıch (s volbou γ0 = x(1) − R/(n − 1)) nebylo maxi-

mum věrohodnostńı funkce nikdy nalezeno vlevo od γ0 (pro λ′(γ0) > 0).
Přesto tuto variantu nelze vyloučit, jestliže tedy neńı maximum nalezeno
vpravo od γ0, hledáme postupem nalezeńı stacionárńıho bodu
interval I1 = (γp, γi), který obsahuje sedlový bod γ̂1 ∈ I1, vlevo od γ0.
Protože γp < γ̂1 (a γ̂0 < γp, pokud existuje), je λ′(γp) < 0. Použijeme
γp jako novou startovaćı hodnotu γ0 := γp a najdeme γ̂ = γ̂0 postupem
nalezeńı stacionárńıho bodu.

Pokud neńı γ̂ = γ̂0 nalezeno, potom lokálńı maximum funkćı λ a L neex-
istuje, popř. se nacháźı v oblasti, kterou nejsme schopni danou výpočetńı
technikou obsáhnout, nebo byl vyčerpán maximálńı počet iteraćı.

Autor byl podporován z výzkumného záměru MSM 4977751301.
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