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1 Úvod

Tento př́ıspěvek vycháźı s publikaćı [1] a [2]. Je v něm prezentován
stochastický model vývoje epidemie onemocněńı, které je vysoce infekčńı
a má krátkou dobu uzdravováńı (typickým onemocněńım tohoto typu je
chřipka). Dı́ky poměrně krátkému trváńı epidemie můžeme předpokládat
konstantńı velikost populace. Nav́ıc předpokládáme, že tato populace
je homogenńı ve smyslu výše imunity jedinc̊u a množstv́ı kontakt̊u jed-
notlivých osob s ostatńımi osobami. Jak je však ukázáno v [2], tento
předpoklad může být z modelu odstraněn.

2 Kermack-McKendrik̊uv model s vakci-

nańı

Tento model je verźı Kermack-McKendrickova modelu, do něhož byla
přirozeným zp̊usobem přidána vakcinace. V modelu uvažujeme konstant-
ńı velikost populace N , která je rozdělena do tř́ı skupin, jejichž velikost
se v čase měńı, a to xt popisuj́ıćı počet jedinc̊u, kteř́ı jsou zdrav́ı, ale
mohou být nakaženi (dále jen ”zdrav́ı”), yt znač́ıćı počet nakažených jed-
inc̊u, kteř́ı jsou přenašeči nemoci (dále jen ”nemocńı”), a zt, což je počet
jedinc̊u, kteř́ı nemoc již prodělali, nemohou být znovu nakaženi a nejsou
infekčńı (dále jen ”imunńı”). Tento model je popsán diferenciálńı rovnićı

dxt = −βyt[xt − ϑ(zt)]
+dt, x0 > 0,

dyt = βyt[xt − ϑ(zt)]
+dt− γytdt, y0 > 0,

dzt = γytdt, z0 = 0,

kde β > 0 je intenzita přenosu nemoci, γ > 0 je intenzita uzdravováńı a
ϑ je funkce počtu vakcinovaných jedinc̊u (neklesaj́ıćı funkce R+ → R+).

3 Stochastický model

Tento model je přirozenou stochastickou verźı předchoźıho determi-
nistického modelu. Uvažujeme stejně jako v předchoźım modelu kon-
stantńı velikost populace N , která je rozdělena na zdravé (Xt), nemocné
(Yt) a imunńı jedince (Zt). Model je popsán stochastickou diferenciálńı
rovnićı

dXt = −βYt[Xt − ϑ(Zt)]
+dt +

√
βYt[Xt − ϑ(Zt)]+dWt,

dYt = βYt[Xt − ϑ(Zt)]
+dt− γYtdt−

√
βYt[Xt − ϑ(Zt)]+dWt, (R1)

dZt = γYtdt

s počátečńı podmı́nkou X0 > 0, Y0 > 0, Z0 = 0.

β > 0, γ > 0 a ϑ zde maj́ı stejńı význam jako v deterministickém modelu
a Wt znač́ı Wiener̊uv proces.
Uvažujeme-li ϑ lokálně lipschitzovskou funkci na (0, N ] a omezenou na
[0, N ], pak existuje jediný proces (X, Y, Z), který je řešeńım rovnice (R1)
a je absorbován v bariéře B = {(x, y, z) ∈ R3 : x = 0 ∨ y = 0}.

4 Simulace

V následuj́ıćıch ukázkách simulaćı bylo zvoleno γ = 0.25, β = 0.38
(Obrázek 1 a Obrázek 2), resp. β = 0.3 (Obrázek 3), a počátečńı

podmı́nka Y0 = 0.01 ∗ N (tj. na počátku trṕı chorobou jedno pro-
cento populace). Doba, pro kterou byla simulace provedena, je 150 (dńı).
V prvńıch dvou obrázćıch byla (pro větš́ı názornost) zvolena nulová vakci-
nace.
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Obrázek 1. Na obrázku je znázorněn rozd́ıl mezi řešeńım deterministického modelu

(čárkovaná čára) a středńı hodnotou řešeńı stochastického modelu (plná čára). Zat́ımco

pro populaci č́ıtaj́ıćı 100 jedinc̊u je rozd́ıl zřetelný (graf vlevo), pro větš́ı populaci složenou

z 1000 jedinc̊u (graf vpravo) je již rozd́ıl zanedbatelný. Počet zdravých jedinc̊u je

znázorněn černě, nemocných jedinc̊u červeně a imunńıch jedinc̊u zeleně.
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Obrázek 2. Na obrázku je středńı hodnota řešeńı stochastického modelu (plná čára) a

pět realizaćı tohoto modelu (čárkovaná čára). Zat́ımco pro menš́ı populaci (1000 jedinc̊u,

graf vlevo) se pr̊uběh jednotlivých realizaćı podstatně lǐśı od jejich středńı hodnoty, pro

velkou populaci (1 milion jedinc̊u, obrázek vpravo) jsou všechny pr̊uběhy podobné a

témeř splývaj́ı s řešeńım deterministického modelu.

v0

0

200

400

600

v1

0

2

4

6

f

200

250

300

350

v0

0

200

400

600

v1

0

2

4

6

f

200

250

300

350

400

450

Obrázek 3. Na obrázku je ukázána r̊uzná efektivita linearńı vakcinace v závislosti

na zvolených parametrech. Funkci počtu navakcinovaných jedinc̊u voĺıme lineárńı

ϑ(z) = v0 + v1 ∗ z a penalizačńı funkci voĺıme ve tvaru

f = E(Z150 + 0.3 ∗ v0 + 0.4 ∗ v1 ∗ Z150 + 0.5 ∗ T ) (vlevo) a

f = E(Z150 + 0.6 ∗ v0 + 0.304 ∗ v1 ∗ Z150) (vpravo)

(tj. je penalizován počet jedinc̊u, kteř́ı nemoc prodělali, doba trváńı epidemie,

předvakcinace a vakcinace v pr̊uběhu epidemie z d̊uvod̊u r̊uzných náklad̊u na zp̊usoby

vakcinace a léčby). Z150 je počet jedinc̊u, kteř́ı do stanoveného času prodělali nemoc,

v0 je počet předvakcinovaných jedinc̊u, v1 ∗ Z150 je počet jedinc̊u navakcinovaných v

pr̊uběhu času a T je délka doby, po kterou bylo nemocných v́ıce než 0.3% populace.

Poděkováńı: Výzkum byl podporován grantem GAČR 201/05/H007.
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