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Abstrakt

V klasické teorii výběrových šetřenı́ jsou předmětem studia
parametry charakterizujı́cı́ konečnou populaci, jako např.
úhrn nebo průměr N pevných hodnot. Někdy je však vhod-
nějšı́ považovat pozorovánı́ za náhodné veličiny a zároveň
brát v úvahu, že nenı́ k dispozici prostý náhodný výběr. Po-
pisujeme alternativu maximálně věrohodných odhadů para-
metrů, která zohledňuje výběrové schéma, a výsledek ilu-
strujeme na lineárnı́m modelu.

1. Pevná hodnota nebo náhodná veličina?

V kontextu výběrových šetřenı́ se zpravidla zabýváme para-
metry, které charakterizujı́cı́ konečnou populaci (např. úhrn
nebo průměr N pevných hodnot). Někdy však může nastat
situace, kdy bychom rádi výsledky zobecnili na jiné popu-
lace, nebo i tutéž populaci v jiném čase. Navı́c, připustı́me-li,
že sesbı́raná data nemusı́ být zcela spolehlivá, vidı́me, že je
vhodné chápat naše pozorovánı́ jako realizace náhodných
veličin. Takto přistupujı́ k datům klasické statistické metody.
Ty však předpokládajı́, že je k dispozici prostý náhodný vý-
běr, což v kontextu výběrových šetřenı́ často nenı́ možné.
Např. můžeme mı́t dvoustupňové výběrové schéma, kde
jsou nejprve (se stejnou pravděpodobnostı́) vybrány domác-
nosti a poté je ze všech členů dané domácnosti náhodně
určen jeden a zařazen do studie. Tak vznikne výběr, který
nadhodnocuje počet členů malých domácnostı́ a naopak
podhodnocuje zastoupenı́ domácnostı́ velkých.
Proto je někdy potřebné zvolit postup analýzy dat, který
kombinuje oba tyto přı́stupy. Znamená to modifikovat me-
tody tak, aby zohledňovaly dané výběrové schéma. Rozdı́l
v přı́stupu teorie výběrových šetřenı́, klasických metodách
a našem postupu (kombinace obojı́ho) je schématicky po-
psán na obrázku 1.
Zde se zaměřı́me na analogii maximálně věrohodných od-
hadů a lineárnı́ regrese.

Obrázek 1: Přı́stup teorie výběrových šetřenı́, klasických
metod a kombinace obojı́ho.

2. Odhad střednı́ hodnoty

Wi . . . diskrétnı́ náhodná veličina, odpovı́dá stratu
v populaci, Wi ∈ {1, 2, . . . , K}, pk = P(Wi = k)

Yi . . . spojitá nebo diskrétnı́ náhodná veličina, odpovı́dá
sledované veličině

EYi = θ =
K∑

k=1

pkθk, kde θk = E (Yi|Wi = k)

ξi . . . náhodná veličina,

ξi =

{
1 jedinec i byl zahrnut do výběru
0 jedinec i nebyl zahrnut do výběru , nezávislé

πi . . . pravděpodobnost výběru jedince i
N . . . velikost populace

E (ξi|Wi = k) = P(ξi = 1|Wi = k) = πk, pro i = 1, 2, . . . , N

Wi . . . pozorované pro všech N členů populace
Yi . . . pozorované pouze pro jedince z výběru, tj. pro ξi = 1
Pro libovolnou náhodnou veličinu Zi značı́me

vark(Zi) = var (Zi|Wi = k).

Odhad parametru θ definujeme

θ̂ =
1
N

N∑
i=1

K∑
k=1

( 1
π̂k

ξiYi

)
I(Wi = k),

kde
π̂k =

1
nk

N∑
i=1

ξiI(Wi = k),

nk . . . počet jedinců ve stratu k.

Tvrzenı́ 1 Předpokládejme, že vektory (Yi, Wi, ξi) jsou nezá-
vislé, stejně rozdělené (iid) a ξi je nezávislé s Yi za podmı́nky
Wi, pro i = 1, 2, . . . , N . Předpokládejme, že varY1 < ∞. Pak

√
N(θ̂ − θ)

d→ N(0,Σ),
kde

Σ = varY1 +
K∑

k=1

pk
1− πk

πk
varkY1

Důkaz viz [1].

3. Maximálně věrohodné odhady

Necht’Yi, i = 1, 2, . . . , N , jsou iid náhodné veličiny s hustotou
f (y, θ), θ = (θ1, . . . , θp) ∈ Θ. Klasický maximálně věrohodný
odhad parametru θ se zı́ská maximalizacı́ logaritmu věro-
hodnostnı́ funkce LN (θ) =

∑N
i=1Li(θ|yi). To většinou vede

na soustavu rovnic

∂L

∂θ
=

N∑
i=1

Ui(θ) = 0, kde Ui(θ) =
(∂Li(θ|yi)

∂θj

)p

j=1
. (1)

Pro výběrové schéma soustavu rovnic (1) modifikujeme na

V (θ) =
N∑
i=1

K∑
k=1

ξi
π̂k

Ui(θ)I(Wi = k) = 0. (2)

Řešenı́m (2) zı́skáme odhad parametru θ, zohledňujı́cı́ vý-
běrové schéma (ZVS).
Tvrzenı́ 2 Necht’ platı́ předpoklady Tvrzenı́ 1. Označme θ̂
řešenı́ rovnice (2). Potom

√
N(θ̂ − θ)

d→ N(0, J(θ)−1ΣJ(θ)−1),
kde

Σ = J(θ) +
K∑

k=1

pk
1− πk

πk
Jk(θ).

J(θ) . . . Fisherova informace, Jk(θ) = var(Ui(θ)|Wi = k).

4. Lineárnı́ model

(Yi, xi), i = 1, 2, . . . , N jsou iid náhodné vektory

Yi|xi ∼ (xT
i β, σ2), i = 1, 2, . . . , N. (3)

Soustava rovnic pro odhad parametru β (neuvažujeme-li
výběrové schéma) je potom∑N

i=1
xi(Yi − xT

i β) = 0. (4)

Předpokládejme nynı́ opět výběrové schéma popsané výše.
Může se stát, že v každém stratu platı́ model (3), tj.

(Yi|xi, Wi) ∼ (xT
i β, σ2), i = 1, 2, . . . , N. (5)

Potom výběrové schéma nenı́ třeba zohledňovat a lze po-
užı́t klasickou teorii lineárnı́ch modelů. Obecně však v kaž-
dém stratu platı́ jiný vztah než (5), přičemž nás zajı́má mar-
ginálnı́ model (3).
Přı́klad Uvažujme, že vektor xi zahrnuje všechny predik-
tory Yi (kromě Wi) a že ve stratu k platı́

(Yi|xi, Wi = k) ∼ (xT
i βk, σ

2
k), i = 1, 2, . . . , N.

Potom
E (Yi|xi) =

K∑
k=1

pkx
T
i βk = xT

i β (6)

var (Yi|xi) = Eσ2Wi
+ varxT

i βWi

=
K∑

k=1

pkσ
2
k + xT

i

K∑
k=1

pk(βk − β)2xi,

kde σWi
= σk a βWi

= βk pro Wi = k.

Zde se již nejedná o klasický homoskedastický lineárnı́ mo-
del, nebot’ rozptyl Yi závisı́ na prediktorech xi. V klasic-
kém přı́stupu je β̂ stále řešenı́m soustavy rovnic (4), avšak
bereme-li v úvahu výběrové schéma, je ji nutné modifikovat
podle (2) a dostáváme

N∑
i=1

K∑
k=1

ξi
π̂i

xi(Yi − xT
i β)I(Wi = k) = 0. (7)

i1, . . . , in jsou všecha i taková, že ξil = 1 pro l = 1, . . . , n

D = Diag(di1, . . . , din), dil =
K∑

k=1

1
π̂k
I(Wil = k),

X = (xilj)n×p a Y = (Yil)n×1 pro l = 1 . . . , n.

Řešenı́m rovnice (7) je

β̂ = (XTDX)−1(XTDY ).

Pro β̂ platı́ √
N(β̂ − β)

d→ N(0, A−1ΣA−1),
kde

A = Exix
T
i a Σ = varUi +

K∑
k=1

pk
1− πk

πk
vark(Ui)

pro Ui = xi(Yi − xT
i β).

Konzistentnı́ odhad rozptylu A−1ΣA−1 zı́skáme nahrazenı́m
neznámých hodnot jejich konzistentnı́mi odhady. Pro varUi
resp. vark(Ui) se použije tzv. robustnı́ odhad, opět ZVS

varEUi =
1
N

N∑
i=1

K∑
k=1

ξi
π̂i

UiU
T
i I(Wi = k)

varE(Ui|Wi = k) =

∑N
i=1 ξiUiU

T
i I(Wi = k)∑N

i=1 ξiI(Wi = k)
.

5. Ilustrace

Výsledky ilustrujeme na malé simulačnı́ studii. Zajı́má nás
výše měsı́čnı́ho platu v závislosti na vzdělánı́ a délce praxe.
Necht’ výše platu závisı́ ale také na pohlavı́.
Předpoklájme, že platı́ lineárnı́ model

plat = β0 + βz ∗ z + (βp + βpz ∗ z) ∗ p (8)
+ βs ∗ S + βm ∗M + (βv + βvz ∗ z) ∗ V + e,

z . . . dichotomická proměnná značı́cı́ pohlavı́
p . . . délka praxe v letech
S, M , V . . . faktor značı́cı́ pořadě (alespoň) SŠ vzdělánı́ bez
maturity, s maturitou nebo VŠ vzdělánı́
e . . . náhodná veličina, e ∼ N(0, 50002).
V simulované populaci jsou hodnoty parametrů následujı́cı́

β0 = 15 000 βz = -5 000 βp = 370 βpz = -70
βs = 3 000 βm = 9 000 βv = 27 000 βvz = -9 000

Necht’ je podı́l žen mezi výdělečně činnými osobami 0.4.
Marginálnı́ model závislosti platů na délce praxe a vzdělánı́
je podle (6)

plat = 13000 + 342p + 3000S + 9000M + 23400V + e.

Postup Nejprve byla vygenerována populace o velikosti
10 000, dle modelu (8). Potom byl proveden náhodný výběr,
pravděpodobnost zahrnutı́ žen 0.1, mužů 0.3. Parametry
marginálnı́ho modelu byly odhadnuty klasickým způsobem
i postupem ZVS. Výsledky jsou uvedené v Tabulce 1.
Tabulka 1. Odhady parametru pro jednu nasimulovanou po-
pulaci

Skutečná Odhad Odhad Směr.
hodnota klasický ZVS chyba

Konstanta 13 000 14 360 13 197 597
Praxe 342 338 324 26
Vzdělánı́ bez mat. 3 000 2 941 2 811 611
Vzdělánı́ s mat. 9 000 8 759 8 609 612
Vzdělánı́ VŠ 23 400 25 882 24 600 800

Postup ZVS odhadl lépe ty složky parametru β, které jsou
pro každé pohlavı́ výrazně jiné (konstanta, ohodnocenı́ VŠ).
Poté byl tento proces zopakován 1 000 × (Tabulka 2).

Tabulka 2. Průměrné výsledky simulace (1 000 opakovánı́)

Skut. Klas. Odhad Odhad SE**
hodnota odhad* ZVS* SE* odhadu

Konstanta 13 000 14 101 13 018 536 542
Praxe 342 358 343 26 26
Vzděl. bez mat. 3 000 2 980 2 977 551 571
Vzděl. s mat. 9 000 8 985 8 987 553 556
Vzděl. VŠ 23 400 25 333 23 374 789 798
*průměrný; **empirická
Průměrný odhad ZVS parametru je blı́zko skutečným hod-
notám, průměrný odhad směrodatné chyby odhadu ZVS je
blı́zký emprické směrodatné chybě odhadů.
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