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Kupni cenu C;(T') opce evropského typu v ¢ase t s maturitou 7' =t+7, 7 > 0, lze zapsat jako stfedni hodnotu zisku z(.57), zavisejiciho na budouci cené S podkladového

instrumentu v €ase 7', opravenou o bezrizikovou arokovou miru r: Cy(T)
interpretovat jako pravdépodobnostni hustotu nahodné veli¢iny S;. Odhad rizikové neutralni hustoty byva obvykle odvozen od cen opci [5]. Cilem p¥ispévku je porovnani

skuteénych budoucich cen S; ,, v > 0, s ruznymi predpovédmi zalozenymi na funkcionalni neparametrické regresi i na podminénych funkcionalnich kvantilech.

1 Rizikové neutralni hustota (RNNH)

Mayjitel kupni opce evropského typu ziska v ¢ase T' ¢astku z(S7) = (S —
K)y = max(ST — K,0). Cena této opce v case t je:

+00

Cy(K,T) = exp{—r(T — )} / (Sp — K) 4 fo(S7)dS.
0

Pro odhad RNH f¢(.) je dulezité, ze v tomto ptipadé ji lze vyjadrit jako
druhou derivaci ceny opci vzhledem k realizacni cené K [2]:

0°Cy(K, T)
K2

ft(K) = exp{r(T —t)}

V clanku [4] je ukézano, ze funkcionalni hlavni komponenty [6] RNH lze
interpretovat jako zmény tvaru pozorovanych funkei:
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2 Neparametricka funkcionalni regrese

Funkcionalni nahodnd proménna X je v [3] obecné zavedena jako
meértitelné zobrazeni z pravdépodobnostniho prostoru (£2, .4, P) do nekonecné
rozmérn¢ho méfitelného prostoru (G, G).

Za zavisle proménnou zvolme nahodnou proménnou Syy,, v > 0, a za
vysvetlujicl funkcionalni proménnou odhad RNH ft(.)7 kdet =1,...,n.
Funkcionalni jadrové neparametrické odhady zavedeme jako vazené lokalni
prumery zavisle promeénné, zde vyjadiené pro predpoved ceny odpovidajici

fn+1(0):

A : Siq S Kpld{ fr1(), fe( )]
Sn v = Tun+1\-)y = A A ;
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kde Kp,(.) je asymetricka jadrova funkce s parametrem h a d(.) je vhodna
mira vzdalenosti dvou funkcionalnich pozorovani [3].

(1)

Volba jadrové funkce ve vzorci (1) je obdobna jako u obycejné jadrové re-
orese a rozdil je pouze v tom, ze kvuli pouziti vzdalenosti uvniti jadrové
funkce se ve vzorci (1) musi pouzivat asymetrické jadrové funkee, tj. jadrové
funkce, které jsou nenulové pouze pro nezaporné hodnoty vzdalenosti.
Volba parametru h jadrové funkce je v praxi obvykle vyresena pomoci tzv.
krizového ovérovani (crossvalidation), podrobnéji viz sekce 3.

Mnohem komplikovanéjsi je pri analyze funkcionalnich dat volba vzdalenosti.

V praci 3] se misto s Euklidovskou vzdalenosti pracuje s tzv. semimetrikou:
d(.) je semimetrika na prostoru GG, pokud pro kazdé x € G plati d(x,x) =0

a zéroven pro kazdou trojici (z,y, z) € G3 plati d(z,y) < d(z, z) + d(z, ).
V praxi se doporucuji semimetriky zalozené na hlavnich komponentach

(PCA), partial least squares nebo na derivacich. Volba semimetriky zélezi
na situaci a na typu a vlastnostech analyzovanych funkcionalnich dat. My
navazeme na analyzu funkciondlnich hlavnich komponent z clanku [4] a
budeme pouzivat semimetriku zalozenou na hlavnich komponentach.

Semimetrika typu PCA: Jsou-li pozorované funkce definovany svymi
hodnotami na mfizce uq, ..., um, je metoda funkcionalnich hlavnich kom-
ponent [6] ekvivalentni obycejné metodé hlavnich komponent: pomoci

spektralniho rozkladu Vj, FAT" varianéni matice Vi, vektoru 11
(fi(up), ..., frlum) T, t = 1,...,n, ziskdme funkciondln{ hlavn{ kompo-
nenty & ftF a datovou matici F'(n x m) s radky fb t=1,....n
miizeme zapsat jako F' = (FI)I''. Oznaéime-li symbolem Iy matici ob-
sahujici prvnich ¢ sloupcu matice I', ziskame v jistém smyslu optimalni
aproximacl Fyg (F FQ)F(—;7 kterou pouzijeme k zavedeni semimetriky
(vzdélenosti) typu PCA mezi diskretizovanymi funkcionalnimi pozorovanimi

x = (x(uy),. .. ,x(um))T ay = (y(uy),... ,y(um>)T :
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Pro funkcionalni pozorovani x(.) a y(.) muzeme semimetriku typu PCA
zapsat jako:
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kde v4.(.) jsou prislusné vlastni funkce.

3 Implementace v R

specifické parametry

funopare.kernel () bandwidth (nema defaultni nastaveni)
funopare.kernel.cv()

funopare.knn () neighbour (nema defaultni nastaveni)
funopare.knn.gcv()

funopare.knn.lcv()

funopare.mode.lcv() Knearest=NULL

funopare.quantile.lcv() Knearest=NULL,alpha=c(.05,.5,.95)

Vsechny vyse uvedené funkce pro neparametrickou funkcionalni regresi
([3], http://www.lsp.ups-tlse.fr/staph/npfda/) pozaduji zavisle
proménnou (Response), nezavisle proménnou (CURVES) a funkce, pro které
se maji spocitat predpovézené hodnoty (PRED). Vsechny funkce umoznuji
zvolit jadrovou funkci (kind.of .kernel) a semimetriku (semimetric).

Nasledujici funkce pocitaji odhad (1) a lisf se pouze volbou parametru h:

funopare.kernel () Hodnota h je nastavena parametrem bandwidth.
funopare.kernel.cv() Hodnota A je urcena pomoci kiizového ovérovani.

funopare.knn() Parametr neighbour urcuje pocet nejblizsich po-
zorovani, ktera budou pouzita k vypoctu v kazdém bodé. Hodnota
parametru hy, t = 1,...,n, je pak pro kazdé pozorovani zvolena tak,
aby do tohoto okoli padl pravée zadany pocet “nejblizsich sousedu”.

funopare.knn.gcv() Pocet nejblizsich sousedu urcujici lokalni sirku
okénka Ay je urcen globalné pomoci kiizového ovérovani.

funopare.knn.lcv() Pocet nejblizsich sousedu je v kazdém bodé urcen
zvlast pomoci kiizového ovérovani.

Zbyvajici dve funkce jsou zalozené na jadrovych odhadech podminéné
distribu¢ni funkce a podminéné hustoty: funkce funopare.mode.lcv()
pocita podminény modus a funopare.quantile.lcv() s parametrem
alpha=0.5 pocita podminény median.

4 Neparametricka funkcionalni regrese na
odhadech RNH

Neparametrickou funkcionalni regresi pouzijeme na RNH odhadnuté z cen
opci na index DAX od ledna 1995 do brezna 2003. Pro odstranéni zavislosti
odhadnutych hustot na aktualni hodnoté DAXu jsou odhady RNH spoéitany
v bodech odpovidajicich nasobkum soucasné hodnoty DAXu; interval od
0 do 4-nasobku soucasné hodnoty je rovnomeérné rozdélen na 120 casti a
kazda “funkce” je tak diskretizovana pomoci 121 funkénich hodnot. Po-
moci neparametrické funkcionalni regrese se nyni pokusime vysetrit vztah
mezi cenami akcii Sy 1 a odhady rizikové neutralnich hustot ft() Parametr
semimetriky PCA byl zvolen ¢ = 20.

Data jsme rozdelili na dveé casti. Prvni cast dat slouzi pouze pro odhad
neparametrické funkcionalni regrese a na druhé ¢asti dat jsme takto ziskany
odhad vyzkouseli. Predpovédi spocitané v testovaci ¢asti nasich dat vsemi
metodami s automatickou volbou parametru i jsou znazornény na obrazku
(pro srovnani je v pravém dolnim rohu i predpoved zalozend pouze na

predchozim pozorovani):
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V tabulce jsou uvedeny stiedni ¢tvercové chyby (X 104) v prvnim a ve druhém
(testovacim) vybéru:

kernel  knn.lecv  knn.gcv  mode median  shift  constant
prvni 1.50 1.21 1.50 0.97 1.15 2.79 1.49
druhy  3.17 3.22 3.14 5.52 3.29 6.56 3.17

Je zajimavé, ze v prvnim radku je nejlepsi odhad zalozeny na modu

. podminéné hustoty, ktery zcela selhava na testovacich datech. Pro srovnani

jsou uvedeny 1 hodnoty stredni ¢tvercové chyby pro odhad zalozeny pouze
na predchozim pozorovani (shift) a pro konstantni odhad rovny prumérné
cené (constant). Odhad zalozeny na predchozim pozorovani je jednoznacné
nejhorsi, zatimco konstantni odhad patii na testovacich datech k tém lepsim.
Vysledky této analyzy lze struc¢né shrnout ocekavanym zavérem, ze tvar
odhadu rizikové neutralni hustoty neumoznuje predpovidat budouci vyvo]
ceny podkladového instrumentu. Vhodnéjsi a zajimaveéjsi zde budou nepara-
metrické funkcionalni kvantily, které misto bodové predpovedi poskytuji
predpovédni intervaly pro budouci hodnoty ceny DAXu.

exp{—r7}YE2(S7) = exp{—r7} [["* 2(S7) f:(ST)dST, kde rizikové neutrdlni hustotu f;(.) lze

5 Funkcionalni podminéné kvantily

Odhad RNH ft() lze za predpokladu rizikové neutrality interpretovat
jako odhad pravdépodobnostni hustoty nahodné veliciny Sy = Sp.
Ve skutecnosti se vsak v odhadech RNH projevuje averze k riziku, kterou
Ize jednoduse ukazat napr. porovnanim kvantilu ft() s pozorovanymi hod-
notami Sp. V této édsti srovndme kvantily odhadi RNH fy(.) s neparamet-
rickymi funkcionalnimi kvantily zalozenymi na tvaru ft() a S neparamet-
rickymi funkcionalnimi kvantily zalozenymi na historickych pozorovanich Sy,

u < t. Soustredime se na nasledujici tii odhady kvantilu:
RNH .

RNH Kvantil u/V# je fesenfm rovnice ["2_ fi(z)dz = a.

Tvar RNH Kvantil «!V%" je urcéen z neparametrického funkcionalniho
odhadu podminéné distribucni funkce nahodné veliciny Sp. Vysvétlujici
funkcionalni proménna je zde odhad RNH fy(.) a volba semimetriky PCA
zarucuje, ze regresni funkce bude zaviset na tvaru RNH.

Historie Neparametrické funkciondlni kvantily «/$' s funkcionlnimi

vysvetlujicimi pozorovanimi danymi historickymi hodnotami Sy, v < t.

Na obrazku jsou nakresleny histogramy hodnot odhadu distribuénich funkei
odpovidajicich vyse uvedenym kvantilum v bodech S7:
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Pro dobre kalibrované predpovedi by tyto histogramy mély byt co nej-
podobnéjsi rovnomeérnému rozdéleni (oznacime-li skutecnou distribuéni
funkci cen Sp jako Frp, pak ma nahodna velicina Fp(S7) rovnomérné
rozdéleni). Vidime tedy, ze nejrealistictejsi predpovedi poskytuje neparamet-
ricka funkcionalni regrese zalozena na historickych cenach, zatimco u zbylych
metod prilis casto nastavaji udalosti odpovidajici nizkym kvantilum.

Nasledujici kvantilové diagramy umoznuji primé srovnani ziskanych kvantilu:
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Pro prehlednost je teckovanou ¢arou znazornéna jenom mensi ¢ast kvantilu
(kazdy peétadvacaty). Silna ¢ara oznacuje lokalné linearni odhad spocitany
ze vsech kvantilovych diagramu (kvili symetrii spocitany z dat otocenych o
7 /4). Srovnani ukazuje, ze kvantily RNH c¢asto predpovidaji prilis nizké nebo
prilis vysoké hodnoty, zatimco neparametricka funkcionalni regrese zalozena
na tvaru RNH je prilis konzervativni pro vyssi kvantily.

6 Zaver

V ¢asti 4 jsme neparametrické funkcionalni metody pouzili pro bodovou
predpovéd ceny a oveérili jsme, ze cenu podkladového instrumentu nelze touto
metodou spolehlivé predpovidat. V ¢asti 5 jsme pomoci neparametrickych
funkcionalnich kvantilu zkonstruovali rozmezi, ve kterém by se cena pod-
kladového instrumentu meéla v budoucnu nachazet a porovnanim ruznych
typu kvantilu jsme se pokusili nazorné popsat projevy averze k riziku, ktera
je ptitomna v cenach opci a tedy i v odhadech RNH [1].

Nevyhodou neparametrickych funkcionalnich metod je obtizna interpre-
tace vysledku a nemoznost presvédcivého grafického znazornéni vysledku.
Proto muzeme neparametrické funkcionalni metody doporucit spise pro
pruzkumovou analyzu dat, nez pro detailni vysettovani regresnich zavislosti.
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