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Kupńı cenu Ct(T ) opce evropského typu v čase t s maturitou T = t+τ , τ > 0, lze zapsat jako sťredńı hodnotu zisku z(ST ), závisej́ıćıho na budoućı ceně ST podkladového
instrumentu v čase T , opravenou o bezrizikovou úrokovou ḿıru r: Ct(T ) = exp{−rτ}Ez(ST ) = exp{−rτ}

∫ +∞
0 z(ST )ft(ST )dST , kde rizikově neutrálńı hustotu ft(.) lze

interpretovat jako pravděpodobnostńı hustotu náhodné veličiny ST . Odhad rizikově neutrálńı hustoty bývá obvykle odvozen od cen općı [5]. Ćılem p̌ŕıspěvku je porovnáńı
skutečných budoućıch cen St+ν, ν > 0, s r̊uznými p̌redpověďmi založenými na funkcionálńı neparametrické regresi i na podḿıněných funkcionálńıch kvantilech.

1 Rizikově neutrálńı hustota (RNH)

Majitel kupńı opce evropského typu źıská v čase T částku z(ST ) = (ST −
K)+ = max(ST − K, 0). Cena této opce v čase t je:

Ct(K,T ) = exp{−r(T − t)}

+∞
∫

0

(ST − K)+ft(ST )dST .

Pro odhad RNH ft(.) je d̊uležité, že v tomto př́ıpadě ji lze vyjádřit jako
druhou derivaci ceny općı vzhledem k realizačńı ceně K [2]:

ft(K) = exp{r(T − t)}
∂2Ct(K,T )

∂K2
.

V článku [4] je ukázáno, že funkcionálńı hlavńı komponenty [6] RNH lze
interpretovat jako změny tvaru pozorovaných funkćı:
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2 Neparametrická funkcionálńı regrese

Funkcionálńı náhodná proměnná X je v [3] obecně zavedena jako
měřitelné zobrazeńı z pravděpodobnostńıho prostoru (Ω,A,P) do nekonečně
rozměrného měřitelného prostoru (G,G).

Za závisle proměnnou zvolme náhodnou proměnnou St+ν, ν > 0, a za
vysvětluj́ıćı funkcionálńı proměnnou odhad RNH f̂t(.), kde t = 1, . . . , n.

Funkcionálńı jádrové neparametrické odhady zavedeme jako vážené lokálńı
pr̊uměry závisle proměnné, zde vyjádřené pro předpověď ceny odpov́ıdaj́ıćı
f̂n+1(.):

Ŝn+1+ν = r{f̂n+1(.)} =

∑n
t=1 St+νKh[d{f̂n+1(.), f̂t(.)}]
∑n

t=1 Kh[d{f̂n+1(.), f̂t(.)}]
, (1)

kde Kh(.) je asymetrická jádrová funkce s parametrem h a d(.) je vhodná
mı́ra vzdálenosti dvou funkcionálńıch pozorováńı [3].

Volba jádrové funkce ve vzorci (1) je obdobná jako u obyčejné jádrové re-
grese a rozd́ıl je pouze v tom, že kv̊uli použit́ı vzdálenosti uvniťr jádrové
funkce se ve vzorci (1) muśı použ́ıvat asymetrické jádrové funkce, tj. jádrové
funkce, které jsou nenulové pouze pro nezáporné hodnoty vzdálenosti.
Volba parametru h jádrové funkce je v praxi obvykle vyřešena pomoćı tzv.
kř́ıžového ověřováńı (crossvalidation), podrobněji viz sekce 3.

Mnohem komplikovaněǰśı je při analýze funkcionálńıch dat volba vzdálenosti.
V práci [3] se mı́sto s Euklidovskou vzdálenost́ı pracuje s tzv. semimetrikou:
d(.) je semimetrika na prostoru G, pokud pro každé x ∈ G plat́ı d(x, x) = 0
a zároveň pro každou trojici (x, y, z) ∈ G3 plat́ı d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).
V praxi se doporučuj́ı semimetriky založené na hlavńıch komponentách
(PCA), partial least squares nebo na derivaćıch. Volba semimetriky zálež́ı
na situaci a na typu a vlastnostech analyzovaných funkcionálńıch dat. My
navážeme na analýzu funkcionálńıch hlavńıch komponent z článku [4] a
budeme použ́ıvat semimetriku založenou na hlavńıch komponentách.

Semimetrika typu PCA: Jsou-li pozorované funkce definovány svými
hodnotami na mř́ıžce u1, . . . , um, je metoda funkcionálńıch hlavńıch kom-
ponent [6] ekvivalentńı obyčejné metodě hlavńıch komponent: pomoćı

spektrálńıho rozkladu Vn = ΓΛΓ⊤ variančńı matice Vn vektor̊u f̂t =
(f̂t(u1), . . . , f̂t(um))⊤, t = 1, . . . , n, źıskáme funkcionálńı hlavńı kompo-
nenty ξt = f̂tΓ a datovou matici F (n × m) s řádky f̂t, t = 1, . . . , n,
můžeme zapsat jako F = (FΓ)Γ⊤. Označ́ıme-li symbolem Γq matici ob-
sahuj́ıćı prvńıch q sloupc̊u matice Γ, źıskáme v jistém smyslu optimálńı
aproximaci Fq = (FΓq)Γ

⊤
q , kterou použijeme k zavedeńı semimetriky

(vzdálenosti) typu PCA mezi diskretizovanými funkcionálńımi pozorováńımi
x = (x(u1), . . . , x(um))⊤ a y = (y(u1), . . . , y(um))⊤ :

dPCA
q (x, y) = ‖x − y‖q =

√

(x − y)⊤ΓqΓ⊤q
{

(x − y)⊤ΓqΓ⊤q
}⊤

=

√

√

√

√

q
∑

k=1

{

(x − y)⊤γk

}2
=

√

√

√

√

√

q
∑

k=1





m
∑

i=1

{x(ui) − y(ui)}γik





2

.

Pro funkcionálńı pozorováńı x(.) a y(.) můžeme semimetriku typu PCA
zapsat jako:

dPCA
q {x(.), y(.)} =

√

√

√

√

q
∑

k=1

[
∫

{x(t) − y(t)}γk(t)dt

]2

,

kde γk(.) jsou př́ıslušné vlastńı funkce.

3 Implementace v R

specifické parametry
funopare.kernel() bandwidth (nemá defaultńı nastaveńı)
funopare.kernel.cv()

funopare.knn() neighbour (nemá defaultńı nastaveńı)
funopare.knn.gcv()

funopare.knn.lcv()

funopare.mode.lcv() Knearest=NULL

funopare.quantile.lcv() Knearest=NULL,alpha=c(.05,.5,.95)

Všechny výše uvedené funkce pro neparametrickou funkcionálńı regresi
([3], http://www.lsp.ups-tlse.fr/staph/npfda/) požaduj́ı závisle
proměnnou (Response), nezávisle proměnnou (CURVES) a funkce, pro které
se maj́ı spoč́ıtat předpovězené hodnoty (PRED). Všechny funkce umožňuj́ı
zvolit jádrovou funkci (kind.of.kernel) a semimetriku (semimetric).

Následuj́ıćı funkce poč́ıtaj́ı odhad (1) a lǐśı se pouze volbou parametru h:

funopare.kernel() Hodnota h je nastavena parametrem bandwidth.

funopare.kernel.cv() Hodnota h je určena pomoćı kř́ıžového ověřováńı.

funopare.knn() Parametr neighbour určuje počet nejbližš́ıch po-
zorováńı, která budou použita k výpočtu v každém bodě. Hodnota
parametru ht, t = 1, . . . , n, je pak pro každé pozorováńı zvolena tak,
aby do tohoto okoĺı padl právě zadaný počet “nejbližš́ıch soused̊u”.

funopare.knn.gcv() Počet nejbližš́ıch soused̊u určuj́ıćı lokálńı š́ırku
okénka ht je určen globálně pomoćı kř́ıžového ověřováńı.

funopare.knn.lcv() Počet nejbližš́ıch soused̊u je v každém bodě určen
zvláš̌t pomoćı kř́ıžového ověřováńı.

Zbývaj́ıćı dvě funkce jsou založené na jádrových odhadech podmı́něné
distribučńı funkce a podmı́něné hustoty: funkce funopare.mode.lcv()

poč́ıtá podmı́něný modus a funopare.quantile.lcv() s parametrem
alpha=0.5 poč́ıtá podmı́něný medián.

4 Neparametrická funkcionálńı regrese na

odhadech RNH

Neparametrickou funkcionálńı regresi použijeme na RNH odhadnuté z cen
općı na index DAX od ledna 1995 do března 2003. Pro odstraněńı závislosti
odhadnutých hustot na aktuálńı hodnotě DAXu jsou odhady RNH spoč́ıtány
v bodech odpov́ıdaj́ıćıch násobk̊um současné hodnoty DAXu; interval od
0 do 4-násobku současné hodnoty je rovnoměrně rozdělen na 120 část́ı a
každá “funkce” je tak diskretizována pomoćı 121 funkčńıch hodnot. Po-
moćı neparametrické funkcionálńı regrese se nyńı pokuśıme vyšeťrit vztah
mezi cenami akcíı St+1 a odhady rizikově neutrálńıch hustot f̂t(.). Parametr
semimetriky PCA byl zvolen q = 20.

Data jsme rozdělili na dvě části. Prvńı část dat slouž́ı pouze pro odhad
neparametrické funkcionálńı regrese a na druhé části dat jsme takto źıskaný
odhad vyzkoušeli. Předpovědi spoč́ıtané v testovaćı části našich dat všemi
metodami s automatickou volbou parametru h jsou znázorněny na obrázku
(pro srovnáńı je v pravém dolńım rohu i předpověď založená pouze na
předchoźım pozorováńı):
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V tabulce jsou uvedeny sťredńı čtvercové chyby (×104) v prvńım a ve druhém
(testovaćım) výběru:

kernel knn.lcv knn.gcv mode median shift constant
prvńı 1.50 1.21 1.50 0.97 1.15 2.79 1.49
druhý 3.17 3.22 3.14 5.52 3.29 6.56 3.17

Je zaj́ımavé, že v prvńım řádku je nejlepš́ı odhad založený na modu
podmı́něné hustoty, který zcela selhává na testovaćıch datech. Pro srovnáńı
jsou uvedeny i hodnoty sťredńı čtvercové chyby pro odhad založený pouze
na předchoźım pozorováńı (shift) a pro konstantńı odhad rovný pr̊uměrné
ceně (constant). Odhad založený na předchoźım pozorováńı je jednoznačně
nejhorš́ı, zat́ımco konstantńı odhad paťŕı na testovaćıch datech k těm lepš́ım.

Výsledky této analýzy lze stručně shrnout očekávaným závěrem, že tvar
odhadu rizikově neutrálńı hustoty neumožňuje předpov́ıdat budoućı vývoj
ceny podkladového instrumentu. Vhodněǰśı a zaj́ımavěǰśı zde budou nepara-
metrické funkcionálńı kvantily, které mı́sto bodové předpovědi poskytuj́ı
předpovědńı intervaly pro budoućı hodnoty ceny DAXu.

5 Funkcionálńı podmı́něné kvantily

Odhad RNH f̂t(.) lze za předpokladu rizikové neutrality interpretovat
jako odhad pravděpodobnostńı hustoty náhodné veličiny St+τ = ST .
Ve skutečnosti se však v odhadech RNH projevuje averze k riziku, kterou
lze jednoduše ukázat např. porovnáńım kvantil̊u f̂t(.) s pozorovanými hod-

notami ST . V této části srovnáme kvantily odhad̊u RNH f̂t(.) s neparamet-
rickými funkcionálńımi kvantily založenými na tvaru f̂t(.) a s neparamet-
rickými funkcionálńımi kvantily založenými na historických pozorováńıch Su,
u < t. Sousťred́ıme se na následuj́ıćı ťri odhady kvantil̊u:

RNH Kvantil uRNH
α je řešeńım rovnice

∫ uRNH
α

−∞ f̂t(x)dx = α.

Tvar RNH Kvantil utvar
α je určen z neparametrického funkcionálńıho

odhadu podmı́něné distribučńı funkce náhodné veličiny ST . Vysvětluj́ıćı
funkcionálńı proměnná je zde odhad RNH f̂t(.) a volba semimetriky PCA
zaručuje, že regresńı funkce bude záviset na tvaru RNH.

Historie Neparametrické funkcionálńı kvantily uhist
α s funkcionálńımi

vysvětluj́ıćımi pozorováńımi danými historickými hodnotami Su, u < t.

Na obrázku jsou nakresleny histogramy hodnot odhad̊u distribučńıch funkćı
odpov́ıdaj́ıćıch výše uvedeným kvantil̊um v bodech ST :
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Pro dobře kalibrované předpovědi by tyto histogramy měly být co nej-
podobněǰśı rovnoměrnému rozděleńı (označ́ıme-li skutečnou distribučńı
funkci cen ST jako FT , pak má náhodná veličina FT (ST ) rovnoměrné
rozděleńı). Vid́ıme tedy, že nejrealističtěǰśı předpovědi poskytuje neparamet-
rická funkcionálńı regrese založená na historických cenách, zat́ımco u zbylých
metod př́ılǐs často nastávaj́ı události odpov́ıdaj́ıćı ńızkým kvantil̊um.

Následuj́ıćı kvantilové diagramy umožňuj́ı př́ımé srovnáńı źıskaných kvantil̊u:

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

0.
6

0.
8

1.
0

1.
2

1.
4

Historie

R
N

H

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

0.
6

0.
8

1.
0

1.
2

1.
4

Historie

T
va

r 
R

N
H

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

0.
6

0.
8

1.
0

1.
2

1.
4

RNH

T
va

r 
R

N
H

Pro přehlednost je tečkovanou čarou znázorněna jenom menš́ı část kvantil̊u
(každý pětadvacátý). Silná čára označuje lokálně lineárńı odhad spoč́ıtaný
ze všech kvantilových diagramů (kv̊uli symetrii spoč́ıtaný z dat otočených o
π/4). Srovnáńı ukazuje, že kvantily RNH často předpov́ıdaj́ı př́ılǐs ńızké nebo
př́ılǐs vysoké hodnoty, zat́ımco neparametrická funkcionálńı regrese založená
na tvaru RNH je př́ılǐs konzervativńı pro vyšš́ı kvantily.

6 Závěr

V části 4 jsme neparametrické funkcionálńı metody použili pro bodovou
předpověď ceny a ověřili jsme, že cenu podkladového instrumentu nelze touto
metodou spolehlivě předpov́ıdat. V části 5 jsme pomoćı neparametrických
funkcionálńıch kvantil̊u zkonstruovali rozmeźı, ve kterém by se cena pod-
kladového instrumentu měla v budoucnu nacházet a porovnáńım r̊uzných
typ̊u kvantil̊u jsme se pokusili názorně popsat projevy averze k riziku, která
je př́ıtomná v cenách općı a tedy i v odhadech RNH [1].

Nevýhodou neparametrických funkcionálńıch metod je obt́ıžná interpre-
tace výsledk̊u a nemožnost přesvědčivého grafického znázorněńı výsledk̊u.
Proto můžeme neparametrické funkcionálńı metody doporučit sṕı̌se pro
pr̊uzkumovou analýzu dat, než pro detailńı vyšeťrováńı regresńıch závislost́ı.
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