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Tento poster je věnován některým aspekt̊um teorie extremálńıch hodnot (extreme value theory).
Začněme stručným uvedeńım problému:

Data:
Xi ∼ F (x)
i = 1, . . . , n

−→
Chceme:

odhad psti. vzácných událost́ı
P (X > zn), zn → 1

−→

Fisher-Tippet: Pokud standardizovaná
maxima Xn,n konverguj́ı, limitńı rozděleńı
může být pouze generalizované extrémńı
rozděleńı

Gγ (x) =

{

exp
(

−(1 + γx)−1/γ
)

γ 6= 0
exp

(

−e(−x)
)

γ = 0
.

−→

Centrálńı role γ

1. To jak jsou chvosty těžké určuje γ.

2. Je důležité odhadnout dob̌re γ.

3. Chvost F pak lze aproximovat Gγ.

Fisher-Tippetovu větu lze ekvivalentně napsat v teorii pravidelně se měńıćıch funkćı:

kvantilová funkce
chvost̊u

Q(t) := F−1
(

1 − 1
t

)

m
vysoké pǒrádkové

statistiky
Xn−[knt]:n], t ∈ [0, 1]

−→

Podḿınka prvńıho řádu (rozepsáno pro
těžké chvosty t.j. γ > 0, jinak obdobně)

F ∈ D(Gγ) a γ > 0 právě tehdy, když

lim
t⇓0

Q(tx)

Q(t)
= xγ, ∀x > 0.

=⇒

Podobně lze napsat i d̊uležitou expanzi Q druhého řádu

Nechť existuje funkce A(t), že sign(A(t)) = C a ρ ∈ R tak, že

lim
t⇓0

Q(tx)
Q(t) − xγ

A(t)
= xγ ·

xρ − 1

ρ
, ∀x > 0.

0 100 200 300 400 500

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

0.
6

0.
7

0.
8

0.
9

k

H
ill

uv
 o

dh
ad

 G
am

m
a

0 20 40 60 80 100

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

1.
2

k_n

ch
yb

a

Zat́ımco rozptyl odhadů je funkćı
γ, je vychýleńı funkćı parametru
druhého řádu ρ. Obrázek ilustruje
situaci na p̌ŕıkladě Hillova odhadu
(vid́ıme jeho vychýleńı a rozptyl
versus k).

#1 Vlastnosti odhad̊u γ
Odhady γ, které lze chápat jako funkcionály empirické kvan-
tilové funkce chvost̊u Qn, maj́ı některé vlastnosti společné

• vztah mezi vychýleńım & rozptylem odhadu, tj.
rozptyl klesá s kn zat́ımco vychýleńı roste

• velká část odhadů je invariantńı pouze na mě̌ŕıtko
(nap̌r Hill̊uv odhad na obrázku vlevo, data z t-rozděleńı s 2
s.v., data ±1, 2, 3 – správně vždy γ = 1/2)

• vychýleńı lze popsat pouze na základě ρ a aproximace
druhého řádu, což je určuj́ıćı i pro normalitu

! Tyto vlastnosti jsou pro správnost
odhadu γ zcela rozhoduj́ıćı !

Odhady γ z rozděleńı F (x) = 1 − 1/log(x)
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#2 Porušeńı podḿınek
Jak vypadaj́ı rozděleńı, která nesplňuj́ı Fisher–Tippetovu větu?

• Př́ılǐs “těžká” rozděleńı

F (x) = 1 − 1
log(x)

• Hladká ale v chvostech osciluj́ıćı

F (x) = 1 − exp(−x − sin(x)), x > 0

Podobně existuj́ı i rozděleńı, která “pouze” nesplňuj́ı podḿınku
druhého řádu, nap̌r. F (x) = 1 + x−1 exp(sin log x).

? Jak se odhady γ vyrovnaj́ı s daty
z takových rozděleńı ?

Odhady γ z rozděleńı F (x) = 1 − e−x−sin(x)
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#3 Pokus o shrnut́ı
Při modelováńı s EVT bychom měli dávat pozor na řadu věćı.

• Je kvantilová funkce chvost̊u opravdu pomalu se měńıćı?
(lze i testovat, viz nap̌r. Dietrich, de Haan, Hüsler (2002))

• Co aproximace druhého druhu? Jak se odhad měńı s kn?

• Skutečně použ́ıváme správný odhad pro naši situaci?
(nap̌r. neńı odhad p̌ŕılǐs vychýlený d́ıky hodnotě ρ?)

? Nakolik uḿıme využ́ıt tyto znalosti
p̌ri analýze reálných dat ?
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