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Poster prezentuje možné využit́ı kvantil̊u v detekci bodu změny v sekvenčně pozorovaných datech. Uvažuj́ı se
jak výběrové kvantily v modelu polohy, tak i regresńı kvantily. Teoretická část je modifikaćı práce [1], která je
doplněna výsledky simulačńı studie.

ÚVOD A MOTIVACE
Práce vycháźı ze schematu navrženém v [2] a rozpraco-
vaném v [1] na tzv. L1 odhady parametru polohy a re-
gresńıho parametru. Zde se zaměřujeme na testováńı
změny kvantilu distribuce pozorovańı, př́ıpadně na změnu
regresńıch kvantil̊u.

Zkoumáńı kvantil̊u bylo motivováno možnou aplikaćı
na testováńı změny Value at Risk (VaR). VaR se často
použ́ıvá v ekonometrii jako mı́ra nejr̊uzněǰśıch rizik,
předevš́ım pak tržńıho rizika daného portfolia. VaR od-
pov́ıdá ztrátě, kterou portfolio s danou pravděpodobnost́ı
nepřekroč́ı v daném časovém úseku. Z matematického hle-
diska je tedy kvantilem distribuce výnos̊u.

MODEL POLOHY
Uvažujeme sekvenčně přicházej́ıćı data splňuj́ıćı model po-
lohy

Yi = µi + ei, (1)

kde Yi jsou pozorovaná data, µi je parametr polohy a ei

jsou iid náhodné chyby s distribučńı funkćı F specifiko-
vanou ńıže. Změna τ kvantilu tτi pozorováńı Yi je tedy
zp̊usobena změnou parametru polohy z hodnoty µ0 na µ∗.

Můžeme však uvažovat i model

Yi = µ + ei, (2)

kde ei jsou také nezávislé, avšak jejich distribučńı funkce
se může v neznámém čase změnit z F na F1. Kvantily jsou
proto ovlivněny změnou celé distribuce, tedy model (1) je
zřejmě speciálńım př́ıpadem modelu (2).

O distribučńıch funkćıch předpokládáme, že jsou spo-
jité, přičemž nosič hustoty je interval a na jeho vnitřku
existuje jej́ı derivace. U F předpokládáme nav́ıc symetrii
kolem 0, nebot’ se jedná o distribučńı funkci chyb.

Dále předpokládáme, že máme k dispozici historická
(tréninková) data beze změny o délce m (tzv. podmı́nka
stability), tj. tτ1 = . . . = tτm = tτ0.

Testujeme tedy nulovou hypotézu, že se τ kvantil pozo-
rováńı neměńı:

H0 : tτi = tτ0, 1 ≤ i < ∞ (3)

proti alternativě, že se v neznámém bodě m + k∗ změńı:

H1 : existuje k∗ ≥ 1 takové, že tτi = tτ0, 1 ≤ i < m + k∗,

tτi = tτ∗, m + k∗ ≤ i < ∞, tτ0 6= tτ∗.

(4)

Testová statistika
Testová statistika využ́ıvá analogie L1 rezidúı. Definujeme

ε̃i = τ − I [Yi < t̃τm],

kde I [. . .] znač́ı indikátor jevu a t̃τm je výběrový
τ kvantil historických pozorováńı źıskaný minimalizaćı
mina

∑m
i=1 ρτ(Yi − a) pro ρτ(u) = u(τ − I [u < 0]).

Populačńı analogie je εi = τ − I [Yi < tτ0], pro které za
H0 plat́ı: E εi = 0, var εi = τ (1− τ ). Proto velké hodnoty
testové statistiky

Q(m, k) =
1√

τ (1− τ )

m+k∑
i=m+1

ε̃i

zřejmě vedou k zamı́tnut́ı nulové hypotézy. Statistika je
normována obvyklou hraničńı funkćı

g(m, k, γ) =
√

m

(
m + k

m

) (
k

m + k

)γ

s dolad’uj́ıćı konstantou γ ∈ [0, 1/2).

Pro asymptotické chováńı statistiky plat́ı stejné vztahy
jako pro statistiky v [2] či [1]. Za H0 plat́ı (5)

lim
m→∞

P

(
sup

1≤k<∞

|Q(m, k)|
g(m, k, γ)

≤ c

)
= P

(
sup

0≤t≤1

|W (t)|
tγ

≤ c

)
pro všechny c > 0, kde {W (t), t ∈ [0, 1]} je Wiener̊uv
proces. Tento vztah nám umožňuje aproximovat kritické
hodnoty pro testovaćı proceduru. Za H1 plat́ı

sup
1≤k<∞

|Q(m, k)|
g(m, k, γ)

P−→∞, m →∞, (6)

což zaručuje, že nastalá změna bude detekována
s pravděpodobnost́ı jdoućı k 1.

Simulace
Byly provedeny simulace pro ohodnoceńı výkonnosti pro-
cedury s konečným tréninkovým obdob́ım při použit́ı
asymptotických kritických hodnot, tj. kritických hodnot
pro uvedený funkcionál Wienerova procesu. Uvažovaly se
vlivy

• délky historického obdob́ı (m = 50; 100; 500)
• okamžiku změny (k∗ = 50; 100; 500)
• dolad’ovaćı konstanty (γ = 0; 0,25; 0,45)
• rozděleńı chyb (normálńı a Laplaceovo)
• velikosti změny δ = µ∗ − µ0 (př́ıp. typu alternativy)

pro r̊uzné kvantily (τ = 0,1; 0,25; 0,5; 0,75; 0,9). To vše na
5% hladině spolehlivosti.

Jelikož se v testové statistice neobjevuj́ı př́ımo ve-
likosti pozorováńı,
neńı procedura cit-
livá na rozděleńı chyb
jako to bývá u pro-
cedur založených na
L2 odhadech. Na
obrázku jsou shrnuty
výsledky za plat-
nosti H0 (procenta
chybných zastaveńı).
K překročeńı předepsané
hladiny docháźı tedy
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jen pro extrémńı kvantily a zejména malé m.
Za alternativńı hypotézy procedura vykazuje stejné rysy

jako obdobné procedury, a to pro všechny kvantily (spe-
cielně pro medián jsou výsledky shodné s [1]) To znamená:

• dolad’ovaćı konstanta γ - pro k∗ malé je nejvhodněǰśı γ
bĺızké 1/2, naopak pro pozdńı změnu γ = 0. Konstanta
0,25 je nevhodněǰśı pro k∗ srovnatelné s m

• zhoršeńı rychlosti detekce s nár̊ustem k∗ - typický
problém CUSUM procedur

• prodloužeńı historického obdob́ı - zlepšeńı rychlosti de-
tekce; výrazné pro malé změny (δ = 1/2 · sd(Yi))

• větš́ı změny (nad 2·sd(Yi)) se již neprojevuj́ı zrychleńım
detekce - typické pro ,,L1” procedury

Oproti jiným procedurám se však muśı rozlǐsovat
znaménko změny. Zat́ımto pro
medián je zpozděńı detekce pro
změnu +c resp. −c prakticky
stejné, u jiných kvantil̊u je si-
tuace rozd́ılná. V tabulce jsou
uvedeny mediány času zasta-
veńı pro r̊uzné velikosti změny
(pro k∗ = 100). Pokud změna
nastala ,,ve směru kvantilu”,
tj. např. záporná změna pro

τ δ\m 50 100 500

0,5 360 246 206

0,5 2 176 156 151

-2 173 156 151

0,5 1000 782 335

0,25 2 322 228 199

-2 135 129 128

0,5 249 207 187

0,75 2 135 129 128

-2 322 235 199

1. kvartil, docháźı ke zrychleńı detekce, naproti tomu
při opačné změně docháźı ke zpomaleńı. Pro extrémněǰśı
kvantily je situace ještě výrazněǰśı. Tento fakt je zp̊usoben

tvarem definice ε̃i. Také můžeme pozorovat zrychleńı de-
tekce s r̊ustem m u malé změny.

Následuj́ıćı tabulka obsahuje mediány času zastaveńı
pro model (2), kdy se distribuce
chyb měnila z N(0,1) na N(0,9),

0,1 0,25 0,5 0,75 0,9

168 376 1000 365 167

a r̊uzné kvantily (pro m = k∗ = 100, γ = 0,25). Medián
distribuce se nezměnil, 1000 odpov́ıdá max. monitoro-
vaćımu obdob́ı.

LINEÁRNÍ MODEL
Problém je analogický jako v př́ıpadě modelu polohy. Nyńı
uvažovaný model je

Yi = XT
i βi + ei,

kde ei maj́ı opět distribučńı funkci F , Xi jsou s nimi
nezávislé a splňuj́ı daľśı předpoklady uvedené v [1].
Zaj́ımáme se o regresńı kvantily βτ

i , tzn. podmı́nka sta-
bility má tvar βτ

1 = . . . = βτ
m = βτ

0 a testové hypotézy
jsou pro ně stejné jako (3), (4).

Taktéž testová statistika je analogická. Definujeme

ε̃R
i = τ − I [Yi −XT

i β̃
τ

m < 0],

kde β̃
τ

m je τ regresńı kvantil historických pozorováńı
źıskaný minimalizaćı minb

∑m
i=1 ρτ(Yi −XT

i b).
Populačńı analogie je εR

i = τ − I [Yi−XT
i βτ

0], pro které
za H0 opět plat́ı: E εR

i = 0, var εR
i = τ (1 − τ ). Testová

statistika je tedy definována jako

QR(m, k) =
1√

τ (1− τ )

m+k∑
i=m+1

ε̃R
i .

Za trochu zúžených předpoklad̊u (v závislosti na regre-
sorech Xi - viz. [1]) pro statistiku QR(m, k) plat́ı obdobné
vztahy jako (5), (6), které zaručuj́ı teoretickou použitelnost
procedury.

Byly provedeny simulace pro model lineárńı regrese, kde
Xi = (1, Xi)

T a rozděleńı Xi bylo bud’ normálńı N(0,16)
nebo stejnoměrné U(0,4). Zbylé parametry se shodovaly
s modelem polohy. Taktéž výsledky byly obdobné.

Zd̊urazněme pouze vztah regresor̊u Xi a znaménka ve-
likosti změny δ = β∗ − β0. U krajńıch kvantil̊u opět
docháźı ke
zlepšeńı/
zhoršeńı
rychlosti
detekce dle
směru po-
sunu. Pro

L(Xi) τ \ δ (1, 0)T (0, 1)T (−1, 0)T (0,−1)T

0,1 1000 151 145 151

N(0,16) 0,25 304 264 142 263

0,5 175 1000 178 1000

0,1 1000 1000 143 121

U(0,4) 0,25 304 269 142 135

0,5 178 170 175 167

centrované regresory však druh změny směrnice nemá
tento vliv. Avšak v tomto př́ıpadě neplat́ı pro medián
analogie vztahu (6), což se projevilo neschopnost́ı detekce
(1000 je max. pozorovaćı obdob́ı, m = k∗ = 100, γ =
0,25).
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