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Aproximácia zovšeobecneného konfidenčného intervalu pre σ21
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Model: zmiešaný lineárny model s dvomi varian-
čnými komponentmi →

Y = Xβ + Zu + ǫ

Y : n × 1, X : n × p, Z : n × q

u ∼ Nq(0, σ
2
1Iq), ǫ ∼ Nn(0, σ

2In), nezávislé

Y ∼ Nn(Xβ, σ21ZZT + σ2In)

variančné komponenty: σ21, σ2

Postačujúce štatistiky: navzájom nezávislé

Ui = Y TBFiB
TY ∼ (λiσ

2
1 + σ2)χ2νi

i = 1, ..., r, kde λ1 > .... > λr = 0 sú vlastné čı́sla
BTZZTB, νi ich násobnosti a pre každé i, Fi je ortogo-
nálny projektor na podpriestor generovaný vlastnými
vektomi patriacimi k λi

BTY ∼ Nn−rank(X)(0, σ
2
1B

TZZTB + σ2I)

Prı́klad: vyvážený model jednoduchého triedenia
s náhodným efektom:

Yi,j = µ + αi + ǫi,j

i = 1, ..., I > 1, j = 1, ..., J > 1, αi ∼ N(0, σ21)

r = 2, λ1 = J, λ2 = 0, ν1 = I − 1, ν2 = I(J − 1),

U1 =

I∑

i=1

J(Y i· − Y ··)
2, U2 =

I∑

i=1

J∑

j=1

(Yi,j − Y i·)
2

Približný konfidenčný interval pre σ21
„stredné sumy štvorcov“: Si = Ui/νi, s =

∑r−1
i=1 νi, αu − αl = 1− α

El-Bassiouniho-Williamsov-Tukeyho interval (vid’ [3], [7], [1])
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Obrázok pre r = 2

Int1 : presný interval pre σ21 pri da-
nom σ2 založený na

∑r−1
i=1

νiSi

λiσ
2
1+σ2

∼ χ2s

Int2 : presný interval pre σ21 pri da-
nom σ2 zı́skaný z presného intervalu
pre σ21/σ

2 vynásobenı́m jeho hranı́c
hodnotou σ2

IntEBWT obsahuje Int1 ∩ Int2 bez
ohl’adu na σ2

Bl, Bu sú nezáporné riešenia alebo nuly, ak nezáporné riešenia neexistujú:

r−1∑

i=1

νiSi

λiBl + Sr
sFs,νr;αu

χ2s;αu

= χ2s;αu

r−1∑

i=1

νiSi

λiBu + Sr
sFs,νr;αl

χ2s;αl

= χ2s;αl

Zovšeobecnený konfidenčný interval pre σ21
„stredné sumy štvorcov“: Si = Ui/νi, s =

∑r−1
i=1 νi, αu − αl = 1− α

Parkov-Burdickov zovšeobecnený pivot (vid’ [5], tiež [4], [6])

Pre dané pozorovania je zovše-
obecnený interval tvorený kvan-
tilmi [qαl

, qαu] rozdelenia zovšeobec-
neného pivota R, ktorý je pre dané
dáta definovaný ako nezáporné rie-
šenie alebo nula, ak nezáporné rie-
šenie neexistuje:

r−1∑

i=1

νisi

λiR + νrsr/Q2
= Q1,

kde s1, ..., sr sú napozorované hod-
noty S1, ..., Sr,
Q1 ∼ χ2s, Q2 ∼ χ2νr

sú navzájom
nezávislé.

Odvodenie: pivotálne rovnice

r−1∑

i=1

νiSi

λiσ21 + σ2
= E1 ∼ Q1

νrSr/σ
2 = E2 ∼ Q2

S1, ..., Sr pozorujeme, E1, E2 gene-
rujeme → zı́skavané riešenia sys-
tému pre σ21, σ

2 (obmedzené na para-
metrický priestor) určujú rozdelenie
(σ21, σ

2) pri daných dátach.
Interval pre σ21 potom prirodzene
tvorı́ dolný a horný kvantil rozde-
lenia tohto parametra.

Kvantily qαl
, qαu môžme nájst’ simulačne, či numerickým výpočtom. Oba spôsoby sú pomerne zdĺhavé. Pre praktické

účely by však možno stačilo nájst’aproximáciu qαl
, qαu. Tieto kvantily vieme presne vyjadrit’v špeciálnych situáciách,

pozri tiež [2], čo nás usmerňuje pri hl’adanı́ približných formúl:

Ak νr → ∞, (s1, ..., sr sa považujú za pevné), si
sr

→ ∞, si/
∑r−1

j=1 sj → ai > 0, i = 1, ..., r − 1
∑r−1

i=1 νisi/sr ≤ sFs,νr;αu,

tak q1−αu → t, kde
∑r−1

i=1
νisi

λit + sr
= χ2s;αu

, t ≥ 0 q1−αu/
∑r−1

i=1 si →
∑r−1

i=1 aiνi/λi/χ
2
s;αu

, q1−αu = 0,

Bl → t, kde
∑r−1

i=1
νisi

λit + sr
= χ2s;αu

, t ≥ 0 Bl/
∑r−1

i=1 si →
∑r−1

i=1 aiνi/λi/χ
2
s;αu

, Bl = 0

⇒ pre αl = α/2, αu = 1− α/2, môžme položit’qα/2 ≈ Bl, q1−α/2 ≈ Bu

.001 .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 .999
0.94

0.945

0.95

0.955

0.96

0.965

0.97

σ2
1

.001 .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 .999
0

5

10

15

20

σ2
1

EBWT
R

EBWT
R

Dizajn 1: X=[1
30

 t], t: 30 × 1, t
i
=−3+6*(i−1)/29;

               Z=[diag(1
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), w], w: 30× 1, w

i
=(−2+4*(i−1)/29)2; s=5, ν

r
=23, r=5
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Dizajn 2: X=[1
157

, v], v: 157× 1, v
i
∈ (0,1); Z=diag(1,1,1
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); s=5, ν

r
=150, r=6

D
ĺž
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Dizajn 3:   X=1
12

;   Z=diag(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2);   s=10, ν
r
=1, r=3
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Simulačné porovnanie. 1 − α = 0.95,
5000 realizáciı́ Y pre každú dvojicu
skutočných hodnôt σ21, σ

2 (σ2 = 1−σ21)

Vl’avo: [qα/2, q1−α/2] ≈ [Bl, Bu]
Efekt nahradenia jedného intervalu
druhým. Pravdepodobnosti pokrytia
a dĺžky zovšeobecneného intervalu a
jeho aproximácie. Zobrazené sú prie-
mery (o,*), mediány (bodky) a 5. a 95.
percentily dĺžok (spojené čiarou).

Vpravo: qα/2 ≈ Bl, q1−α/2 ≈ Bu

Presnost’ aproximácie. Boxploty rela-
tı́vnych rozdielov :(Bl−qα/2)/qα/2, (L);
(Bu − q1−α/2)/q1−α/2, (U); pre dvojice
dolných (horných) hranı́c s absolút-
nym rozdielom viac ako 0.5 ∗ 10−3, čo
je chyba, s ktorou boli qα/2, q1−α/2 spo-
čı́tané metódou bisekcie. Počet uvažo-
vaných dvojı́c udávajú čı́sla pod box-
plotmi. (Pozn. v Dizajne 3 je vel’a nulo-
vých hranı́c, v prı́pade ktorých je ap-
roximácia presná.)

Aproximácia je najhoršia pre dizajn,
kde s > νr, a podl’a očakávania sa
zlepšuje s rastúcim νr.
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