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Katedra pravděpodobnosti a matematické statistiky
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1 Úvod

Vývoj epidemie v populaci, jej́ıž velikost je náhodná (tj. je brán v úvahu
vliv migrace), je zde popsán 3-dimenzionálńı stochastickou diferenciálńı
rovnićı. Je ukázáno, za jakých podmı́nek existuje jednoznačné silné řešeńı
této rovnice.
Vycháźı se z publikace Štěpán, J., Hlubinka, D.(2006): Kermack-
McKendrick epidemic model revisited. (Preprint)

2 Kermack-McKendrik̊uv model

Kermack-McKendrik̊uv model je klasický deterministický model vývoje
epidemie. Tento model uvažuje v čase konstantńı velikost populace N ,
která je rozdělena do tř́ı skupin, jejichž velikost se v čase měńı. x(t)
je počet jedinc̊u, kteř́ı jsou zdrav́ı, ale mohou být nakaženi (dále jen
”zdrav́ı”), y(t) je počet nakažených jedinc̊u, kteř́ı jsou přenašeči nemoci
(dále jen ”nemocńı”) a z(t) je počet jedinc̊u, kteř́ı již nemoc prodělali,
nemohou být znovu nakaženi a nejsou infekčńı (dále jen ”imunńı”). Tento
model je popsán 3-dimenzionálńı diferenciálńı rovnićı:

dx(t) = −βx(t)y(t), x(0) = x0 > 0,
dy(t) = βx(t)y(t)− γy(t), y(0) = y0 > 0,
dz(t) = γy(t), z(0) = 0,

kde intenzita β > 0 a γ > 0.

3 Stochastická verze klasického modelu

vývoje epidemie

Uvažujme model vývoje epidemie s proměnlivou velikost́ı populace Nt,
kde 0 < a ≤ Nt ≤ b < ∞ ∀t > 0. Označme Xt počet zdravých, Yt
počet nemocných a Zt počet imunńıch v čase t. Tento model je popsán
následuj́ıćı 3-dimenzionálńı stochastickou diferenciálńı rovnićı:

dXt = −β(X., Y., Z., t)XtYtdt + Xtσ(Xt + Yt + Zt)dWt
dYt = β(X., Y., Z., t)XtYtdt−γYtdt+Ytσ(Xt+Yt+Zt)dWt (R1)
dZt = γYtdt + Ztσ(Xt + Yt + Zt)dWt

s počátečńı podmı́nkou X0 = x0 > 0, Y0 = y0 > 0, Z0 = 0.

Označme 4ab := {(x., y., z.) ∈ C(R+, R3) : a ≤ xt + yt + zt ≤
b a xt, yt, zt ≥ 0 ∀t ≥ 0}. Předpokládejme, že β(x., y., z., t) je pro-
gresivńı funkcionál na C(R3, R+) × R+, který je Lipschitzovský na
4ab, a σ(x + y + z) je omezená lokálně Lipschitzovská funkce na R+,
supp(σ) ⊂ [a, b].

3.1 Existence a jednoznačnost silného řešeńı

Plat́ı následuj́ıćı věta:

Předpokládejme, že σ a β splňuj́ı předchoźı
podmı́nky. Pak má rovnice (R1) jednoznačné silné
řešeńı a libovolné řešeńı Lt = (Xt, Yt, Zt) je nezáporný
proces na (0,∞).

Důkaz: Uvažujme omezené, lokálně Lipschitzovské a progresivńı
funkcionály ϕi na C(R3, R+)×R+, i = 1, 2, pro které plat́ı:

ϕ1(x., y., z., t) = −β(x., y., z., t) · yt
ϕ2(x., y., z., t) = β(x., y., z., t) · xt

pro (x., y., z., t) splňuj́ıćı a ≤ xt̃ + yt̃ + zt̃ ≤ b ∀t̃ ∈ [0, t].
Označme Lt = (Xt, Yt, Zt) a uvažujme rovnici (R2) ve tvaru

dLt = b(L., t)dt + a(Lt)dBt, L0 = (x0, y0, 0),

kde

b(l., t) =

 b1(l., t)
b2(l., t)
b3(l., t)

 =

 ϕ1(l., t)xt
ϕ2(l., t)yt − γyt

γyt

 = : R3 → R3,

a(l) =

 xσ(x + y + z) 0 0
yσ(x + y + z) 0 0
zσ(x + y + z) 0 0

 : R3 → M3

a Bt = (Wt, W
2
t , W 3

t ) je 3-dimenzionálńı Wiener̊uv proces.
Lze ukázat, že a(l) a b(l., t) jsou lokálně Lipschitzovské, a nav́ıc plat́ı, že
pro libovolné N existuje takové CN < ∞, pro které

|a(l)| + |b(l., t) ≤ |CN‖lt‖t ∀t ∈ [0, N ].

Z Theorem (12.1) v [2], str. 132, plyne, že rovnice (R2) má jednoznačné
silné řešeńı. Dále lze z Itôovy formule ukázat, že je toto řešeńı nezáporné.
Označme 4ab := {(x, y, z) ∈ [0, b]3, a ≤ x + y + z ≤ b} a definujme
τ := inf{t > 0 : Lt 6∈ 4ab} prvńı výstup L = (X, Y, Z) z 4ab. Pak
dostáváme rovnost řešeńı rovnice (R1) a (R2) na intervalu [0, τ ).

Jelikož Nt = n0 +
∫ t
0 Nuσ(Nu)dWu a supp(σ) ⊂ [a, b], pak a ≤ Nt ≤

b ∀t ≥ 0. Protože nav́ıc Xt, Yt, Zt ≥ 0 ∀t ≥ 0, pak dostáváme τ = ∞.
Tedy rovnice (R1) má jednoznačné silné řešeńı na (0,∞), č́ımž je d̊ukaz
hotov.

3.2 Př́ıklady

V klasickém Kermack-McKendrickově modelu je koeficient β konstantńı.
To znamená, že př́ır̊ustek nemocných (dYt) v čase t záviśı pouze na
počtu nemocných (Yt) a počtu zdravých (Xt) jedinc̊u v tomto čase. Ve
skutečnosti však záviśı počet nově nakažených na stavu populace po celý
časový interval [t− t̃, t], kde t̃ je inkubačńı doba sledované nemoci. Proto
může být vhodné použ́ıt např́ıklad model s volbou

β(x., y., z., t) = C
∫ t
t−t̃ yudu,

kde C je kladná konstanta, a dodefinovat Ys = y0 na (−t̃, 0).
Při této volbě je koeficient β větš́ı, resp. menš́ı, pokud bylo během
inkubačńı doby v́ıce, resp. méně, nemocných.
Daľśı možné volby koeficientu β jsou:

β(x., y., z., t) = C
∫ t
t−t̃

yu
xu+yu+zu

du,

β(x., y., z., t) = C
∫ t
t−t̃

xuyu

(xu+yu+zu)2
du,

kde velikost koeficientu β nezáviśı př́ımo na počtu nemocných, ale
na poměru nemocných jedinc̊u v populaci, resp. na součinu poměr̊u
nemocných a zdravých jedinc̊u, po celou inkubačńı dobu nemoci. Při
těchto volbách dodefinujeme Xt a Yt na intervalu (−t̃, 0) analogicky s
předchoźım př́ıpadem.
Lze jednoduše ukázat, že takto definované koeficienty β splňuj́ı požadavky
existenčńı věty.

Poděkováńı: Autor by rád poděkoval panu prof. Štěpánovi za věcné připomı́nky a
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