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1 Uvod

Vyvoj epidemie v populaci, jejiz velikost je nahodnd (tj. je bran v uvahu
vliv migrace), je zde popsan 3-dimenzionalni stochastickou diferencialni
rovnici. Je ukazano, za jakych podminek existuje jednoznacné silné reseni
této rovnice.

Vychazi se 7z publikace Stépan, J., Hlubinka, D.(2006): Kermack-
McKendrick epidemic model revisited. (Preprint)

2 Kermack-McKendrikuv model

Kermack-McKendrikuv model je klasicky deterministicky model vyvoje
epidemie. Tento model uvazuje v ¢ase konstantni velikost populace IV,
kterd je rozdélena do tif skupin, jejichz velikost se v ¢ase méni. x(t)
je pocet jedincu, kteri jsou zdravi, ale mohou byt nakazeni (dale jen
"zdravi”), y(t) je pocet nakazenych jedincu, kteff jsou prenaseci nemoci
nemohou byt znovu nakazeni a nejsou infekéni (déle jen ”imunni”). Tento
model je popsan 3-dimenzionalni diferencialni rovnici:

da(t) = =fx(t)y(t), x(0)=wp >0,
dy(t) = Brt)y(t) — yy(t), y(0)=yo >0,
dz(t) = yy(t), 2(0) =0,

kde intenzita 3 > 0 a vy > 0.

3 Stochasticka verze klasického modelu
vyvoje epidemie

Uvazujme model vyvoje epidemie s proménlivou velikosti populace V¢,
kde 0 < a < Ny < b < oo VEt > 0. Oznacme X pocet zdravych, Y;
pocet nemocnych a Z; pocet imunnich v case t. Tento model je popsan
nasledujici 3-dimenzionalni stochastickou diferencialni rovnici:

dXy = —B(X,Y, Z 1) XiYedt + Xyo( Xy + Y3 + Zp)dWy
dYy = B(X., Y, Z,t) Xy Yedt —Yydt +Yio(Xp+Ye+Z3 ) dWy (R1)
dZ; = ~Yidt + Zyo( Xy + Yy + Z,)dW,

s pocatecni podminkou Xog =29 >0, Yy =99 >0, Zyp = 0.

Oznaéme Ay = {(z,y,z) € C(RT,R?) 1 a < x4+ yr + 2z <
bax,y,ze > 0Vt > 0}. Predpokladejme, ze B(x.,y.,z,t) je pro-
oresivni funkcional na C(Rg,R+) x RT, ktervy je Lipschitzovsky na
Ny, a oz +y + 2) je omezend lokdlné Lipschitzovskd funkce na R,
supp(o) C |a, b|.

3.1 Existence a jednoznacnost silného reseni

Plati nasledujici véta:

Predpokladejme, Ze o a [ splnuji predchozi
podminky. Pak ma rovnice (R1) jednoznacné silné
ireSeni a libovolné feSeni L; = (X;, Y, Z;) je nezaporny
proces na (0, o).

Dukaz: Uvazujme omezené, lokalné Lipschitzovské a progresivni
funkcionaly ¢; na C (RS, RT) x RT,i=1,2, pro které plati:
Pz, Yy, 2. t) = =Pz, y,2.1) y
Pz, Yy, 2,t) =B, y, 2, 1) 2

pro (x.,¥., z.,t) spliujicf @ < x7 +y; + 27 < b vt € [0,1].
Oznacme Ly = (X¢, Yz, Z3) a uvazujme rovnici (R2) ve tvaru

dLy =b(L.,t)dt + a(L¢)dBy, Lo = (@0, ¥0,0),

kde
bi(l,t) p1(l.,t)xt
b(l.,t)= | ball,t) | = | @2l )ye —yye | = : R — R,
bs(l.,t) VYt

R3—>M3
zo(x+y+2) 00

a By = (W4, WE, th) je 3-dimenzionalni Wieneruv proces.
Lze ukézat, ze a(l) a b(l_,t) jsou lokalné Lipschitzovské, a navic plati, ze
pro libovolné N existuje takové Cpn < oo, pro které

a(D)] +[b(1, 1) < [Cnlllelle vt € [0, N.

7 Theorem (12.1) v [2], str. 132, plyne, Ze rovnice (R2) ma jednoznacné
silné Teseni. Dale lze z Itoovy formule ukazat, Ze je toto Teseni nezaporné.
Oznacme A% = {(z,y,2) € [0,b, a < 4y + 2 < b} a definujme
7= inf{t > 0: Ly & A%} prvnf vistup L = (X,Y,Z) z A%, Pak
dostavame rovnost feseni rovnice (R1) a (R2) na intervalu |0, 7).

Jelikoz Ny = ng + fot Nyo(Ny)dW,, a supp(o) C la, b, pak a < Ny <
bVt > 0. Protoze navic Xy, Yy, Zy > 0Vt > 0, pak dostavame 7 = oc.
Tedy rovnice (R1) ma jednoznacné silné feseni na (0, 00), ¢imz je dukaz
hotov.

3.2 Priklady

V klasickém Kermack-McKendrickové modelu je koeficient 3 konstantni.
To znamend, ze piirustek nemocnych (dY) v Case t zavisi pouze na
poctu nemocnych (Y;) a poc¢tu zdravych (X¢) jedincu v tomto case. Ve
skutecnosti vsak zavisi pocet nové nakazenych na stavu populace po cely
casovy interval [t —t, t], kde ¢ je inkubacni doba sledované nemoci. Proto
muze byt vhodné pouzit naptiklad model s volbou

5(33.7 Y., <., t) =C ftt_fyudua

kde C je kladn4 konstanta, a dodefinovat Yy = 3y na (—t,0).

Pri této volbé je koeficient B vétsi, resp. mensi, pokud bylo béhem
inkubacni doby vice, resp. méné, nemocnych.

Dalsi mozné volby koeficientu ( jsou:

t u
t uYu
3o 20) = C Ji gt

kde wvelikost koeficientu (3 nezavisi primo na poctu nemocnych, ale
na pomeéru nemocnych jedincu v populaci, resp. na soucinu pomeéru
nemocnych a zdravych jedincu, po celou inkubacni dobu nemoci. Pri
téchto volbach dodefinujeme X; a Y; na intervalu (—¢,0) analogicky s
predchozim pripadem.

Lze jednoduse ukazat, ze takto definované koeficienty 3 splnuji pozadavky
existencni véty.

Podékovani: Autor by rdd podékoval panu prof. Stépanovi za vécné piipominky a
odbornou pomoc.
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