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Př́ıspěvek je věnován statistické analýze p̌ripojovaćıch mě̌reńı. U konkrétńı úlohy je vytvǒren
dvouetapový model s podḿınkou na parametry obou etap a je proveden výpočet odhadu
parametr̊u.

Z HISTORIE
Večer dne 14. prosince je ve stanu nálada jako v předvečer slavnosti. Źıtra — źıtra budou u ćıle —
a nikde se neukázalo nic, co by jim mohlo věc pokaziti. Ráno dne 15. prosince se zač́ıná překrásnou
pohodou. Sotva si dopřej́ı času k sńıdani, sáně snad ještě nikdy nebyly tak rychle naloženy, 25 stupň̊u
mrazu, slunce pozakryto závojem mrak̊u, sáňová dráha mı́sty skvělá, psi pád́ı jako š́ıpy, posledńı
věže jsou postaveny jen v polovičńı výšce a jen tak halabala, stejně brzy učińı své povinnosti zadost.
V poledne propoč́ıtávaj́ı, kde jsou — ještě 13 kilometr̊u!
Nikdo téměř nemluv́ı, rozčileńım maj́ı všichni hrdlo přǐskrceno. Řidiči sańı nespouštěj́ı oči s měř́ıćıho
kolečka, zdali vypočtená vzdálenost dosud neńı ujeta. A měřiče kilometr̊u funguj́ı tak přesně, že se
o 3. hodině odpoledńı všechny troje sáně na témž mı́stě zastavuj́ı. Divoká štvanice je rázem skončena.
Ćıle je dosaženo! Silný stisk ruky v̊udci a všem kamarád̊um, krátké blahopřáńı – ven s vlajkou! A
patero rukou, zle poř́ızených mrazem, chápe se tyče, zdvihnou vlaj́ıćı prapor, prvńı a jediný na
zeměpisném jižńım pólu, a Amundsen pronáš́ı tato prostá slova: ”Vztyčujeme tě, milá vlajko, na
jižńım pólu a dáváme plošině, na ńıž lež́ı, jméno země Krále Haakona VII.” Vlajka je zaražena do
země a připevněna. Je po obřadu.
Zář́ıćı oči, radost na všech tvář́ıch, hrdý smı́ch: Norsko je
pánem jižńıho pólu, Amundsen se čtyřmi muži dobyli této
pevnosti.
Slavný je večer těch pěti muž̊u ve stanu! Jako slavnostńı
pečeni kousek tuleńıho masa, a poněvadž zde, na této ne-
jjižněǰśı výspě světa, nelze ještě obdržeti št́ıtky na h̊ul, vyryj́ı
do sańı a do všeho, co maj́ı u sebe, nápis:
”Jižńı pól, 15. prosince 1911.”
Ale jsou opravdu na pólu? Poněvadž se slunce skrylo, nemohli
zjistit v poledne jeho výšku; ale výpočet z p̊ulnoci udává
89◦56’; to by znamenalo ještě šest nebo sedm kilometr̊u k
rozhoduj́ıćımu mı́stu, i když př́ıstroje, které má Amundsen s
sebou, nečińı měřeńı možné na centimetr. Ale nikdo nesmı́
v budoucnosti kritisovati a ř́ıci, že skutečného pólu nebylo
dosaženo. Na źıtřek zbývá tedy ještě úkol, pól ”obkroužiti”; tři muži, každý jiným směrem p̊ujdou
ještě asi 20 kilometr̊u dále, takže i malé omyly ve výpočtu budou vyrovnány.
Každý dobře v́ı, že touto výpravou dává v sázku sv̊uj život – ještě nyńı, v posledńım okamžiku, kdy
výprava vlastně již dosáhla svého ćıle. Kdyby však přǐsli Angličané a svými dozajista jemněǰśımi
př́ıstroji prokázali, že skutečný pól ležel o několik mizerných kilometr̊u jižněji, východněj́ı nebo
západněji, ti by se smáli pod vousy! To se nesmı́ stát!
Nejméně osm hodin, nepřihod́ı-li se jim nehoda, které se nenadáli. Hodinu co hodinu měř́ı Amundsen
výšku slunce, jako by sám sebe chtěl ujistit, že slunce tu ještě je, a tato rozhoduj́ıćı, poněvadž sou-
vislá řada jeho výpočt̊u prav́ı, že opravdu je ještě kus cesty vzdálen od pólu: za posledńıho denńıho
pochodu vybočily sáně trochu ze směru přesně jižńıho a stoj́ı nyńı na 89◦54’32”.
Záhy odpoledne dne 15. prosince nastává opravdu posledńı pochod deśıti kilometr̊u. Maj́ı po-
travin ještě na osmnáct dńı; svých šestnáct ps̊u — jednoho zabili, druhý úplně zubožený, odpĺıžil
se kamsi stranou, aby v klidu zašel – rozděĺı do dvou sáńı, rovněž tak zavazadla; třet́ı sáně postav́ı
kolmo na sńıh, ať zde z̊ustanou vedle několika prázdných beden. Pak našich pět muž̊u zamı́̌ŕı přesně
jižńım směrem, Amundsen jako posledńı př́ısně dbá, aby stopa byla př́ımá jako napjatá šň̊ura. Tak
pochoduj́ı huśım pochodem 10 kilometr̊u, pak nejprve postav́ı stan a připrav́ı se na př́ı̌st́ı den jejž
věnuj́ı přesnému, každou hodinu opakovanému měřeńı. Jsou nyńı tak bĺızko pólu, jak se mu podle
svých př́ıstroj̊u mohli přibĺıžiti. Pro všechny př́ıpady postouṕı Bjaaland a Hanssen ještě o 7 kilo-
metr̊u, stále po př́ımé linii. T́ım je věc dovršena a na oběd tohoto 18. prosince nezapomene ani jeden
z nich, co živ bude. Bjaaland povstane, aby pronesl slavnostńı řeč. Doutńık na pólu! Prvńı posel
onoho vzdáleného lepš́ıho světa, do něhož budou ode dneška zase spěchati. Pak přinesou se sańı
malý stan, jejž vezli s sebou. Postav́ı jej na pólu — pevně, aby jej bouře nepřekotila — nad ńım se
třepotá norská vlajka.

Ráno dne 26. ledna 1912 zastavuj́ı dvoje sáně se 12 psy (z p̊uvodńıch 52) před táborem. Cesta
trvala 99 dńı, urazili celkem asi 3000 km.

(zkráceno) z knihy H. H. Houden, Útok na Jižńı pól, KMa, Praha, 2001

REGRESNÍ MODEL

REGRESNÍ MODEL

Modelem připojovaćıho měřeńı budeme nazývat náhodný vektor Y = (Y′
1,Y

′
2), jehož středńı hod-

nota a kovariančńı matice má následuj́ıćı strukturu:
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kde X1,D,X2 jsou známé matice typu n1 × k1, n2 × k1, n2 × k2, vyhovuj́ıćı podmı́nce M(D′) ⊂
M(X′

1); Θ, β jsou neznámé k1 a k2 dimenzionálńı vektory; Σ11 a Σ22 jsou známé kovariančńı matice
vektor̊u Y1 a Y2.

V tomto modelu se parametr Θ odhaduje na bázi vektoru Y1 prvńı etapy a parametr β na bázi
vektoru Y2 −DΘ̂ a Θ̂. V praxi mohou nastat př́ıpady, kdy výsledky měřeńı ve druhé etapě (tzn.
Y2) už nelze použ́ıt pro změnu odhadu Θ̂.

Parametrický prostor modelu připojovaćıho měřeńı Y z této definice může být Rk+m (k + m–
dimensionálńı Euklidovský prostor), ale může být také uvažován ve tvaru podmı́nky typu I:

Θ =

{(
Θ
β

)
: CΘ + Bβ + a = 0

}
,

kde B,C jsou matice typu q × k2, q × k1 a kde a je vektor délky q, pro které plat́ı r(B) = q < k2.
Vektor Θ je parametr I. etapy (připojovaćı), vektor β je parametr II. etapy (připojované).

ÚLOHA
Budeme uvažovat model připojovaćıho měřeńı. Z náčrtku je vidět, že parametry jsou vázány
podmı́nkou

cos(Θ1) = cos(β2) cos(β1) + sin(β2) sin(β1) cos(β3).

Linearizaćı této nelineárńı podmı́nky přejdeme k popsanému modelu s podmı́nkou typu I.

Pro výpočet odhadu parametr̊u použijeme metodu nejmenš́ıch čtverc̊u s podmı́nkou typu I na
parametry obou etap. Měřené hodnoty jsou k dispozici v citovaném textu. Přesnost měřeńı popsanou
kovariančńımi maticemi ale muśıme jen odhadovat.

STANDARDNÍ ODHAD

β̂ = (X′
2Σ

−1
22 X2)

−1X′
2Σ

−1
22 (Y2 −DΘ̂)− (X′

2Σ
−1
22 X2)

−1B′[B(X′
2Σ

−1
22 X2)

−1B′]−1×
× {a + CΘ̂ + B(X′

2Σ
−1
22 X2)

−1X′
2Σ

−1
22 (Y2 −DΘ̂)},

ZÁVĚR
Ze źıskaných výsledk̊u při r̊uzných alternativách výpočt̊u je zřejmé, že neńı možné vysvětlit
předčasnou oslavu dobyt́ı jižńıho pólu jinak než velkou odchylkou od jižńıho směru během pochodu
dne 15. prosince 1911. Při zvolených kovariančńıch matićıch, kterými poṕı̌seme možné chyby při
určeńı souřadnic bodu P a S0 a chybu změřené délky pomoćı měř́ıćıho kolečka na sańıch, lze kon-
statovat, že odchylka od jižńıho směru nemohla být menš́ı než cca 45◦. Pokud nepřipust́ıme větš́ı
chyby při určeńı polohy z poledne 15. prosince, je nepochybné, že d̊uvodem předčasné oslavy byl
špatný směr pochodu. To je i v souladu s Amundsenovou krátkou poznámkou, že se mı́rně odchýlili
od jižńıho směru.

CÍL PŘÍSPĚVKU
Ćılem výpočt̊u bylo pokusit se objasnit d̊uvody předčasné oslavy dobyt́ı jižńıho pólu.

Druhým ćılem bylo populárně demonstrovat hledáńı odhad̊u v dvouetapovém regresńım modelu
s podmı́nkou na parametry obou etap.

Poděkováńı. Př́ıspěvek vznikl za podpory výzkumného záměru MSM 6198959214.
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