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Zobecnénéeé linearni modely pro znackované bodové procesy
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Motto:

komplikovat jednoduché wulohy.

Uvod

Uvazujme longitudinalni pozorovani

CFZ]? Z<T )7 <X21<E]>7 s 7Xip<ﬂj>)-r7 ] — 1727 SR

tedy pro -tého jedince pozorujeme v nahodnych casech Tj; <
Tio < ... znaéky ZZ<CZ—;]> a kOV&Fiéty (Xﬂ(TZ]), .,Xz-p(Tij))T.
Cilem je modelovat zavislost rozdéleni znacek na kovariatach po-
moci zobecnéenych linedrnich modelu (GLM) s casové zavislymi
koeficienty.

Znackované bodové procesy

Dvojice Ti;, Zi(Ti;) tvoil znackovany bodovy proces (MPP)
v casovém intervalu [0, 7| se znackami v néjakém prostoru E
(Brémaud, 1981). Proces ozna¢me p;(dt x dz;). Jedna se
o nahodnou ¢itacd miru na [0, 7] X E. Proces p;(dt x A) =
[y pi(dt x dz;) (A je néjakd borelovskd mnozina) je éitaci proces
adaptovany na néjakou filtraci, tzn. p;(dt x A) pocita udélosti
se znackami v A.
Chovani procesu je popsano jadrem intensity

)\i<t; d2’2> = )\Z'(t>q)i(t, dZZ)

Zde \;(t) je intensita procesu p;(dt x E) (proces vsech udélosti

bez ohledu na jejich znacky). ®;(t, dz;) je podminéné rozdélent

znacek v case t za podminky historie do ¢ a toho, Ze t je ¢asem
pozorovani.

GLM pro MPP

Modelujme rozdéleni ®;(¢, dz;) pomoci GLM. Predpokladejme,
ze jeho sttedni hodnota p;(t) zavisi na linedrnim prediktoru
ni(t) = X;(t)T5(t) pomoci linkové funkee g, cili

g(pi(t)) = ni(t) = Xi(t)' B(2).

Rozptyl v rozdéleni ®;(t,dz;) predpokladejme ve tvaru
Y()V (i(t)), kde ¥ (t) je dispersni parametr a V() je varianéni
funkce. Jak koeficienty (3(¢), tak disperse ¢(¢) mohou zaviset na
case (uvazujeme neparametricky model). Specidlnim pripadem
je linearni model, ktery uvazovali Martinussen & Scheike (2001]).

Odhad

Odhadneme kumulativni koeficienty B(t) = fg B(s)ds. Proc
kumulativni? Abychom mohli o mnich délat inferenci.
Predpokladejme, 7e intensita A;(t) spliuje Aalenuv aditivni
model, tj. A\(t) = Y;(£)U;(t) (), kde U;(t) jsou néjaké ko-
variaty a «(t) koeficienty. Proé¢ predpokldddme néjaky model
intensity casového procesu? Protoze chceme odhadovat kumu-
lativni efekty B(t), nikoli G(t).
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Odhadovact rovnici je
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(Ai(t) se ziskd standardné vyhlazenim odhadu z Aalenova mod-
elu). Kde se rovnice vzala? Lze ji motivovat jako kva-
swwerohodnostni rovnici, ponévadz
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YV (pi(t)) A (t)dt = var [/E zipi(dt X dz;)

K rovnici 1ze dojit také z vérohodnosti spoc¢tenim skorovych
operatortl.
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E Algoritmus:
IRLS s vyhlazovanim

Rovnici fesime pomoci iterativné vazenych neymensich ctvercu
(IRLS), pricemz mezi jednotlivymi kroky spoctené prirustky vyh-
ladime (jadrove). Odhad je inspirovan metodou popsanou v
Martinussen, Scheike & Skovgaard (2002). Pro¢ vyhlazujeme?
[terovat v kazdém bodé pozorovani oddélené nemuzeme, protoze
v kazdém bodeé je nejvyse jedno pozorovani.

Oznaéme B(t) predchozi odhad. Priibéh iterace:

(1) Vyhlazenim B(t) ziskej ((¢).
(2) Spocti 1 krok IRLS pro vsechny casy pozorovani t € [0, 7]:

(21) Spocti pracovni odezvu (working response)
ri(t)dt = 7i(t)dt

g'(m(t)) o o) — (P
+ A0 [/E,zlpz(dt dz;) — Ni(t) 1 (t)dt|.

(2ii) Spocti vahovou matici W (t)

= diag[W;(t)], kde
Ai(t)
g'(1i())?V (fi(t))

(2iii) Linedrnf regresf 7(¢)dt na X (t) pomoci vazenych nej-
mensich ¢tvercu ziskej prirustky nové iterace dB(t)

Wi(t) =

(3) Jdi na (1).

Algoritmus je pochopitelné nutné nékde nastartovat: napriklad
z lokalné polynomialntho odhadu G(t) (zde je pouzit lokalné kon-
stantni odhad).

E Testovani konstantnosti

Testujme konstantnost funkci G(t) proti alternative zavislosti
efektti na case. Konstantnost 3(t) je ekvivalentni linearité B(t).
Test (typu KS, napriklad) muzeme zalozit na procesu

AN

B(t) — ;?3(7).

K aproximaci jeho rozdéleni pouzijeme modifikaci simulacni
metody Lin, Wei & Ying (1993) puvodné navrzené pro Citaci
procesy.

Pro proces R(t) = B(t)

0= ) e

kde q;(dt x dz;) = p;(dt x dz;) — \i(t)®;(t, dz;) jsou martingaly
a H(s,z) je (n X p)-matice néjakych predikovatelnych procesu.

V této martingalové representaci muzeme H(s,z) odhad-
nout. Jediné, co nemuzeme pozorovat ani odhadnout, jsou mar-
tingaly q;(dt x dz;). Nahradime je v kazdém okamziku pozorovani
T;; simulovanymi hodnotami ¢ (dt x dz;) = Gypi(dt x dz;),
kde Gj; jsou iid N(0,1) nezavislé na datech. Proc¢ to fun-
guje? Protoze limita podminéného rozdéleni (pti datech) takto
vyrobeného procesu R*(t) je stejnd jako limitni rozdéleni procesu
R(t).

Generovanim vhodného poctu realisaci R*(t) muzeme proce-
sem R*(t) — LR*(r) aproximovat rozdélen{ testového procesu

R(t) — LR(r).

— B(t) za urcitych predpokladu plati

Tq(ds x dz) + op(n=1/?)

)

Podékovani a prosba

Podekovani. Dékuji za  podporu, jiz se mi dostalo
prostrednictvim grantt 201/05/H007 a 402/04/1294.
Prosba. Pokud by nékdo mél realna data zde popsaného typu a

byl mi je ochoten poskytnout, byl bych mu velice vdécny.

Odkazy

Brémaud, P. (1981). Point Processes and Queues. Martingale
Dynamics. Springer, New York.

Lin, D. Y., Wei, L. J. & Ying, Z. (1993). Checking the Cox
model with cumulative sums of martingale-based residuals.
Biometrika, 80, 557-572.

Martinussen, T. & Scheike, T. H. (2001). Sampling adjusted
analysis of dynamic additive regression models for longitudi-

nal data. Scand. J. Statist., 28, 303-323.

Martinussen, T., Scheike, T. H. & Skovgaard, I. M. (2002). Effi-
cient estimation of fixed and time-varying covariate effects in
multiplicative intensity models. Scand. J. Statist., 29, 57-74.

llustrace: odhady a testy

Obrazky 1-3 ukazuji fungovani odhadu na simulovanych datech.
Silnou carou jsou znazornény skutecné funkce Bi(t) a Bs(t )
tenkou carou 15 odhadu z 15 vygenerovanych vybeéru (k

o rozsahu 100). Ve vsech pripadech je kovaridata X; =
Xy ~ U(—=2,2). Intensita je konstantni A(t) = 2.

Obr. 1: Poissonovska regrese s (kanonickym) linkem g(u) =
log pi; B1(t) = t—1, By(t) = t*/2—t, B5(t) = cost, Bo(t) = sint.

azdy
I a

cumsum{outScbetal, )

Obr. 2: Normélni regrese s linkem g(u) = p; 54
Bi(t) = 2sin(bt) /5, Bo(t) =2 — t, By(t) = 0

cumsum{outdbeta )

outstimes

Obr. 3: Poissonovska regrese s linkem g(p) = logp; Bi(t) =
—0.5, By(t) = —0.5t, Bo(t) =2 —t, Ba(t) = 2 — 0.5(t — 2)%.

cumsum(outbdbeta )

outstimes

Obrazek 4 ukazuje testy konstantnosti regresnich funkei Gy(¢)
a [o(t) pro vybeér o rozsahu 100 vygenerovany z modelu z obr. 3
Silna cara zachycuje testovy proces, slabé ¢ary 50 simulovanych
trajektorii z rozdéleni testového procesu za platnosti hypotesy
konstantnosti.

Obr. 4: Test konstantnosti 5;(¢) (nahote) a Ga(t).
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