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ADEKVÁTNOSŤ LINEARIZÁCÍI NELINEÁRNEJ REGRESIE

Klára Hornǐsová, umerhorn@savba.sk

Ústav merania SAV, Bratislava

Abstrakt. Pre všeobecnú linearizáciu nelineárneho regresného modelu definujeme
kritériá jej použitělnosti podobné kritériám použitělnosti taylorovskej linearizácie v
apriórne danom bode. Oblasti pŕıpustnosti linearizácie sa dajú poṕısať pomocou
zovšeobecnených mier vnútornej a parametrickej krivosti pôvodného modelu.
Kritériá pŕıpustnosti taylorovskej linearizácie. Inferenciu v (regulárnom) ne-
lineárnom regresnom modeli

y = η(θ) + ε ; ε ∼ N(0, σ2W ), (1)

kde y ∈ RN sú merania, θ ∈ Θ ⊆ Rp je neznámy parameter, η(.) : Θ → RN regresná
funkcia, ε náhodné chyby, W známa kladne definitná matica a σ neznámy parameter,
možno zjednodušǐt, ak ho nahrad́ıme lineárnym modelom. Jeho vǒlbu možno založǐt na
apriórnej informácii o skutočnej hodnote θ̄ neznámeho parametra. Ak sa napŕıklad vie,
že θ̄ ∈ O(θ0), kde O je okolie danej hodnoty θ0 ∈ Θ, model (1) sa zvykne aproximovať
svojou taylorovskou linearizáciou v bode θ0

y = η(θ0) + ∂η(θ0).(θ − θ0) + ε =: Aθ + a + ε =: η̃(θ) + ε ; ε ∼ N(0, σ2W ). (2)

V [3] (pre známe σ) a [2] (pre neznáme σ) sa pri predpoklade zanedbatělnosti tret́ıch
derivácíı funkcie η(.) na O navrhli kritériá použitělnosti (2) vzȟladom na skreslenie,
ktoré spôsobuje pri rôznych druhoch inferencie.
Namiesto (2) možno použǐt všeobecneǰsiu linearizáciu

y = Aβ(θ) + a + ε =: η̃(θ) + ε ; ε ∼ N(0, σ2W ), (3)

kde A ∈ RN×p, h(A) = p, a ∈ RN a β(.) : Θ → Rp je regulárna reparametrizácia.
Ak je dané apriórne rozdelenie π(.) na Θ, špeciálne netaylorovské linearizácie, ktoré

majú dobrú štatistickú interpretáciu - minimalizujú apriórnu strednú kvadratickú chybu
- sú napr. linearizácia vyhladzovańım zo [4]

A = Covπ(η, θ)V ar−1
π θ, a = Eπη − AEπθ, β(θ) = θ (4)

alebo vnútorná linearizácia z [1]

A = (u1, . . . , up), a = Eπη, β(θ) = (A>W−1A)−1A>W−1(η(θ)− a), (5)

kde u1, . . . , uN sú ortonormálne vlastné vektory matice V arπη porade prislúchajúce jej
vlastným hodnotám λ1 ≥ · · · ≥ λN ≥ 0.

Predpokladajme, že ∃A0 ∈ RN a W−ortogonálny projektor RN×N , h(R) = p + q <
N , také, že

sup
θ∈Θ

‖(I −R)(η(θ)−A0)‖W (6.I)

je zanedbatělné, pričom q je čo najmenšie. Význam majú potom zrejme iba tie
linearizácie (3), pre ktoré a = A0 a M(P ) ⊆ M(R), kde P := PA :=
A(A>W−1A)−1A>W−1. Ďalej budeme namiesto A0 ṕısať a. Označme Q := R − P .
Zrejme h(Q) = q.

Špeciálne možno predpokladať, že ∃B ∈ RN×m2
,A(B) ∈ RN×m,A0(B) ∈ RN také,

že

sup
θ∈Θ

‖η(θ)− (Bβ⊗2(θ) +A(B)β(θ) +A0(B))‖W (6.II)

je zanedbatělné. V tomto pŕıpade nech A(0̄) = A, A0(0̄) = a, P := PA, Q :=
P(I−P )B, R := P + Q. Modelom (6.II) môže byť okrem taylorovskej kvadratizácie
v bode θ0 napr. kvadratizácia B = (Covπ(η, θ⊗2) − ACovπ(θ, θ⊗2))[V arπθ

⊗2 −
Covπ(θ⊗2, θ)V ar+

π θCovπ(θ, θ⊗2)]+,A = A − BCovπ(θ⊗2, θ),A0 = Eπη − BEπθ
⊗2 −

AEπθ, β(θ) = θ, kde A := Covπ(η, θ)V ar+
π θ, minimalizujúca apriórnu strednú kvadrat-

ickú chybu.
Rozš́ıreńım pŕıstupu z [3] a [2] máme:

Defińıcia 1 . Model (1) sa dá (α, δ)−linearizovať modelom (3) vzȟladom na vysti-
hnutie merańı modelom v množine O ⊆ Θ, ak

sup
θ̄∈O

Pθ̄(T ≤ Fq,N−p−q(1− α)) ≥ 1− α− δ,

pre test vnútornej linearity modelu (1) s hladinou významnosti α

T :=
‖Q(y − a)‖2

W

qs2
∼ Fq,N−p−q(

‖Q(η(θ)− a)‖2
W

σ2
) (7.I)

alebo

T =
‖Q(y − a)‖2

W

qs2
∼ Fq,N−p−q(

1

4

‖QBβ⊗2(θ)‖2
W

σ2
), (7.II)

kde s2 :=
‖(I−R)(y−a)‖2W

N−p−q .

Veta 1 . Množina

O := {θ ∈ Θ;
‖P (η(θ)− a)‖2

W

s2
≤

2
√

γmax

Kint,I(A)
}, (8.I)

alebo

O := {θ ∈ Θ;
‖Aβ(θ)‖2

W

s2
≤

2
√

γmax

Kint,II(A)
} (8.II)

je linearizačnou oblasťou modelu (1) v zmysle defińıcie 1, kde

γmax : = max{γ ≥ 0; P (Fq,N−p−q(γ) ≤ Fq,N−p−q(0; 1− α)) ≥ 1− α− δ},

Kint,I(A) :=
s2

σ
sup
θ∈Θ

P (η(θ)−a)6=0̄

‖Q(η(θ)− a)‖W

‖P (η(θ)− a)‖2
W

=
s2

σ
sup
θ∈Θ

β̂(θ)6=0̄

‖Q(η(θ)− a)‖W

‖Aβ̂(θ)‖2
W

, (9.I)

kde β̂(θ) := (A>W−1A)−1A>W−1(η(θ)−A0) je kanonická reparametrizácia,

Kint,II(A) :=
s2

σ
sup
θ∈Θ

β(θ)6=0̄

‖(I − P )Bβ⊗2(θ)‖W

‖Aβ(θ)‖2
W

(9.II)

(vnútorná krivosť modelu (1) vzȟladom na linearizáciu Aβ(θ) + a).

Označme β̂(y, A) = (A>W−1A)−1A>W−1(y − a) ML-odhad parametra β v mod-

eli (3). Pŕıpustnosť odhadu h>β̂(y, A) funkcie h>β v modeli (1) a v množine O
možno opäť posudzovať poďla skresleńı pri rôznych druhoch inferencie. Označme
C := (A>W−1A)−1A>W−1.

Defińıcia 2 . Model (1) sa na množine O volá
cb−linearizovatělný modelom (3) vzȟladom na výchylku funkcionálu h, ak

sup
θ̄∈O

(Eθ̄[h
>β̂(y, A)− h>β̄])2

V ar[h>β̂(y, A)]
= sup

θ̄∈O

(h>[C(η(θ̄)− a)− β(θ̄)])2

σ2h>CWC>h
≤ c2

b,

alebo∫
O

(Eθ̄[h
>β̂(y, A)− h>β̄])2

V ar[h>β̂(y, A)]
dπ(θ̄) =

∫
O(h>[C(η(θ̄)− a)− β(θ̄)])2dπ(θ̄)

σ2h>CWC>h
≤ c2

b,

kde C :=
{
C ∈ Rp×N ; h(C) = p; {C(η(θ)− a); θ ∈ O} ∩ β(O) 6= ∅

}
alebo C :={

C ∈ Rp×N ; h(C) = p; π({C(η(θ)−a);θ∈O}∩β(O))
π(O) ≥ 1− ε0

}
.

Minimalizáciou tohoto kritéria pre C ∈ C možno nájsť najlepšiu cb−linearizáciu modelu
(1) na O ⊆ Θ.

Veta 2 . Nech pre množinu O plat́ı supθ∈O
(h>[C(η(θ)−a)−β(θ)])2

s2h>CWC>h
≤ c2

b alebo

supθ∈O
(h>CBβ⊗2(θ))2

s2h>CWC>h
≤ c2

b. Potom je model (1) vzhľadom na funkcionál h na množine

O cb−linearizovateľný vzhľadom na výchylku.

Možno nájsť aj podmnožiny parametrického priestoru, na ktorých je taylorovská lin-
earizácia pŕıpustná pre všetky lineárne funkcionály h.

Veta 3 . Nech O := {θ;
‖Aβ(θ)‖2W

s2 ≤ M 2}. Potom je model (1) pre všetky

funkcionály h>θ cb−linearizovateľný vzhľadom na výchylku, kde cb = 1
2M

2Kpar(A),
kde

Kpar,II(A) :=
s2

σ
sup
θ∈Θ

β(θ)6=0̄

‖PBβ⊗2(θ)‖W

‖Aβ(θ)‖2
W

.

Apriórna informácia daná množinou O by však mala byť menšia ako informácia z
pozorovańı daná oblasťou spǒlahlivosti na hladine 1− α

S = {θ;
‖A(β̂(y, A)− β(θ))‖2

W

s2
≤ (

1

2
M 2Kpar(A) +

√
pFp,N−p−q(1− α))2}.

Podmienka O ⊆ S je teda ekvivalentná s nerovnosťou

1

2
M 2Kpar(A) +

√
pFp,N−p−q(1− α) ≤ M.

Veta 4 . Nech

Kpar(A) =
ω2

2
√

pFp,N−p−q(1− α)
, ω2 ≤ 1

a

1−
√

1− ω2 ≤ MKpar(A) ≤ 1 +
√

1− ω2, ak ω2 > 0,√
pFp,N−p−q(1− α) ≤ M, inak.

Potom O ⊆ S.

Porovnańım podmienok pre M z vety 4 s podmienkami z viet 1 a 3 dostávame v
pŕıpade Kpar(A) > 0

ω2√γmax

(1 +
√

1− ω2)2
Kpar(A) ≤ Kint(A)

√
pFp,N−p−q(1− α) ≤

ω2√γmax

(1−
√

1− ω2)2
Kpar(A)

a

1

ω2
(1−

√
1− ω2)2 ≤ cb√

pFp,N−p−q(1− α)
≤ 1

ω2
(1 +

√
1− ω2)2

a v pŕıpade Kpar(A) = 0

Kint(A) ≤
2
√

γmax

pFp,N−p−q(1− α)
.
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