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Približné konfidenčné intervaly pre variančný komponent vo všeobecnom

prípade modelu s dvomi komponentami

Barbora Arendacká
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Ústav merania, Slovenská akadémia vied, Dúbravská cesta 9, 841 04 Bratislava

Poster je venovaný porovnaniu vlastností troch približných konfidenčných intervalov pre variančný komponent zodpovedajúci náhodnému faktoru vo všeobec-
nom prípade zmiešaného lineárneho modelu s dvomi variančnými komponentami s jediným obmedzením, že je k dispozícii viac ako iba minimálny počet
pozorovaní. Porovnáme interval navrhnutý Parkom a Burdickom(PB) [1], Hartungom a Knappom(HK) [2] a Thomasom a Hultquistom(TH) [3]. Posledne
menovaný bol pôvodne odvodený pre nevyvážený model jednoduchého triedenia, ale, ako naznačíme, takmer bez zmeny je ho možné použiť aj vo všeobecnej
situácii.

MODEL

Predpokladáme y ∼ Nn(Xβ, σ2
1ZZT + σ2In), kde X, Z sú známe matice, β, (σ2

1, σ
2)T

sú vektory neznámych parametrov (σ2
1 ≥ 0, σ2 > 0), R(Z) 6⊆ R(X), kde R(A)

označuje priestor generovaný stĺpcami matice A. Využitím invariancie parametra σ2
1

vzhľadom na posunutie v strednej hodnote, konštrukciu konfidenčných intervalov za-
ložíme na minimálnych postačujúcich štatistikách pre maximálny invariant BTy :

Ui = yTBEiB
Ty ∼ (λiσ

2
1 + σ2)χ2

νi
, i = 1, ..., r, .

Predpoklad viac ako minimálneho počtu pozorovaní zodpovedá predpokladu: λr = 0,
t.j. Ur ∼ σ2χ2

νr
.

[BBT = MX = In − X(XTX)−X a BTB = In−rank(X),

λ1 > λ2 > ... > λr ≥ 0, sú vlastné čísla BTZZTB, νi sú ich násobnosti a Ei sú k nim prislúchajúce

matice zo spektrálneho rozkladu BTZZTB, EiEi = Ei, EiEj = 0, i 6= j,
∑

Ei = I.]

Fn,m;α a χ2
n;α označujú α kvantily príslušných rozdelení.

PB INTERVAL

Založený na S2
M = yTF T (FZZTF T )+Fy/s a S2

E = yT (I − PX∗)y/p, kde X∗ =
[X,ZZT ], F = MX − MX∗, s = rank(X∗) − rank(X) a p = n − rank(X∗), a
aproximácii sS2

M/E(S2
M) ∼ χ2

s. Táto aproximácia je presná, ak λi → λ, i = 1, ..., r− 1
alebo σ2

1/σ
2 → ∞(pozri [1]). Dá sa ukázať, že sS2

M =
∑r−1

i=1 Ui/λi a pS2
E = Ur,

s =
∑r−1

i=1 νi, p = νr.
Tvar (1 − 2α)100%-ného PB intervalu, [LPB, UPB] :

LPB = S2
M − S2

E/h − (G2
1S

4
M + H2

2S
4
E/h2 + G12S

2
MS2

E/h)1/2

UPB = S2
M − S2

E/h + (H2
1S

4
M + G2

2S
4
E/h2 + H12S

2
MS2

E/h)1/2

kde h =
∑r−1

i=1 νi(
∑r−1

i=1 νi/λi)
−1, G1 = 1 − 1/Fs,∞;1−α, G2 = 1 − 1/Fνr,∞;1−α, H1 =

1/Fs,∞;α− 1, H2 = 1/Fνr,∞;α− 1, G12 = [(Fs,νr;1−α− 1)2−G2
1F

2
s,νr;1−α−H2

2 ]/Fs,νr;1−α,
H12 = [(1 − Fs,νr;α)2 − H2

1F
2
s,νr;α

− G2
2]/Fs,νr;α. Záporné hranice kladieme rovné 0.

+: presný, ak σ2
1/σ

2 → ∞ (pre bežne používané α(≤ 0.1))
−: na zlepšenie vlastností nevplýva zvyšovanie νr(ak r > 2)

nulu neobsahuje v zhode s testom nulovosti σ2
1(ak r > 2)

TH INTERVAL

Pôvodne odvodený pre prípad nevyváženého modelu jednoduchého triedenia,
yij = µ + αi + ǫij, i = 1, ..., a, j = 1, ..., ni. Je založený na Ur/νr = S2

E(stredná suma
štvorcov rozdielov vo vnútri súborov) a S2

ȳ = 1
a−1

∑a
i=1 (ȳi −

1
a

∑a
i=1 ȳi)

2, výberovej va-
riancii priemerov v jednotlivých súboroch a aproximácii (a− 1)S2

ȳ/(σ2
1 + ñσ2) ∼ χ2

a−1,
ñ = (1/a)

∑a
i=1(1/ni). Aproximácia je presná ak všetky ni → k alebo σ2

1/σ
2 → ∞.(Ak

ni → k, tak λi → λ.) Keďže (a − 1)S2
ȳ = yTCy, kde tvar C je známy a sS2

M =∑r−1
i=1 Ui/λi = yT (MZZTM)+y, priamym overením vlastností Moore-Penroseovej in-

verzie sa dá ukázať, že (MXZZTMX)+ = C, a tiež sa dá ukázať, že 1/h = ñ. Teda
(a − 1)S2

ȳ/(σ2
1 + ñσ2) = sS2

M/E(S2
M) a TH a PB interval sú založené na rovnakých

sumách štvorcov a rovnakej aproximácii.
Tvar (1 − 2α)100%-ného TH intervalu, [LTH, UTH ]:

LTH = s(S2
M −

1

h
S2

EFs,νr;1−α)/χ2
s;1−α UTH = s(S2

M −
1

h
S2

EFs,νr;α)/χ2
s;α.

Záporné hranice kladieme rovné 0.

+: presný, ak σ2
1/σ

2 → ∞

−: na zlepšenie vlastností nevplýva zvyšovanie νr(ak r > 2)
nulu neobsahuje v zhode s testom nulovosti σ2

1(ak r > 2)

HK INTERVAL

Ide o presný interval pre σ2
1/σ

2 odvodený Waldom [4] vynásobený nevychýleným
odhadom pre σ2 : Ur/νr. Tvar (1 − 2α)100%-ného HK intervalu, [LHK, UHK]:

LHK = lUr/νr, UHK = uUr/νr,
kde l, u sú nezáporné riešenia (alebo nuly, ak nezáporné riešenia neexistujú) nasledu-
júcich rovníc:

r−1∑

i=1

Ui/(λil + 1) = sFs,νr;1−αUr/νr

r−1∑

i=1

Ui/(λiu + 1) = sFs,νr;αUr/νr.

Konkrétne riešenia môžme získať napr. Newtonovou-Raphsonovou metódou.

+: presný, ak νr → ∞

nulu obsahuje v zhode s Waldovým testom o nulovosti σ2
1(na hl. významnosti α)

−: limitná pravdepodobnosť pokrytia, keď σ2
1/σ

2 → ∞, P2α,s,νr, nie je presne 1 − 2α.
P2α,s,νr = P (sFs,νr;α ≤ χ2

s ≤ sFs,νr;1−α).

Rozdiely medzi P2α,s,νr a 1−2α pre niektoré konfigurácie s, νr sú v nasledujúcej tabuľke.
Prirodzene, tieto rozdiely sú menšie, ak je s podstatne menšie ako νr.

To, že je HK interval má ten-
denciu byť konzervatívny pre
veľké σ2

1/σ
2, konštatovali aj

Hartung a Knapp [2] na zák-
lade výsledkov ich simulačnej
štúdie.

P2α,s,νr − (1 − 2α)
s = 2 s = 2 s = 10 s = 10 s = 30
νr = 4 νr = 25 νr = 25 νr = 50 νr = 50

2α = 0.1 0.0484 0.0160 0.0479 0.0294 0.0614
2α = 0.05 0.0248 0.0113 0.0283 0.0187 0.0355
2α = 0.01 0.0050 0.0036 0.0067 0.0051 0.0083

ILUSTRÁCIA NA PRÍKLADOCH

Pre konkrétnu voľbu X, Z, pevne zvolený vektor β a uvedené hodnoty σ2
1, σ2 bola na

základe 10 000 simulácií spočítaná pravdepodobnosť pokrytia a priemerná dĺžka 95%-
ných PB, TH a HK intervalov. Výsledky sú v nasledujúcich grafoch. V tých, ktoré
zobrazujú pokrytia sú tiež naznačené hranice, v ktorých by sa na 95% mali nachádzať
nasimulované hodnoty, ak skutočná pravdepodobnosť pokrytia je 0.95.
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X=[1
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,t], t: 30x1,
t
i
=−3+6*(i−1)/29

Z=[diag(1
6
,1

6
,1

6
,1

6
,1

6
), w]

w: 30x1,w
i
=(−2+4*(i−1)/29)2

s=5
ν

r
=23

σ2=1−σ2
1

Pr.1 zastupuje situáciu s nie príliš
odlišnými 1/λi, ale nízkym νr, v Pr.
2 je νr >> s, ale 1/λi sú pomerne
odlišné a v Pr. 3 je skombinované
nízke νr a navzájom dosť odlišné
1/λi. (Optimálnosť intervalov TH a
PB pre σ2

1 = 0 narastá čím menej sa
1/λi líšia, 1/λi = 1/λ ⇒ r = 2.)
Priemerné dĺžky intervalov v Pr.1 a
Pr.2(neuvedené) sa navzájom veľmi
nelíšia(max. rozdiel v Pr.2 je 0.082,
v Pr.1 iba 0.015). Priemerné dĺžky
pre Pr.3 uvádza nasledujúci graf.

ZÁVERY
- simulačne sa potvrdil známy fakt, že
PB a TH intervaly v niektorých mode-
loch nedosahujú požadovanú konfidenčnú
úroveň pre malé hodnoty σ2

1/σ
2

- v modeloch s nízkym νr a výrazne rôz-
nymi 1/λi, intervaly TH, PB nemusia do-
sahovať požadovanú konfidenčnú úroveň
ani pre pomerne veľké hodnoty σ2

1/σ
2

- vo všetkých príkladoch TH interval do-
sahoval rovnakú alebo vyššiu konfiden-
čnú úroveň ako PB interval

0.001 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.999

4.8

5

5.2

5.4

5.6

5.8

6

6.2

σ2
1

P
ri
em

er
n
á
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- HK interval dosahoval konfidenčnú úroveň aspoň takú, aká bola požadovaná, jeho
konzervatívnosť sa pre νr >> s stráca
- v modeloch s νr nie oveľa väčším ako s a výrazne odlišnými 1/λi, bola priemerná
dĺžka HK intervalu kratšia pre nižšie hodnoty σ2

1/σ
2, pre vyššie hodnoty tohto podielu

však boli v priemere kratšie TH a PB intervaly

Z uvedeného vyplýva, že TH a PB intervaly je vhodné použiť len ak hodnoty 1/λi v
modeli nie sú príliš odlišné a vzhľadom na vyššiu dosahovanú pravdepodobnosť pokry-
tia je potom vhodné uprednostniť TH interval pred PB intervalom. Ak sú však hodnoty
1/λi výrazne rôzne, je aj napriek konzervatívnosti(pre malé νr) vhodnejší HK interval.
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