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ROBUST 2004 — PAR SLOV UVODEM

Ve dnech 7.-11.¢ervna 2004 se v prostorach koliciho stiediska AV CR
v Tiesti uskutecnila jiz t¥inacta letni $kola JCMF ROBUST 2004. Tato akce
byla pfipravema skupinou pro vypocetni statistiku MVS JCMF za podpory
CStS, KPMS MFF UK, MU AV CR a UTM FSI CVUT. Akce se zaé¢astnilo
84 ticastniktt z CR, Slovenska, Belgie a USA.

Tak jako v minulosti, i ROBUST 2004 byl vénovan vybranym trendim
matematické i aplikované statistiky, teorie pravdépodobnosti a analyzy dat.
Pozvani k predneseni prehlednych prednasek prijali:

e Prof. RNDr. Tomas Cipra, DrSc., MFF UK Praha, Zajisteni v pojis-
tovnictvi a jeho matematické aspekty.

e Doc. RNDr. Daniela Jaruskova, CSc., FSV CVUT Praha, Extrémy
gaussovskych posloupnosti a procest.

e Doc. RNDr. Jan Picek, CSc, TUL Liberec Testy a odhady Paretova
indexu.

e Doc. RNDr. Zuzana Praskova, CSc, MFF UK Praha, Metoda bootstrap
- 25 let.

Celkem bylo pfedneseno 62 prednések, z toho 28 prednesli postgradualni
studenti. Jiz ponékolikaté jich bylo, k nasi velké radosti, tolik, zZe jsme mohli
z jejich vystoupeni nejenom vytvorit dva samostatné puldenni bloky, ale oce-
nit téz nejlepsi vystoupeni/dosazené vysledky. Komise pod pfedsednictvim
prof. G. Wimmera z MFF UKo v Bratislavé vyhodnotila vystoupeni predna-
Sejicich a navrhla firmé FElkan k ocenéni za nejlepsi prezentovanou praci Ing.
M. Omelky.

Mnoho ¢asu téz bylo vénovano diskusim. Pond€lni vecer byl vénovan volné
diskusi o vyuce statistiky a pravdépodobnosti, pfedevsim pro informatiky a
informatiku. Béhem uterniho vecera vystoupili zastupci firem Elkan a Tri-
loByte, kteti predvedli nejnovéjsi verze programiu MATHEMATICA a S+.
Vedle odbornych diskusi se téz konaly diskuse volngjsi, a to at jiz b&hem
stfedecniho vyletu do Telce a Brnice ¢i navstévy pamatniku Franze Kafky a
muzea tfestskych betlémi. I pocasi ndm tentokrat vyslo, snad jenom s vy-
jimkou desté béhem ¢tvrteéniho vecerniho opekani buitt v zamecké zahradé.

7Z prednesenych 62 prednasek naleznete 51 v priloZzeném sborniku. Jinymi
slovy to znamend, Ze pripéli prakticky vsSichni prednasejici. Chtéli bychom
timto podékovat nejenom jim, ale téZ vSem tém, ktefi ¢lanky recenzovali.
Budete se mozna divit, ze ¢tyti ¢lanky nejsou zafazeny podle abecedy nybrz
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na konci sborniku. Vemte prosim na védomi, ze se nejednd o ,chybu® edi-
tord sborniku, nybrz o neopravnénou viru autoru v to, ze pokud ,néco*
poslou do ,sité“, tak jejich ,zasilka“ dorazi k prijemci. Dovolujeme si touto
cestou vSem ¢tenaftm pripomenout, Ze odeslani mailu v dobé spamu a anti-
spamovych ochran nikterak neazarucuje, ze zprava skutecné dorazi. . .

V Praze 24. prosince 2004 Jaromir Antoch a Gejza Dohnal
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KONFIDENCNE INTERVALY

PRE VARIANCNY KOMPONENT

V MODELI S DVOMI VARIANCNYMI
KOMPONENTAMI

Barbora Arendacka

Kliicové slovd: Konfiden¢né intervaly, varianény komponent, zovSeobecnené
testovacie premenné, zovseobecnené p-hodnoty.

Abstrakt: Konstrukcia konfidenéného intervalu, resp. testovanie hypotézy
o0 neznamom varian¢nom komponente o3 v triede rozdeleni N;(0, 03 W +021;)
st tlohy s rusivym parametrom o2, ktorych riesenie klasickymi metédami je
zname len v Specidlnych pripadoch. V ¢lanku uvedieme ako je mozné tieto
ulohy riesif pomocou zovseobecnenych p-hodnot (pojem zaviedli Tsui a Wee-
rahandi [9]) a ukdZeme ako mozme volif zovSeobecnené testovacie premenné
v pripade, ked matica W ma4 viac ako dve rozne vlastné hodnoty. (Na nejed-
noznac¢nost pouzitelnej testovacej premennej v tejto situdcii upozornili Zhou
a Mathew [11].)

1 Uvod

Uvazujme normalne rozdeleny n-rozmerny vektor pozorovani y,
Yy~ No(XB,0122" + 0°1,), (1)

kde 3 a (07,02)T st vektory neznamych parametrov, o7 > 0, 02 > 0 a R(2)
Z R(X), kde R(A) oznacuje priestor generovany stipcami matice A. Uloha
testovat hypotézu

Hy: 0% <0}y vs. Hy : 0} > 03, (2)

pre fubovolné nezaporné o3, je potom invariantnd vzhladom na posunutie
v strednej hodnote, t.j. na transformaciu y — y + X3, § € RP' a mo-
del (1) mozme zredukovat skonstruovanim maximalneho invariantu z = BTy,
kde, ak hodnost X je p, BT je (n — p) x n matica takd, 2¢ BB = I,,_,
aBBT = M =1-X(XTX)~XT. Vektor 2 ma potom normélne rozdelenie
Np—p(0,03W + 0%1,_,), kde W = BT ZZTB.

Olsen, Seely a Birkes [6] ukéazali, Ze minimalne postacujice Statistiky pre

triedu rozdeleni vektora z maju tvar U; = zTEiEZ-Tz, i =1,...,r, st na-
vzajom nezavislé a plati U; ~ (X of + o) x2, i = 1,...,7, kde
A1 > Ay > -+ > A\, > 0 st navzajom rozne vlastné hodnoty matice W,
Vi,Va,...,V, ich ndsobnosti a F;,i = 1,...,r je (n — p) X v; matica, kto-

rej stlpce tvoria ortonormalne vlastné vektory prislichajtce k vlastnej hod-
note \;, teda W =37 NE,E].
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V dalsom budeme predpokladat, ze matica W je singulérna, t.j. A\, = 0.
Téito podmienka nie je splnend len v situdciach, ked médme k dipozicii iba
miniméalny pocet pozorovani.

Prehlad presnych testov na hladine vyznamnosti « pre (2) mozno ndjst
v ¢lanku [1], pozri tiez [8]. Testy st zname len v pripade, ked 0%, = 0, vtedy
je nulovd hypotéza v (2) ekvivalentnd s hypotézou Hy : 6 = 0, § = Z—z
Testovacie Statistiky je potom mozné pouzif na konstrukciu konfidenénych
intervalov pre 6. Dve z tychto Statistik sa:

o Ty = 2%71[] — Waldov test [7]

r—1 . .
o Ty = %AU - modifikovany Waldov test [2]

Postup pre konstrukciu konfidenénych intervalov priamo pre variancény
komponent o? navrhol Michalski [4] zalozif na bayesovskom invariantnom
kvadratickom nevychylenom (BIQU) odhade 6%(u,v) pre 0% vzhladom na
apriérne rozdelenie také, ze E(0?) = u, E(0?) =1, Var(c}) = v, Var(c?) =
0, u,v > 0, resp. na odhade 6%(c0), ktory dostaneme ako limitu BIQU od-
hadov pre v — oco. V oboch pripadoch sa d4 prislusny odhad vyjadrit ako
linedrna kombinacia postacujicich Statistik U;: 67 = Y.._, ¢PU;, kde kon-
Stanty ciB maju zndmy tvar. Pri tomto postupe sa vsak pocitaju konfidenéné
intervaly pre kazdu hodnotu 6 zvlast a ako vysledny interval navrhuje Mi-
chalski zvolif interval s najviésou dlzkou ako uréitd ochranu pred najhorsou
moznou situéciou.

Iny pristup, ktory umoziiuje konsStruovat konfiden¢né intervaly priamo
pre o3, resp. testovat (2) aj pre nenulové 0%, sa zaklad4d na zovseobecne-
nych p-hodnotach a zovseobecnenych testovacich premennych. Tieto pojmy
zaviedli Tsui a Weerahandi [9] a dalej rozpracoval Weerahandi [10]. V nasle-
dujtcej casti aplikujeme tento pristup na nas problém.

2 RiesSenie pomocou zovSeobecnenych testovacich
premennych

V tlohéch s rusivymi parametrami pri testovani hypotéz pomocou p-hodnoét
je ¢asto nemozné alebo nie prave jednoduché néjst testovaciu Statistiku vhod-
nu na definovanie extrémnej oblasti, ktorej distribticia nezavisi od rusivych
parametrov. Tento problém je ale riesitelny, ak namiesto jednej “globalne;j”
testovacej Statistiky pre dany problém, budeme hladat vhodnu testovaciu Sta-
tistiku pre kazdu realizaciu dat osobitne. Ide teda o to, najst funkciu zavisla
okrem nahodného vyberu a parametrov (ako testovacia Statistika) aj na na-
pozorovanych datach, tak, ze pre kazdé pevné napozorované hodnoty dat je
najdena funkcia vhodnou testovacou Statistikou na definovanie extrémnej ob-
lasti. V nagom pripade pdjde o funkciu T(U, u, 0%, 0?), kde U = (Uy, ..., U,)
je vektor postacujucich statistik a u je jeho napozorovana hodnota, s vlast-
nostami:
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1. napozorovand hodnota t,,s = T(u,u,0?,0%) nezavisi na nezndmych
parametroch,

2. pre pevné o}, distribicia T nezavisi na o2 pre kazdé u,
3. pre pevné u a o2 je P(T < t,0?) nerasttica funkcia o? pre kazdé t.

T potom nazyvame zovseobecnenou testovacou premennou stochasticky rasti-
cou v 0? (dalej len zovseobecnen testovacia premenna). Vdaka vlastnosti 3
T usporadiiva vyberovy priestor a zovSeobecnend extrémna oblast pre testo-
vanie (2) zalozend na T' ma tvar

C(u,01,0%) = {v;T(v,u,0%,0%) > T(u,u,0?,0%)},
k nej prislichajica zovseobecnena p-hodnota je

p(u) = sup P(U € C(u,0?,0%)| o?) =

2. 2
071<0%,

= Ssup P(T(Ua U, U%ﬂ 02) Z tobs| 0—%) = P(T(Uaua 0—%07 02) > tobs| O—%())-
o<,

Vdaka vlastnosti 2 testovacej premennej T' je p-hodnota vy¢islitelna.
Podobne ako klasicka p-hodnota, aj zovseobecnend p-hodnota slazi ako miera
sthlasu, resp. nesthlasu dat s nulovou hypotézou. Jej vysoké hodnoty hovoria
v prospech nulovej, nizke v prospech alternativnej hypotézy, a teda testy
zaloZzené na zovseobecnenych p-hodnotach zamietaji nulovi hypotézu pre
malé hodnoty p(u).

K zovSeobecnenej extrémnej oblasti mozme zadefinovat na ddtach zaloZe-
ni silofunkciu

,/T(uv 0—%) - P(U € C(ua O—%a 0—2)|0—%)a

pre ktoru plati:

a) m(u,0%y) = p(u),
b) ak je T(U,u,0%,0?) spojitd ndhodna premenné pre kazdé u, 7(u,0?) =
1 = Fr,u,0?,02)(tobs| 0?), a teda pre pevné u je 7w(U,u,0?) = 1 —

Fr(T(U,u,0%,0?)| 0?) ndhodné premenné rovnomerne rozdelena na

(0,1),
c) pre kazdé pevné u je 7(u,o}) neklesajicou funkciou o3.

Vdaka b) a ¢) mézme pomocou silofunkcie 7 skonstruovat konfidenény inter-
val pre o2. Pre 1,72 € (0,1) také, Ze 7o — 1 = 1 — a a dané napozorované u
plati:

P(’h < F(U,U,O’%) <m)=1l-a (3)
a hranice obojstranného (1 — «)100%-ného zovseobecneného konfidenéného
intervalu (0%, o) pre o7 ziskame rieSenim rovnic

m(u,01) =7 a m(u,0%) = 7. (4)
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Kedze pravdepodobnostné tvrdenie (3) plati podmienene pri danom, pev-
nom u, zovsSeobecneny konfiden¢ny interval si zachovava frekvenéné vlast-
nosti konfiden¢ného intervalu podmienene, pri danom u. Priamo nevyplyva,
7e jeho nepodmienend pravdepodobnost pokrytia je tiez 1 — a. Zachovanie
konfidenc¢nej irovne sa overuje simulacne, kedZe priamy vypodcet skutocnej
pravdepodobnosti pokrytia zovSseobecneného konfiden¢ného intervalu je kom-
plikovany.

Konkrétne testovacie premenné

U, ~ v2 V. _ Ur_1 ~ V2 all = Ur
o240\ Xppseeon Vr—1 = o240 A1 Xv,_q T T o2
Xﬁr a uvazujme najprv pripad r = 2. Waldova statistika ma v tomto pripade
tvar Ty = Ui /Us. Napozorovand hodnota tohto podielu, uq /us, nezévisi na
neznamych parametroch, ale jeho distribtcia zévisi na rusivom parametri o2,
kedZe:

Oznacme V] =

U, . V1()\10‘%+0'2) i ()\ 0‘% )
Uy Vao? 2 '

Zavislost na parametri o2 odstranime prenasobenim jeho prevratenej hodnoty
v prvom vyraze v zatvorke ndhodnou premennou Us a predelenim napozo-
rovanou hodnotou usy. Je zrejmé, Ze napozorovana hodnota celého vyrazu
sa nezmeni, a teda zostane nezavisla na neznamych parametroch, a zaro-
veii distribicia vzniknutého vyrazu bude spl niaf vlastnost 2 zovseobecnenej
testovacej premennej. Dostaneme

Vi 2U.
T(Ul,UQ,Ul,UQ,U%,O'Q) = 71 ()\1 leu2 + 1) -
2 2
V1 0'%‘/2 1 )\10‘%
= — (A 1)=W(— .
Va ( ! U2 + ! V2+ U2

Je Tahké overit, Zze T spliia aj vlastnost 3 zovieobecnenej testovacej premenne;.
Podobnym postupom dostaneme v pripade, ked r > 2, testovaciu premennt

r—1
1 ;o2
=1 V;” Uy

kde ¢;, i = 1,...,7 — 1 st Tubovolné kladné realne ¢isla. Kym v pripade
r = 2 sa d4 ukézaf, ze vSetky zovSeobecnené testy zalozené na Uy, Us, je
mozné zalozit na T', v pripade, ked pocet vlastnych hodnot matice W je vyssi
ako 2, sa tato jednoznacnost straca. Prave na priklade testovacej premennej
Te,,....c,_, Da to poukdzali Zhou a Mathew [11]. Ako volit konstanty ¢; zostava
stale nevyrieSené. Istou inSpirdciou vSak mozu byt testovacie Statistiky na
testovanie nulovosti o? uvedené v casti 1.
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Uvazujme testovacie premenné

r—1
1 )\10'2
= T1,...,1ZVz'<7+ ul);
; r r

r—1
1 )\iU2
Tk TAIP",AT—I = Z )‘1‘/; (_ + ! );

r—1
e M A
1=1

Je zrejmé, Ze pri testovani (2) so 03, = 0 je za platnosti Hy T; zhodna s Wal-
dovou $tatistikou Ty, resp. T s Gnotovou - Michalského statistikou Ty .

Dalej, vyjduc z odhadu 67(c0) = Y1, cPU;, P = ﬁ,z =1,...,7
P ST

dostaneme T /.

) _ r B 2 2 . . - . .
Totiz, 67(c0) = > ., ¢ Vi(0° 4+ Aioi) a odstranenim zavislosti posledného
vyrazu na parametri o2 prendsobenim tohto parametra napozorovanou hod-
notou u, a jeho predelenim nahodnou premennou U,., dostaneme zovseobec-

nenu testovaciu premennt
r—1 u
B r 2 B
E Vil =+ Xiol | +¢ur
; Ve
1=1
s napozorovanou hodnotou
r—1
B B
E c; u; + ¢ Uy,
i=1

od ktorej odvodend na datach zaloZena silofunkcia m(uq,...,u,,o7) pre tes-
tovanie (2) mé tvar:

r—1 r—1
T o= P< cBv; (%Jr)\iaf)JrcfuTZZcfuiJrcfur|af>
i=1 r i=1
- (S et ) 2 5 e ) -
- r—1 ? Y1) = r—1 1 1 -
=N diy Vi Vi = A Dioy Vi
r—1 r—1
1 1 \o? U
- p _‘/Z o 1071 > 7 2 _
Z)\i <Vr+ Uy )_ZAWTVTI
=1 =1
= P(Tl/)\ > tl//\ | O—%) = 7TT1/A (ula cee 7urao—%)-

Nejednoznacnost, ktora sa objavuje pri testovani (2) sa vSak neobmedzuje len
na problém volby konstant ¢; v T¢,, ., ,. Daji sa skonstruovat dalsie testo-
vacie premenné, ktoré sa nedaji odvodif z premennej T, .. , pre ziadnu
volbu ¢;. Napriklad,
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r—1 r—1
. sz Ujg

1, - TtV 3 .
v, < u, + N0V,

Ked testujeme (2) so 03, = 0 bude zovseobecnena p-hodnota spocitana po-
mocou 75 zhodna s klasickou p-hodnotou spoc¢itanou pomocou Waldovej Sta-
tistiky Tw. V pripade nevyvazeného modelu jednoduchého triedenia s na-
hodnym efektom sa testovacia premenna 75 zhoduje s testovacou premennou
navrhnutou Weerahandim [10] pre tento model.

Pritazlivou vlastnostou T je jednoduchost vypoctu jej na datach zaloZe-
nej silofunkcie. T4 sa d4 vyjadrit ako jednorozmerny integral, pod ktorym
vystupuje len hustota a distribu¢na funkcia x? rozdelenia.

Ozna¢me W = Y/~ 11‘/;, WX v="""u.
KedZe napozorovana hodnota T3 je 0,

Ty (U1, ooy Uy, OF) (ZV/V Zu Jr)\(f 0|af>:

_P<W>Zu+>\a%v |01>—1 /FW< u+>\01 )fV()

kde Fy, fv, oznacuju distribu¢nt funkciu a hustotu prislusnej ndhodnej pre-
menne;j.

Naproti tomu, T., .., je pre pevné o7 rozdelend ako linedrna kom-
binacia s nahodnymi koeficientami nezavislych x? rozdelenych nahodnych
premennych. Pri vypocte hodndt jej na datach zalozenej silofunkcie mozno
vyuzit nasledujtci vztah:

2 =l
(u Uy, OF g Vil — Aicy > E citi |o? | =
My eiyepg \ ULy - ooy Uy 1 i Vi u = w 1] =

i=1 "

:/ (1 —F, <Z C;;”)) fv,.(v)dv,
s i=1

kde F, je distribuéna funkcia lineadrnej kombinacie nezavislych y? rozdelenych

Aal)

ndhodnych premennych 22;11 a(:+ V; a jej hodnoty sa daja spocitat

Imhofovym algoritmom [3], a fy, je hustota x7 rozdelenia.

Numericke vysledky

Podla vyssie uvedenych vzfahov je mozné pre konkrétne data a zvolené o2

spocitat hodnoty na déatach zaloZenych silofunkcii pre jednotlivé zovseobecne-
né testovacie premenné. Hranice obojstranného konfidenéného intervalu je
podobne mozné ziskat numerickym rieSenim (4) pre vhodne zvolené ~q, 72,
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napriklad, v pripade obojstranného 95%-ného intervalu mézme zvolif vy, =
0.025 a v = 0.975. Ako uz bolo spomenuté, skutoénii konfidenént troven
takto skonStruovanych intervalov je vhodné overit simula¢ne. Z tohto pohla-
du sme jednotlivé testovacie premenné skimali (s uspokojivym vysledkom)
na konkrétnych pripadoch modelu (1). Tu uvedieme len jeden.

Ide o model (1) s X = (159 s), Z = (A r), kde 1,, oznacuje n x 1 vek-
tor jednotiek, s je 30 x 1 vektor s i-tou zlozkou s; = —3 + 6 * (i — 1)/29,
A =I5 ® 1 (® oznacuje Kroneckerov sicin) a r je 30 x 1 vektor s i-tou
zlozkou 1; = (=2 + 4% (i — 1)/29)2.

Na zaklade 2000 simul4cii pre skutoéné hodnoty parametrov (0%, 0?) z mnozi-
ny {(0.1,10), (0.5,2), (1,1), (2,0.5), (5,0.2)} sa nasimulované pravdepodob-
nosti pokrytia intervalov ziskanych pomocou jednotlivych testovacich pre-
mennych pohybovali v rozpéti od 0.9450 do 0.9615, ¢o nenaznacuje ze by
skuto¢né pravdepodobnosti pokrytia tychto zovseobecnenych intervalov boli
nizsie ako stanovend 95%-na troveri.

Isté rozdiely medzi jednotlivymi testovacimi premennymi sa vSak objavuja
pri porovnani dlzok intervalov pomocou nich skonstruovanjch. Podla nasich
sktisenosti sa v tomto smere javi ako nie prili§ vhodna na pouzitie testovacia
premenna T, ktord nielenze vedie k $irs$im intervalom, ale navyse aj roz-
sah dlzok jednotlivych intervalov je pomerne velky. V uvedenom priklade pri
(02,0%) = (5,0.2) bol rozdiel medzi najkratsim a najdlhsim intervalom viac
ako 2300. Priemerné dlzky intervalov zalozené na 20 simulaciach st uvedené
v nasledujicej tabulke.

(02,0%) (0.1,10) (0.5,2) (1,1) (2,0.5) (5,0.2)

T, 25.43 953 1145 1450  32.02
T 9.06 7.06 1817 39.22  108.01
Ty ) 38.78  10.93 12.81 15.03  32.12
Ty 23.45  22.08 83.53 177.32 483.75

Tabulka 1: Priemerné dizky 95%-njch konfidenénjch intervalov.

3 Zaver

Zovseobecnené testovacie premenné predstavuji moznost ako konstruovat,
v istom zmysle presné, konfiden¢né intervaly v tlohach s rusivymi parame-
trami. V ¢lanku sme ukézali, ako ich je mozné pouzit na konstrukciu konfi-
denénych intervalov pre parameter o7 v modeli s dvomi varianénymi kompo-
nentami. Navrhli sme ako volif konstanty v testovacej premennej z ¢lanku [11]
a uviedli sme tiez alternativnu, vypoctovo jednoduchsiu testovaciu premennt.
Okrem jednej, sa podla simulacnej studie vSetky nami skimané testovacie

premenné javia vhodné na pouzitie.
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INFERENCE ZALOZENA
NA SEKVENCNICH PORADICH

Lucie Belzova

Klicova slova: Poradi, sekvenéni poradi, Wilcoxoniiv test.

Abstrakt: Tématem c¢lanku jsou ,klasickd“ a sekvenc¢ni pofadi. Jsou zde
uvedeny jejich definice, zdkladni vlastnosti a vztah mezi nimi. Déle je uka-
zano, ze testové statistiky zalozené na potadich resp. na sekvenc¢nich poradich
(tj. v testové statistice nahradime ,klasické“ poradi sekvenénim) jsou za ur-
¢itych predpokladt ekvivalentni.

1 Poradi a sekvenc¢ni poradi

Necht X7,...,X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny se spojitou distribucni
funkci F. Nahodné veli¢iny X1, ..., X,, usporadame podle velikosti a nejmensi
z nich ozna¢ime X(1), druhou nejmensi X (3) az nejvétsi X,,). Plati tedy

X1y £ X)) < ... < Xy

X(4) se nazyva i-ta poradkova statistika.

Jestlize ndhodné veli¢ina X; je j-t4 co do velikosti mezi veli¢inami Xj, . . .,
X, tj. (Xi = X(jy), pak poradi Ry, této veli¢iny je rovno ¢islu j. Hodnota R;,
je tedy rovna poctu téch veli¢in, které jsou mensi nebo rovny X;.

Déle definujeme sekvencni poradi R;; ndhodné veli¢iny X; jako potradi

X; mezi veli¢inami Xi,...,X;. Barndorfl-Nielsen [1] dokdzali, Ze ndhodné
veli¢iny Ri1, Ros, ... Ry, jsou nezavislé a plati
1

P(Rn:n‘):—., Tiil,...,’i; z:l,,n
7

Uvazujme linearni poradovou statistiku nasledujictho tvaru:

Tn: indn ) 1
;C J <n+1> (1)

kde ¢in, Con, - - - Cnn jsou znamé regresni konstanty a Jn(njr1
jsou skéry generované nasledujicim zptisobem:

7
n\ 7 =E i)/
J <n+1> J(U())

kde U(;) je i-t4 pofaddkova statistika z n nezavislych rovnomérné rozdélenych
nahodnych veli¢in na intervalu (0, 1).
Dale predpokladame, ze

yproi=1,...,n

/0 ' Jw)du =0, )
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1
o</ J2(w)du = A < 50 3)
0

a n
> cin =0. (4)

i=1

Nyni uvazujme statistiku zalozenou na sekvencénich poradich:
. Ri;
Mn = in — Ci—1,n)Ji . )
kde

1 1—1
Ci—1n = —’L 1 E Cjn a Con = 0.
J=1

Tedy M, je souc¢tem nezavislych nahodnych veli¢in.
Mason [3] dokazal, Ze pokud plati

2
max ——m = o(1)

1<i<n & _
DY (¢jn — Cnn)?
j=1
jsou statistiky 7;, a M,, asymptoticky ekvivaletni podle kvadratického stredu,

tj. plati
Ty — M)\ nes
E <7) "%, (6)

2
On

kde 02 = varT,.

2 Dvouvybérovy Wilcoxonuv test

Necht X1,...,X,, resp. Y1,...,Y, je ndhodny vybér z rozdéleni s distribucni
funkci F' resp. G.

Dvouvybérovy Wilcoxonuv test testuje hypotézu, ze distribu¢ni funkce F
a G jsou stejné, tj. Hy : F = G, proti alternativé posunuti v poloze, tzn.
Hy:Gx)=F(x—A), A#O0.

Veli¢iny X1,...,Xm, Y1,...,Y, (tzv. sdruzeny vybér) usporddime vze-
stupné podle velikosti a oznaéime R;n, ¢ = 1,... N, (N = m+n) poradi i-té
veli¢iny ze sdruzeného vybéru. Pak Wilcoxonova statistika je rovna souctu
poradi druhého vybéru, tedy

N
Wy = Z Rin. (7)
i=m-+1
Plati T = Wy pro volbu J(u) = u a

gy = 0 1=1,....m
1 i=m+1,...,N.
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Bohuzel pro tuto skérovou funkci a tyto regresni konstanty neplati pod-
minky (2) a (4), proto upravime volbu néasledovné:

GN =~ i=1,...,m
= N i=m+1,...,N.

Potom poradové statistiky Tn a My jsou rovny:

m N
n Riy 1 m Riy 1
Ty = —— S IR =
N N;<N+1 2)+Ni_;r1<N+1 2) ®)
N
n 1 m Ri; 1
My =2 - ) Sl
NTON <R“ 2> +i:m+1i— 1 <i+1 2) ’ ©)
protoze
GN =GN = —§ =1
= 0 t=2,....,m

3 Simulace

3.1 Normalni rozdéleni

Uvazujme nadhodné vybéry Xi,...,X,, 2z N(0,1) a Y7,...,Y,, z N(A, 1), kde
A =0,0.25,0.5,0.75,1,1.5,2,2.5, 3.

Pro rozsahy vybértt m = 15, n = 20 resp. m = n = 50 resp. m = n = 100
a ruzné velikosti posunuti (A) byly spoéteny testové statistiky 7, (Wilco-
xonova) a M, (,sekvenéni Wilcoxonova“)a obé byly porovnany s kritickou
hodnotu Wilcoxonova testu na hladiné spolehlivosti a = 0.05. Pro kazdou
kombinaci volby rozsahu a posunuti se provedlo 1000 simulaci.

procentualni zastoupeni shodnych rozhodnuti Wilcoxonova a ,,Wilcoxo-
nova sekvencéniho® testu pro jednotlivé situace. Je vidét, ze s rostoucimi roz-
sahy vybéri jsou rozhodnuti testti ve vice pripadech stejna. Dale, jak bychom
ocekavali, pocet shodnych rozhodnuti roste s rostoucim posunutim od urcité
hodnoty posunuti p (z4visi na rozsazich vybért). A naopak, pokud posunuti A
je mezi 0 a p, pocet stejnych rozhodnuti klesa.

Pro m = 15, n = 20 a A = 0.75 jsou v tabulce (Tab. 2) a v grafu
(Graf 2) uvedeny po¢ty jednotlivych moznosti rozhodnuti obou testii. (Tato
kombinace parametrii méla nejméné shodnych rozhodnuti 79,5%.) Pro ostatni
kombinace parametri je situace obdobn4, tj. sekvencni test je slabsi nez Wil-
coxoniiv.
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| A [ m=15,n=20 | m=n=50 | m=n=100 |

0 95,0 98,3 98,4

0,25 92.6 94,9 94,6

0,5 88,0 93,5 98,3
0,75 79,5 97,4 100,0
1 84,8 100,0 100,0
1,5 97,3 100,0 100,0
2 99,8 100,0 100,0
2,5 100,0 100,0 100,0
3 100,0 100,0 100,0

Tabulka 1: Shodné rozhodnuti Wilcoxonova a Sekvenéniho testu pro normalni
rozdéleni (v procentech).

procenta

Shodné rozhodnuti Wilcoxonova a Sekvafmiho testu pro
normalni rozdéleni (v procentech)

100 N
95 -

85 -
80 - M HE

75’ T T T T T T T ]
0 025 05 075 1 15 2 2,5 3

posunuti

O m=15,n=20 @ m=n=50 O m=n=100

Graf 1
Wilcoxon
Sekvenéni | zamitl | nezamitl
zamitl 368 0
nezamitl 205 427

Tabulka 2: Normélni rozdéleni, m = 15, n = 20, A = 1, 5.
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X1,..X5 ~ N(0,1), \,...Y20~N(0.75,1’

inezam‘tl! 427
c
0
c
[)
2
@ {zami}— 368
i zamitl § i nezamitl§
Wilcoxon
Graf 2

3.2 Logistické rozdéleni

Vzhledem k tomu, ze Wilcoxonuv test je lokalné nejsilnejsi poradovy test
(viz [2]) pro logistické rozdéleni, byla obdobnd simulace provedena i pro lo-
gistické rozdéleni L(a, b), které ma hustotu

exp{—*7*}
(1+exp{—552})?

r,a € R, b>0.

fx) =

Analogicky jako u norméalniho rozdéleni se nagerovaly nahodné vybéry
X1, Xm 2z L(0,1) a Y1,...,Y,, z L(A,1), kde A = 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1,
1.5, 2,2.5,3,3.5,4am=15, n =20 resp. m =n = 50 resp. m =n = 100.

Vysledky jsou obdobné jako u normalniho rozdéleni. Dle tabulky (Tab. 3)
a grafu (Graf 3) je patrné, ze opét pocet shodnych rozhodnuti Wilcoxonova
a sekvencniho testu roste s rozsahem vybéru a velikosti posunuti od urcité
hodnoty posunuti p. P#i pevnych rozsazich a kdyz A € (0, p), pocet stejnych
rozhodnuti klesa.

Jako v pripadé norméalniho rozdéleni i pro logistické rozdéleni je zde uve-
den graf (Graf 4) a tabulka (Tab. 4) se zastoupenim jednotlivych rozhodnuti
obou testti pro kombinaci parametrii, u které bylo nejméné shodnych rozhod-
nuti. Tentokrat tato situace nastala opét pro rozsahy vybérd m = 15, n = 20,
ale velikost posunuti je vétsi a to 1,5. Pro ostatni kombinace parametru je
rozlozeni rozhodnuti obdobné,tedy opét muzeme prohlasit, ze Wilcoxoniv

ez

test je silnéjsi nez-li sekvencni.
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| A [ m=15,n=20 | m=n=50 | m=n=100 |

0 95,6 98,5 98,8
0,25 94,4 96,0 97,5
0,5 93,6 94,1 95,2
0,75 7.1 91,1 96,3
1 86,1 94,5 99,3
1,5 84,0 99,4 100,0
2 88,8 100,0 100,0
2,5 96,7 100,0 100,0
3 98,8 100,0 100,0
3,5 99,6 100,0 100,0
4 100,0 100,0 100,0

Tabulka 3: Shodné rozhodnuti Wilcoxonova a Sekvencéniho testu pro logistické
rozdéleni (v procentech).

Shodné rozhodnuti Wilcoxonova a Sekveniho testu pro
logistické rozckleni (v procentech)

100 T TR
95 -
£ 90
8
o 85 A
o
80 + =0 = s I
75** T T T T 1
0 02505075 1 15 2 25 3 35 4
posunuti

0 m=15,n~=20 @ m=n=50 O m=n=100

Graf 3
Wilcoxon
Sekvenéni | zamitl | nezamitl
zamitl 515 0
nezamitl 160 325

Tabulka 4: Logistické rozdéleni, m = 15, n = 20, A = 1, 5.
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X1,.. X5 ~ L(0,1), Mi,...Y20~L(1.5,1)

@

nezamit]

Sekven éni

zamitl nezamitl
Wilcoxon

Graf 4
4 Zavér
Pro normélni a logistické rozdéleni jsme nevyvratili platnost vztahu (6), tj.
v testové statistiky T}, a M, jsou asymptoticky ekvivaletni podle kvadratic-
kého stfedu. Dale se ukazalo, ze Wilcoxontv test je silnéjsi nez jeho sekvenéni

analogie. A za tfeti ¢im vétsi posunuti u druhého vybéru uvazujeme, tim vice
je shodnych rozhodnuti uvazovanych testi.
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CASOPROSTOROVE BODOVE PROCESY

Viktor Benes, Michaela ProkesSova

Klicovd slova: Casoprostorové procesy, kétovany bodovy proces, vérohodnost,
Coxovy procesy, podminéné intenzita, metoda minimalniho kontrastu.

Abstrakt: Prispévek uvadi zakladni pristupy k modelovani ndhodnych bodo-
vych procesu v Case a prostoru. V prvni ¢asti se pracuje s pojmem podmi-
néné intenzity v kontextu kétovanych ¢asovych procest. Druha ¢ast se zabyva
dvojné stochastickymi procesy, kde se porovnavaji modely s rtizné definova-
nymi fidicimi poli.

1 Zakladni pojmy Casoprostorovych procesu

Casoprostorové bodové procesy se uzivaji k modelovani ndhodnych udélosti
v Case a prostoru (prostoru nejcastéji dvou- ¢ tii- dimenzionalnim). Obort
aplikaci je mnoho, jmenujme napt. epidemiologii — vyskyty nakazy v regionu,
nukledrni medicinu — z radioaktivniho zdroje implantovaného v organu se
zachycuji fotony na povrchu detektoru, seismologii — epicentra zemétieseni
v Zemi, zivotni prostiedi - vyskyt lesnich pozard, nebo zemédélstvi — riist
plevele na poli, apod. O ¢asoprostorovych bodovych procesech pojednavaji
monografie [12] a zejména [6], dalsi casopisecké citace obsahuje piehledovy
¢lanek [11].

V definici ndhodného bodového procesu na podmnoziné S Eukleidovského
prostoru R? se ozna¢i N systém lokalné koneénych podmnozin S a vybavi se
o-algebrou N = {B € N; card(BNA)=m, m=0,1,2,..., A€ B(S)}, kde
B(.) znaéi borelovskou o-algebru na pfislugné mnozing, B(R*) = B*. Nahodny
bodovy proces je potom nahodny element X : (Q, A, P) — (N, N), kde
zobrazeni je definovano na obecném pravdépodobnostnim prostoru. Soucasné
X (A) zna¢i pocet bodt X v A € B(S). Zabyvejme se pojmem vérohodnost
realizace (z1,...,x,) bodového procesu X v omezené mnoziné A C S.

Janossyho mira J,, (restrikce na A) m4 tvar

Jn(dzy X -+ x da, | A) = P(pravé n bodt v A po jednom v daq,...,dx,)

(v tomto prehledovém ¢lanku kvili struénosti stavime na heuristickych defi-
nicich, rigorozni postup lze najit napf. v [6]. Bodovy proces se nazyva re-
guldrni, existuje-li hustota j, miry J, vzhledem k u", kde u je dana refe-
ren¢ni mira na S. Potom vérohodnost L, realizace (z1,...,2,) na A je
LA(Zla v 7xn) = jn(xla s azn|A)

Zajimé nas analytické vyjadfeni vérohodnosti. Uvazme nejprve Poissontv
bodovy proces v A C R? s funkei intenzity \(z). Zde realizace (z1,...,2,),
ma vérohodnost

L= ﬁ ;) exp ( /A )\(:c)dx) .

=1
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Pro vét$inu jinych prostorovych (v R?) procesti je vyjadieni vérohodnosti
obtizné.

Pro c¢asovy bodovy proces X v R; vhodnym podminénim o-algebrou
‘H:_ udalosti do casu t definujeme podminénou intenzitu A* predpisem

A (H)dt ~ E[X (dt)[He_].

Polozme A = [0, 7] a uvazme realizaci t; <ty < --- < tx () procesu X na A4,
piseme X (T') = X(A). Zde obecné méa vérohodnost tvar

X(T)

T
La(ty,....txm) = H A*(ti) exp (/O A*(T/)dx> : (1)

Proto ¢asova poloosa diky svému usporadani podpoti modelovani ¢asoprosto-
rového bodového procesu, technickym nastrojem je kétovany bodovy proces.

Necht (K, Bk) je separabilni uplny metricky prostor két s referenéni mi-
rou Ag. Koétovany bodovy proces vznika prifazenim két k; € K bodum
x; € S. X je kétovany bodovy proces {(z;,k;)} na S x K je-li X, = {(z;)}
bodovy proces na S. Casoprostorovy proces je potom kétovany bodovy pro-
ces na R, x R%. Kétovany bodovy proces X na S x K se nazyva regularni,
jestlize existuje Janossyho hustota

jn(tla . ,tn, kl, ey kn) dtl . dtn )\K(dkl) [P )\K(dkn) ~
~ P(“body v dt; s kétami v dk;”).

Pro regularni kétovany bodovy proces X na R, x K se definuje podminéna
intenzita jako ndhodnd funkce M\*(t, k) ~ E[X (dt x dk)|H;_]. Realizace X

na [0,7] x K tvaru (t1,k1),..., (tx, (1), kx,(r)) méa vérohodnost
Xq4(T) T
Ly = ] Mt ki) exp <— / / )\*(u,v)du)\K(dv)> @
i=1 0 JK

Jednim ze zékladnich modelt ¢asoprostorovych bodovych procest jsou
samobudici se procesy. Dospéjeme k nim tak, Ze nejprve popiSeme casovy
Hawkestv proces na S C Ry ([7]). V tomto modelu se uvazuji dva typy
bodii a) stacionarni Poissontiv bodovy proces imigrantt s intenzitou g, b)
pro existujici body ¢; naslednici tvori nezavislé Poissonovy bodové procesy
s mirou intenzity u(A—t;), kde u(S) < 1 a supp p C Ry Hustotu p vzhledem
k Lebesgueové mife znacime téz pu.

Podminéné intenzita Hawkesova procesu je linearni:

() =pe+ > plt—ti).
0<t; <t

Tedy pro parametricky tvar hustoty p se odhad parametrt modelu realizuje
metodou maximalni vérohodnosti uzitim (1).
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Ovéfeni shody modelu s daty (viz [9]) je zalozeno na jiném zakladnim
principu nazyvaném ndhodnd zména ¢asu (viz [14]). Volné feceno, prochéa-
zime-li Ry od 0 tak, ze v case t je rychlost /\*;(t)’ potom okamziky, kdy
dosahujeme body procesu, tvofi stacionarni Poissoniiv proces s jednotkovou
intenzitou. Tedy po odhadu A\* nasleduje posouzeni transformované realizace
znamymi metodami pro stacionarni Poissoniv proces.

Integral z podminéné intenzity A*(t) = fot A*(u)du se nazyvé kompen-
zator bodového procesu X na Ry a znamy je rozklad formulovany v nésle-
dujici vété. X je adaptovany na filtraci F = {F;,t € Ry} (rostouci systém
o-algeber), jestlize X (t) je Fi-méfitelné pro kazdé ¢.

Véta 1.1. Necht X je adaptovany na filtraci F a md spojitou podminénou
intenzitu \*, pak proces

M(t) = X (t) — A*(¢)
je F-martingal, t.j. pro kazdé s >t >0
B[M(s) | Fi] = M(2).

Pro cGasoprostorové procesy formulujeme princip ndhodné zmény casu
presné.

Véta 1.2. Necht X je kdtovany bodovy proces na Ry x K s podminénou
intenzitou A*(t, k) kladnou na [0,00) X K a zleva spojitou vt A\k-s.j., s kom-
penzdtorem

AL(E) = /O N(s, k)ds,

spliujicim Af(t) — oo pfit — 00, Ag-s.j. Potom pri ndhodngjch zméndch
casu

(t, k) = (AL(D), k),

je X transformovdn ma kdtovany Poissontuv proces s jednotkovou casovou
intenzitou a staciondrnim rozdélenim kdty A (.).

Obecné plati \*(t,k) = A5(t) f*(k | t), kde f*(k|t) je podminénd hustota
koty v Case ¢ pfi daném H; a A} je podminénd intenzita X,. U procesu
s nepredikovatelnymi kétami, kdy rozdéleni kéty v x; nezavisi na polohach
a kétach {(z;, k;)}, pronéz x; < z;, je f*(k | t) = f(k | t) nendhodnd funkce.

Jako aplikaci Casoprostorového bodového procesu uvadime modelovani
vyskytu zemétieseni podle [10] zaloZené na ETAS modelu (epidemic-type
aftershock sequence), coZ je zobecnény Hawkestv samobudici se proces.

Vyskyty zemétfeseni jsou popsany kétovanym bodovym procesem s caso-
vou dynamikou a kétami (x,y, M), kde (z,y) je priumét epicentra na zemsky
povrch a M sila zemétieseni. Jsou dany predpoklady:

a) N(t,xz,y, M) = j(M)N(t,x,y) pro néjakou deterministickou funkeci j,
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b) intenzita imigrantu je funkci (z,y)

¢) néslednici jsou nezavisli, jejich stfedni pocet je k(M),

d) rozdéleni ¢asu vétveni mé hustotu pravdépodobnosti g(t — 7), kde 7 je
okamzik vyskytu predchidce,

e) rozdéleni sily resp. polohy zavisi na sile pfedchiidce M* a jeho poloze
&, n s hustotami j(M | M*) resp. f(x — &y —n| M*)

V zavedeném ETAS modelu je podminéna intenzita

it <t

Parametricka volba funkci f a g umoznuje odhad parametri modelu maxi-
malizaci vérohodnosti (2) a nésledné testovani shody modelu s daty zalozené
na myslence z Véty 1.2.

2 Casoprostorové Coxovy bodové procesy

V dalsi ¢asti predstavime tfi modely c¢asoprostorovych bodovych procestu
s aplikacemi zvlasté v epidemiologii a ekologii. Vsechny tii modely jsou Co-
XOvy procesy, ovSem s ruznymi typy fidicich ndhodnych poli. Za¢néme tedy
definici Coxova procesu obecné na R™.

Definice 2.1. Bud {Z(s): s € S}, S C R" nezdporné ndhodné pole takové,
Ze s pravdépodobnosti 1 je s — Z(s) lokdlné integrovatelnd funkce. X na-
zveme Cozovym procesem Fizengm polem Z (alternativné Coxovym procesem
s Tidici intenzitou Z ), pokud je podminéné rozdéleni X za podminky Z = z
rovno rozdéleni Poissonova procesu s funkci intenzity z.

Uvazujeme-1li Coxiv proces na omezené mnoziné B C S, |B| < oo, potom
je jeho hustota vzhledem ke standardnimu Poissonovu procesu dana vzorcem

flr) = E [exp (181 [ zas) [T 29

sex

, x € N(S). (3)

Explicitni vyjadfeni pouzité stfedni hodnoty obvykle neni k dispozici a nume-
rickd aproximace by vyzadovala pocitani mnohorozmérnych integraliu velké
dimenze. Protoze je ale diky podminéné strukture Coxovych procest a obec-
nym vlastnostem Poissonova procesu mozné vyjadiit rtuzné charakteristiky
procesu X pomoci charakteristik pouzitého fidiciho pole, mame k dispozici
jednoduché momentové metody odhadu parametrit modelu.

Ptimo z definice Coxova procesu plyne, Ze pro miru intenzity procesu X
plati

A(B):/BZ(s)ds, BCS, (4)

nepodminéna funkce intenzity je tedy rovna p(s) = EZ(s), a parova korela¢ni
funkce je dana vztahem

9(s1,82) = E[Z(s1)Z(52)]/[p(s1)p(s2)]- ()
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Obdobné se i dalsi momentové miry a faktoridlni momentové miry daji vyja-
dfit pomoci momentd ndhodného pole Z. Dalsi vyhodou Coxovych procesti
je, ze pti vhodné volbé modelu pro fidici pole Z miizeme ziskat velmi flexi-
bilni popis casoprostorové kovarian¢ni struktury pozorovaného procesu X,
pouzitelny pro nejriznéjsi realné aplikace.

Dobre interpretovatelnou variantou Coxovych procest jsou takzvané log-
Gaussovské Coxovy procesy (LGC) pro které Z(s) = exp(Y(s)), kde Y(s)
je Gaussovské pole se stiedni hodnotou p(s) = EZ(s) a kovarianéni funkei
c(s1,82) = Cov(Z(s1),Z(s2)). Aby byl odpovidajici Coxtiv proces spravné
definovén, je tfeba splnit jistd kritéria na hladkost kovarianéni funkee viz [8].
V modelu nepozadujeme stacionaritu procesu Y, ale predpokladédme-li trans-
la¢ni invariantnost a izotropii kovarianéni funkce ¢ dostavame velmi jedno-
duché vztahy mezi p a ¢ (charakteristikami procesu Y') a funkei intenzity p
a parovou korela¢ni funkei g(s1, s2) = g(||s1 — sz2||) procesu X

gllsi — sall) = exple(si, s2)), (6)
pls) = expluls) + cls,s)/2). (7)

Odhady v LGC modelech se provadi metodou miniméalniho kontrastu,
kdy odhady parametra parametrizujicich u a ¢ a tedy i cely LGC model jsou
hodnoty argumentu minima integrovanych rozdili mezi teoretickou hodnotou
a neparametrickym odhadem ¢ funkce ¢

/aZ{(logﬁ(T))b — (log g(r))°}2dr. (8)

Logaritmu se pouziva kvuli stabilizaci rozptylu, a1, as a b jsou volené kon-
stanty.

Pti pouziti Coxovych procest pro ¢asoprostorové modelovani se neuziva
pristup pomoci kétovanych bodovych procest z prvni ¢asti naseho ¢lanku.
Piimocara volba (viz [3]) je uvazovat v definici 1 prostor S = [0,00) x R",
kde prvni rozmér odpovida ¢asu a n je v redlnych aplikacich rovno 2 nebo 3.
Nejprve vSak popiSeme jing model z [5] (oba uzivaji LGC proces), kde jde
o prostorovy Coxuv proces ménici se v ¢ase jako proces rozeni. Data, na néz
je model aplikovan, jsou pozice rostlinek dvou rtznych druhii plevele na jec-
menném poli pozorované v diskrétnich ¢asovych okamzicich béhem nékolika
tydni po jeho preorani. Tedy zac¢iname s prazdnou konfiguraci a postupné
nam body ptibyvaji. Zde X;(t),t > 0 znaéi prostorovy proces v R? zavisejici
na case t, dvéma druhim plevele odpovida ¢ = 1,2. Podminéné na Gaus-
sovském procesu Y na R? jsou X;(t) nezéavislé Poissonovy procesy rozeni,
na S = [0,00) x R? maji miru intenzity ; x v;. Pfedpokladame, ze 7; jsou
absolutné spojité deterministické miry na [0, 00) a

w(B) = [ epit)ds,  Bep
B
Y;' = wV+O’iUi+mi, i:1,2,
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kde V,U;,Us jsou nezavislé centrované Gaussovské procesy s jednotkovym
rozptylem a korela¢nimi funkcemi r,r1,r2. Ty byly voleny izotropni v expo-
nencidlnim tvaru r;(a) = exp(—a/3;). Parametry modelu 3, (1, f2, w, o1
a og > 0 ("prostorové” parametry) se odhaduji metodou minimélnfho kon-
trastu a m; je deterministicka stfedni hodnota prostorového Gaussovského
procesu. Ovéfeni odhadnutého modelu se provadi simula¢nimi testy rtznych
charakteristik jako tfeba funkce prazdného prostoru F' (viz [13]) ¢ parové
korela¢ni funkce g.

Praveé predvedeny LGC model je sice ¢asoprostorovy, ale diky sou¢inové-
mu tvaru intenzity ; X v; a nezavislosti ndhodnych poli Y; na case je ¢aso-
prostorova interakce a zavislost dosti omezena. Vétsi flexibilitou se v tomto
ohledu vyznacuje model z ¢lanku [3], ktery pouZiva pro definici podmiriovaci
miry intenzity opravdu ¢asoprostorovy Gaussovsky proces Y (¢, s).

Clanek se zabyva epidemiologickou aplikaci. Situace, kterou m4 danj Co-
xuv proces modelovat, jsou vyskyty urcité nemoci v raznych mistech sledo-
vaného regionu oznamované v diskrétnich, ale vzhledem k rychlosti zmény
intenzity vyskytu této nemoci velmi castych casovych intervalech. Cilem je
odhadnout z pozorovanych ptripadi intenzitu rizika vzniku nemoci v daném
Case a zvlasté jeji lokalni zvyseni.

Coxuv proces je v tomto pripadé vhodnym modelem, protoze jak bylo
ukdzano v [1] existuje dualita mezi ¢asoprostorovou nehomogenitou rizika
a Casoprostorovym shlukovanim pozorovaného procesu jednotlivych pripadt
onemocnéni. Kazdy takovy shluk pripadi tedy odpovida lokalné zvysené 1i-
dici intenzité Z(¢, s) a ta se v modelu musi ménit sdruzené v prostoru a ¢ase.
Ridici pole Z je dano rovnici

Z(t,s) = As) exp{Y (¢, 5)}, 9)

kde Y (¢, s) je staciondrni Gaussovsky proces a A(s) je deterministické funkce.
Zde A(s) popisuje zmény v prostorové intenzité ohroZené populace a Y (¢, s)
odpovida riziku nakazeni chorobou v ¢ase ¢t a misté s.

Protoze pozorovani jsou provadéna v diskrétnich ¢asovych okamzicich
t1,...,ty, je fidici intenzita prostorového Coxova procesu pripadil zazname-
nanych mezi ¢asy t; a ty rovna A(s) f:f exp{Y (¢, s)}dt, s € R% Tato veli¢ina
ovsem nedefinuje prostorovy LGC proces a neni znamo jeji presné rozdéleni.
Proto se pro pocet pifpadit Xy, (B) mezi t;_1 at; v B € B? pfi pevném Y
voli model Poissonova rozdéleni

Xt,(B) ~ Poisson [(ti —ti—1) /B exp{Y(t;, s)} \(s)ds| ,

spoléhajici se na dostatecné malé rozdily mezi Casy t; a t;_1. Z vypocetnich
davodu se diskretizuje proces Y také prostorové, rozdélenim celého sledované-
ho tizemi na velké mnozstvi bunék. V takto upraveném modelu uz jsou k dis-
pozici jednoducha analytickd vyjadieni prostorovych intenzit p;, a parové
korela¢ni funkce g a opét je mozno pouzit metodu minimalniho kontrastu
porovnanim s jejich neparametrickymi odhady z dat.
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vvvvv

a pouziva jinou tfidu Coxovych procest nez predeslé dva. Jsou to takzvané
G-shot noise Coxovy procesy (GSNC) zavedené v [2].

Bud {uj,w;} C S x [0,00), S € mathcal B* realizace Poissonova bodo-
vého procesu I na S x [0, 00) s mirou intenzity souéinového tvaru

Viar(A X B) = (k(A4)/T(1 — «)) x /Bw_o‘_l exp(—7w)dw,

ACS, BC[0,00),kdea < 1la7 > 0jsouparametryst > 0proa < 0ak je
nezapornd a nenulovd Radonova mira na S. Realizaci {u;, w;} jednoznac¢né
odpovida takzvana G-mira

m(A) => w;é, (A), ACS

kde 0 znaci Diracovu miru v bodé u;. Ridici pole G-shot noise Coxova pro-
cesu X je pak definovano vzorcem

Z(s) = Z k(s,uj)wy,

kde k(-,u) je jadro (pro jednoduchost miizeme predpokladat, ze k(-,u) je
hustota spojité nahodné veli¢iny). Pro o < 0 je {u;} Poissoniiv proces s mirou
intenzity —~x(-) a {u;} jsou nezdvislé na hodnotach velicin w;, které jsou
vzajemné nezavislé a maji vSechny stejné Gamma rozdéleni I'(—«, 7). Situace
je slozitéjsi pro a > 0, protoze pak mame nekoneéné mnoho bodu {u;} i pro
omezenou mnozinu S.

V préci [4] byly GSNC procesy rozsifeny na ¢asoprostorové GSNC procesy.
Zde analyzovand data byla stejnd jako v [5], tedy vyvoj ristu plevele, ale nyni
byl kazdy druh analyzovan zvIast.

Zakladni myslenka Casoprostorového rozsireni spoc¢iva v definovani rodiny
G-mér my,t > 0 na S, odpovidajicich intenzitdm v, o ~ s

ki(ds) = B(t)ds,

kde B(t),t > 0 je kumulativni distribuéni funkce, tak, Ze i rozdily (miyar —
my) jsou G-miry a jsou nezavislé na m;. Rodina odpovidajicich intenzit Z;(-)
(s pouzitim jadra k(-,u) nezavislého na ¢ase t) pak uréuje ¢asoprostorovy
GSNC proces X na Sx|[0,c0). Takto definovany proces ma nezavislé priristky
v Case, takze je mozné interpretovat vysledny bodovy vzorek jako soucet
podle ¢asu nezavislych prostorovych GSNC procesii (pfipomenme si, Ze toto
neplati pro LGC model, protoze ten ma nezavislé pfirtastky v c¢ase pouze
podminéné na Fidici Gaussové intenzité a soucet dvou LGC procesu také
neni LGC proces.)

Stejné jako v piipadé LGC procesi se i zde parametry odhaduji metodou
minimélniho kontrastu z p a g a ovéfeni odhadnutého modelu se provadi
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simula¢nimi testy vybranych charakteristik. Co se tyce simulovani GSNC
procesu na omezeném okné S, je tfeba Tfesit problém okrajovych efektt, a to
zpusobenych jednak jadrovymi funkcemi s neomezenym nosi¢em (k intenzité
GSNC procesu X pozorovaného v .S prispivaji i body u; nachazejici se velmi
daleko od 5), jednak pro o > 0 faktem, Ze card({u;}) = co. To se fesi jednak
simulaci Poissonova procesu {u;} na vétsim okné nez je S, jednak ofiznutim
poctu {u;} dostateéné velkou konstantou. Jsou k dispozici i odhady takto
zpusobené chyby v simulované Fidici intenzité, viz [2], [4].
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POZNAMKY KE SHLUKOVE ANALYZE
PRVOKU

Martin Betinec

Klicovd slova: Shlukova analyza, hlavni komponenty, fylogenetické stromy,
Trichomonadinee.

Abstrakt: Prispévek se zabyva vlivem parametrt shlukové analyzy (tj. vol-
bou kédovani nukleotidfi, metriky a metodou shlukovani) na fylogenetickou
klasifikaci prvoku ¢eledi Trichomonadine a konfrontuje jeji vysledky s meto-
dou hlavnich komponent.

1 Uvod

Shlukova analyza pronikla do nejriznéjsich odvétvi biologie napt. formé fy-
logenetickych stromt (v angl. phylogenetic trees, resp. evolutionary trees).
Ty predstavuji zptsob popisu vyvoje druhti organismi, tzn. jejich vzadjemné
ptribuznosti jak ve smyslu identifikace daného vztahu tak i jeho kvantifikace.

Prostredkem umoznujicim zadany popis je dendrogram vznikly ¢asto po-
moci nékteré z metod (hierarchické) shlukové analyzy. V této souvislosti se
nabizeji dvé otazky. Jak zavisi vysledny dendrogram na parametrech shlu-
kové analyzy? Jaka je spolehlivost vysledného popisu, ktery byl ziskdn na
zékladé zkoumaného vzorku, vzhledem k vlastnostem celé populace? Odpo-
védi na druhou otdzku se zabyval miij piispévek na ROBUSTU’02, viz [2].
Nyni se budeme vénovat prvni z nich.

V casti 2 se zaméfime na shlukovou analyzu a jeji vysledky porovname
v Casti 3 se zavery analyzy hlavnich komponent.

Vysledky budou ilustrovany na datech ziskanych skupinou parazitologi
vedenou Doc. RNDr. Jaroslavem Flégrem,CSc. z P¥F UK.! Jedn4 se o 22 vzor-
ki téhoz genu prvoku celedi Trichomonadine.

2 Shlukova analyza

Pod nézvem shlukovéd analyza se skryva celd fada postupii (viz napf. [5]),
my se v dalsim soustfedime na hierarchickeé slucovaci metody, které se uzi-
vaji ve fylogenetice. Vysledky této skupiny metod je mozno zobrazit pomoci
dendrogramu, ktery lze interpretovat jako hledany popis evoluce.

2.1 Hierarchické shlukovani

Ozna¢me mnozinu m studovanych objektt {O1, -+, Oy, } symbolem O.

1viz. http://prfdec.natur.cuni.cz/~flegr/
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2.1.1 Hierarchické shlukovani H budiz systém {A;};, kde 0 # A; C O,
tak ze VA;, A; C O plati, ze bud A; N A; = ), nebo A; N A; = A;, nebo
A; N A; = Aj, pficemz 3(1, 5), pro niz A; N A; = A,.

H 1ze vyjadiit jako posloupnost rozklada {K; 2’;61 mnoziny O, kde IC; =

{Ai1, -, Aim—i}, tak, Ze pro pevné i jsou shluky A;; disjunktni (j =
L. ym—1), /5" Aij = O a K je zjemnénim K1, viz Cast 2.1.4.
2.1.2 Stratifikované hierarchické shlukovani necht je takové hierar-
chické shlukovani H, které je jednak dipiné (tzn. plati O € H a {O;} € H
proVi=1,---,m), a zarovei je na H definovan funkciondl h, ktery pfitazuje
kazdému shluku A € H jeho shlukovaci hladinu h(A).

2.1.3 Koeficient nepodobnosti shluka D je funkcional ptifazujici kaz-

dé dvojici shlukt (A;, A;) ¢islo D(A;, A;), které vyjadfuje ohodnoceni po-

dobnostnich vztah@t mezi shluky (A;, A;). Pozadujeme, aby pro Vi, j platilo
D(A;, Aj) > 0a D(A;, A;) = D(A;, A;), picemz D(A;, A;) = 0.

2.1.4 Hierarchicka aglomerativni shlukovaci procedura s koeficien-
tem nepodobnosti D nalezne pro mnozinu objekti O posloupnost jejich roz-
kladtt {K;}7, . Zaroveii kazdému shluku kazdého z rozkladt piifadi jeho
slucovaci hladinu, a to v nasledujici rekurzi:

1. Pocatecni rozklad Ky mnoziny O tvoii shluky identické s ptivodnimi
objekty, tj. Ag; := O;, proi =1,--- ,m, tedy Ko = {Ao.1, -, Aom}. Zéro-
ven polozme h(Ag;) =0proi=1,--- ,m.

2. Do k. kroku (1 < k <m — 1) vstupuje rozklad Kr_1 = {Ap_11, -,
Ap—1m—k+1}. Bud Ag_1,4, Ax—1,0 € Ki_1, takova dvojice shlukii, pro niz
D(Ag—1,u; Ag—1,0) = ming gex, , D(A,B) = ug. Do rozkladu Kj beze
zmény zafadime vSechny shluky Ax_1; € Kx_1 (nezménény zistavaji i hla-
diny h(Ak-1,5)) s vyjimkou Ag_1,. a Ak_1,, misto nichz do /C; pridame
shluk (Ap—1., U Ag_1,), pficemz klademe h(Ag_1,, U Ak_1.4) := .

3. Na zavér plati K1 = {Am—11} = O, navic h(Anm_11) = ftm—1

2.1.5 Podobnostni strom oznacuje stratifikované hierarchické shluko-
vani H, pokud pro VA, B € H plati A C B = h(A) < h(B).

Aby H byl podobnostnim stromem, musi koeficient nepodobnosti shlu-
ki D spliiovat néasledujici podminku (ta je nutna a postacujici, viz [5]):

Necht pro shluky P, Q nabyvd D minima. Ozna¢me D(P, Q) = pu, pak
pro libovolny jiny shluk &/ musi platit D(P U Q, U) > p.

Podobnostni strom lze graficky jednozna¢né reprezentovat dendrogramem.
Na jeho svislé ose se vynasi hladina sluc¢ovani pfislusnych shluki, které jsou
na vodorovné ose sefazeny tak, aby bylo mozno zobrazit jejich postupné slu-
¢ovani, viz obr. 2.

Podobnostni strom dané mnoziny objekttt O nevyjde za vSech okolnosti
stejné. Zavisi na volbé shlukovaci metody (tj. D), na zptsobu, jimz méfime
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vzdalenost objekti (tj. na metrice), a v pfipadé nomindlnich znakt i na zpu-
sobu jejich kédovani. Vlivu téchto charakteristik se budeme vénovat podrob-
néji, predtim jesté zminme jednu zvlastnost spojenou s pouzitim shlukové
analyzy pro fylogenetické stromy.

2.2 Klasifikace

Uzite¢nost shlukové analyzy spociva zejména v generovani hypotéz o klasifi-
kaci zkoumanych objektt.

Navrhovana klasifikace objektti K je totozna s rozkladem K; = {A4; 1, -,
A m—i} pro né&jz plati, ze p; < hy, < pit1, kde hy, je zvolend mezni hodnota
a f;, resp. f;+1 jsou maximalni sluc¢ovaci hladiny rozklada KC;, resp. KC;y1,
blize viz 2.1.4. Mez hy, se obvykle klade mezi dvojici sousednich slucovacich
hladin s nejvétsim (interpretovatelnym) rozdilem.

Prubéh slucovani objektt uvnitt kazdého ze shlukt A; ; findlniho roz-
kladu IC; vyslednou klasifikaci neovlivni. Interpretujeme-li vsak dendrogram
jako evoluéni strom, pak se oproti vyse zminénému zajimame o cely prubéh
slucovani, tj. o cely dendrogram od kofene az po listy.

2.3 Vliv kédovani

Datovy soubor se sklada z 22 vzorki téze ¢asti genomu prvoku c¢eledi Tricho-
monadine, kazdy o délce 1870 nukleotidi.

Nukleotidy jsou ¢tyti: adenin, guanin, cytosin a thymin. Prvni dva patii
mezi puriny zatimco druhd dvojce mezi pyrimidiny. Ve dvojité sroubovici
DNA se proti sobé vyskytuji vzdy dvojice A — T a C < G.

2.3.1 Zpusoby kédovani Pokud bychom s daty zachazeli jako s nomi-
nalnimi veli¢inami, byli bychom nuceni se omezit na sledovani shod danych
vzorku v jednotlivych nukleotidech.

Vhodné kédovani nukleotidtt umozni zachézet se znaky jako s kardinal-
nimi veli¢inami, a tedy i odrazet vyse zminéné vlastnosti nukleotidi.

V élanku ([4]) autor navrhuje pouzit (A,G,C,T) = (1,2,5,6), tento zpi-
sob nazyvam origindlni. Vzhledem k vyse zminénym vlastnostem nukleotida
je toto kdédovani nesymetrické, proto stoji za ivahu jeho varianty, jez oznacuji
jako opacné — (A,G,C,T) = (2,1,6,5), tj. opacnd nesymetrie komplementar-
nich bézi, a posunuté — (A,G,C,T) = (1,2,6,5), srov. [2]. Pro zjisténi, zda je
vhodné zvolena vzdalenost oddélujici puriny od pyrimidint, je mozno ji zvét-
§it, napt. (A,G,C,T) = (1,2,15,16) — toto kédovani ozna¢me jako vzddlené
(v obr. 2 jako long).

Ve vSech pripadech byly stromy péstovany metodu nejbliZsiho souseda
za pouziti eukleidovské metriky, blize viz cast 2.4.1.

2.3.2 Vysledky Dendrogramy vzniklé z originalniho, posunutého i opac-
ného kédovani vysly (az na méritko na svislé ose) totozné.
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Vysledek vznikly ze vzddaleného kédovani se od ostatnich lisi jen v nejniz-
Sich patrech — tim, zda se objekt GPO slouéi nejprve se shlukem {CYG, TUMS}
(jako v pfipadé prvni trojice zptisob1), anebo s dvojici {AA9, 0AM} (vzdalené
kédovani), viz horni fadek obrazku 2.

Vzhledem k robustnosti vysledka viaci vlivu kédovani budeme v dalsim
pouzivat origindalni kédovani.

2.4 VlIliv metriky

Necht je i-ty prvok reprezentovan vektorem x; = (w1, - ,%;p), kde i =
1,---,22 ap=1870.

2.4.1 Metrika je zobrazeni d: R? x R” — R | které pro Vz;, Tj, Ty €

R? | spliiuje vlastnosti reflexivity d(x;, ;) = 0 <= «; = x;, symetrie
d(x;,x;) = d(xj,x;) a trojuhelnikové nerovnosti d(x;,x;) < d(z;, xr) +
d(xk, z;).

Vétsina pouzivanych metrik je odvozena od Minkowského metriky

d mmmj <Z|xzk Z]k|> t:172a37"'a (1)

napt. manhattanskd (téz city-block) metrika vznikne z d; pro t = 1. Jiz
zminovana eukleidovskd metrika volbou t = 2. Supremalni? metrika vznikne
z dy jako: doo(ms, ;) = limy_ oo di(x, ;) = maxg=1..p|Tik — ;x| Pro
uvedené metriky plati: di(x;, ;) > do(@s, ;) > -+ > doo (@4, ).

Pro srovnani sledujme jesté chovani canberrské metriky, kterd vztahuje
vzdélenost slozek k dvojnasobku jejich aritmetického primeéru (tj. relativné
snizuje vahu téhoz rozdilu se vzristajici vzdalenosti od nuly):

P
:Ck l‘k|
dov(xi, E Sl LA 2

v ] 1Ik+$],k| ®

2.4.2 Vysledky Pouziti eukleidovské metriky vyda stejny strom jako uziti
metriky manhattanské a témér stejny jako canberrskd metrika. Ta se lisi jen
tim, Ze oddéluje pentatrichomonas tésné pred oddélenim shluku {tenax,
vaginalis}, zatimco u obou ptedeslych je tomu naopak, viz obr. 2. Vzhledem
k blizkosti slu¢ovacich hladin téchto shluki jde o zménu zanedbatelnou.

Supremdlni metrika je z podstaty véci nevhodna. Vzhledem k pouzitému
kédovani muaze rozdil slozek (x; 5 — x; ) vektori @; a ; nabyt pouze hod-
not 1, 3,4 a 5. Pro téméf libovolnou dvojici «; a x; se tak mezi 1870 slozkami
najde alespon jedna dvojice 1 « 6, tedy doo (i, ;) = 5.

Ze zjisténého plyne, ze smysluplné pouzité metriky vysledek podstatné
neovlivni. V dalsim budeme pouzivat metriku eukleidovskou.
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2.5 Vliv shlukovaci metody

Jednotlivé shlukovaci metody se od sebe lisi volbou koeficientu nepodob-
nosti D mezi shluky (ty ozna¢me A a B).

2.5.1 Zkoumané metody - vSechny spliiuji podminku podobnostniho
stromu (viz ¢ast 2.1.5), na rozdil od nékterych neuvadénych, le¢ ¢astych me-
tod (napf. medidnovd, centroidni), jejichz dendrogramy nelze interpretovat
jako evoluéni stromy.

1. Metoda nejvzddalenéjsiho souseda (complete linkage, furthest neighbour)
— zkracené znacena FN — klade Dpy (A, A) =0 a pro A # B
Drn(A, B) = maxo,e4,0,e5 d(0Oi, O;).

2. Metoda nejblizsiho souseda (single linkage, mearest neghbour, friend
of friends) — zkracené NN: Dy (A, B) = minp,c4,0,e5 d(0;, O;).

3. Metoda primérné nepodobnosti shluki (group average): klade
Dga(A, A) =0 a oznacuje-li |A| pocet prvki A, pak pro A # B:

1
Dga(A,B) = A Bl (z;) d(0;,05).

4. Wardova a Wishartova metoda Pro slouceni shluka A, B do shluku C
minimalizuje pfirtstek vnitro-shlukové variability Iap = Ec — (Fa +
Ep), kde Ea =3, 5. c4 > ;(0i5 —05)%

2.5.2 Vysledky VsSechny metody (viz obr. 2) tvoii shluky {cirka, 209,
CYG2, M3, skupinal, CYG, TUMS, Q9, AA9, 0AM} a {nonconforma, au-
gusta, mobilensis, foetus}.

Vsechny az na Wardovu metodu k prvnimu jmenovanému shluku priradi
i GPO. Navic oddéluji trichomitus samostatné od ostatnich a vyclenuji sa-
mostatny shluk {KAJ, LMA, SL}.

Metody prumeérnych nepodobnosti, nejblizsitho a nejvzddlenéjsiho souseda
produkuji témét totozné stromy. Lisi se pofadim shlukovani Q9 a pentatri-
chomonas. Q9 se slu¢uje na velmi nizké hladiné — bud se spoji nejprve se shlu-
kem {CYG, TUMS} (jako v ptipadé metod prim. nepodobnosti a NN), anebo
s dvojici {AA9, 0AM} (metoda FN).Pentatrichomonas se bud nejprve slouci
s hlavnim shlukem a aZ nésledné se pfipoji shluk {tenax, vaginalis} (me-
toda NN), anebo nejdfive splyne pentatrichomonass {tenax, vaginalis},
a celd trojice pak sroste s hlavnim shlukem (zbylé dvé metody), vSe se déje
na velmi blizkych hladinach.

2.6 Zavér

Zjistili jsme, ze dendrogramy jsou takika nedotceny jak volbou kédovani, tak
i metriky. Nejvétsi dopad na vysledek vykazuji shlukovaci metody. Nabizeji
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se dvé skupiny FeSeni: podle metod prum. nepodobnosti, NN a FN a podle
Wardovy metody.

Zatimco prvni moznost by navrhovala rozélenit objekty do 3 shluka (po-
kud na vice, pak vzhledem k blizkosti hladin az do 8), se shlukem {noncon-
forma,... ,foetus}, samostatnym trichomitem a zbytkem. Druhé feseni
by sice téz klasifikovalo do 3 shlukii, ty by vSak kromé prvniho shluku mély
odlisné slozeni.

Pri rozhodovani o tom, na které feseni lze vice spoléhat, ndm mtize pomoci
projekce dat do hlavnich komponent.

3 Analyza hlavnich komponent

Témeér 80% variability v datech lze vysvétlit projekci do prvnich ¢yt faktori
(ozna¢me je PC1, ... PCy). Situaci lze nalézt na obr. 1. Na zdkladé diagnos-
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Obrazek 1: Projekce objekt.
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tickych koeficientt (viz napi. [1]) lze stanovit vlivnost jednotlivych objektii
vici danému faktoru i jejich zkresleni v projekci na dany faktor. Vysledné
hodnoty neni mozné z prostorovych divodd uvadét zde, zajemce odkazuji
na [3]. Z obr. 1 je patrno, ze diilezitou roli hraji zejména:

Prvni faktor (PC}), ktery zfetelné oddéluje shluk {augusta, foetus, mo-
bilensis, nonconforma} od ostatnich (odtrZeni tohoto shluku je v souladu
s vysledky shlukové analyzy, viz obr. 2). Tento shluk, jehoz zastupci jsou pro-
jekci na PCy zaroven nejméné zkresleni, prispiva takika ze 70% k variabilité
vysvétlené podél PCy (43% celkové). Nizkou miru zkresleni projekci na PCy
vykazuji i AA9, CYG, OAM, Q9, TUMS a M3, skupinal, CYG2.

Treti faktor(PCj3), ktery vyrazné oddéluje trichomitus od zbylych vzorkd.
To odpovida prvni skupiné dendrogramu. Trichomitus vyznamné prispiva
k variabilité vysvétlené podél PCs5 (73.5% ze celkovych 11%), zaroveri je tento
objekt projekci do PCj5 zkreslen zdaleka nejméné ze vsech.

Podél zbylych faktoru jsou objekty rozmistény relativné rovnomeérné.

3.1 Zavér

Na zékladé pohledu do prvni faktorové roviny lze pochopit vysledek War-
dovy a Wishartovy metody. Dalsi dimenze PC5 vsak ukazuje, ze oddéleni
trichomitu je natolik vyrazné, ze pro fylogenetickou analyzu lze pred meto-
dou Wardovou uprednostnit metody prim. nepodobnosti a nejblizsiho a nej-
vzddlenéjsiho souseda, z nichz ovSem na zakladé PCA nelze zadnou jedno-
znac¢né prohlasit za nejlepsi.
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REGRESSION WITH TRUNCATED DATA

Marek Brabec
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Abstract: In this paper, we will present an example of the analysis of his-
torical height data. First, we will discuss some conceptual problems related
to the fact that no representable surveys are available for historical periods
of interests (18th and 19th centuries). Then we will state a statistical model
that can be used to correct available data (Swedish soldiers’ measurements)
for their selectivity with respect to the general population height distribution.
The model is based on truncated normal regression. There, we will concen-
trate on periodicity in the height data, whose time series is spanning more
than a century. In addition to presenting some explorative spectral estimates,
we will discuss some problems and features related to maximum likelihood
estimation in the model.

1 Introduction

In this paper, we will present an interesting practical problem encountered
by anthropologists and historians. The goal is to estimate dynamics of hu-
man population mean heights in the past, from historical data (18th and
19th centuries). As one can expect, the task is complicated by the fact that
informative data of high quality are difficult to obtain. Namely, no reaso-
nably representative height surveys were organized then. Small samples are
available from historical records here and there (e.g. family records of aris-
tocrats etc.), their relevance for population height distribution is dubious, to
say the very least, however. On the other hand, large amounts of systemati-
cally and rather precisely measured data are available from military records.
Since the soldiers came from various social strata, geographical areas etc.,
historians think that military drafts spatially covered the concurrent (heal-
thy adult male) population to a reasonable extent, [8], [9]. Even if we take
this for granted, one substantial problem remains, however. To illustrate it,
we consider the fact that while the recent adult population heights are known
to follow normal distribution rather closely and there is no substantial rea-
son why their historical counterparts should not behave similarly, the military
sample shows consistently substantial positive skewness. Boxplots in Figure 1
demonstrate the situation for one particular sub-group of soldiers (born in
Swedish rural areas) from the dataset that was collected by Richard Steckel
and Lars Sandberg, [7], and which we will analyze subsequently.

Why is this happening? The answer is simple: military sample, as it
stands, is not representative for the healthy male population as a whole.
It is highly selective in the sense that the army disliked short men. Its pre-
ference for taller soldiers was embodied in a simple policy: men shorter than
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Figure 1: Height of rural-born soldiers,distributional summaries by birthyear.

a prescribed value (minimum height requirement, MHR) should not be draf-
ted. Therefore, only those at or above MHR should appear in the military
sample, theoretically. Comparing boxplots in Figure 1 with a presupposed
MHR of 165.76 cm (horizontal line), we can see that while the policy really
led to the apparent right skew, there are some data below MHR as well. We
checked with prof. Komlos (economic historian from University of Munich,
who introduced us to the substantive problem of historical height distribution
estimation) and made sure that these are not coding errors. Although it was
educational to learn that (even in kingdom od Sweden ...) a few individuals
maintained to get into the draft while being (even seriously) below the MHR,
one quickly realizes that while data obtained from these individuals can tell
something about how effectively the policy was implemented, they do not tell
much about the general male population distribution. Therefore, it became
customary among historians to discard them and analyze only those above
MHR, [6].

While “saturated” (i.e. on year-by-year basis) analyses for this data type
have been attempted, [6], (including analyses of this particular dataset [7]),
current interest of economic and anthropometric historians focuses on ana-
lysis of some generalizable long-term properties of the yearly (indexed by
birthyear) height time series (like trends, periodicity etc.). Here, we will fo-
cus on the periodicity properties (after some simple trend and inter-regional
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corrections). This was the task which was brought to us by our customer
(prof. Komlos), who was interested in getting picture of the periodicity pro-
perties in an explorative style. This interest is connected to the general atten-
tion that economic historians pay to height (and other anthropological varia-
bles that thay see as possible indicators of “biological standard of living”), see

g. [11]. The ultimate idea is that biological changes (like height fluctuations)
might (to some extent) reflect changes in economic conditions (e.g. through
food price and hence food availability) and hence can be potentially used as
economic indicators more relevant to human well being than traditional eco-
nometric characteristics like GDP. Although one can be a bit skeptical about
this upshot, many economic historians take this route, see e.g. [4]. Present
investigation was motivated by somewhat more modest goal of comparison
between periodic properties of height series and some economic (e.g. food
price) series as a rough check of sensibility of the previous attempts to use
heights as indicators (then, for instance the periodicity properties should be
roughly “similar”). Obviously, such comparisons straightforwardly lead to the
need to estimate the spectra.

Nevertheless, it is immediately clear, that the fact that all the heights
below MHR are discarded precludes standard statistical/spectral analysis
and calls for a model that corrects for this complication. We will formulate
one such model in the section 2.

2 Model

The available data consist of (about 17 thousand) measurements of adult
Swedish army soldiers, 22 years or older at the time of measurement, born
between 1711 and 1864). To assess periodicity properties of the Swedish heal-
thy male population height time series (indexed by birthyear), we outlined the
following simple (linear) model (1) with normally distributed errors. Its form
has been proposed after certain amount of data explorations and discussions
with anthropometric history experts.

Yij=p+ o+ pt+ Zszl (01 cos(2mt fi,) + Oo sin(27t fr,)) + €4 (1)
where:

e Y;; is the height of j-th man from general Swedish population, born in
year t at i-th birth location.

e Time is indexed by birthyear, ¢ = 1 corresponds to 1711.

e Birth location is indexed as ¢ = 0 for “unknown”, ¢ = 1 for “rural”,
1 = 2 for “urban”.

® ¢ ~ N (O; 02), independently across t, 1, j’s



36 Marek Brabec

Due to its linear (additive) structure, interpretation of the model is rather
simple. It tries to assess amount of variability associated with periodic mo-
vements of various frequencies f1,... fr after correcting for possible birth-
location differences and for possible (common) linear trend (as a simple form
of non-stationarity). It is precisely the correction, together with the fact that
the data are not balanced (having different sample sizes for different birth-
years) which calls for a formulation in regression style and which precludes
straightforward periodogram estimation based on standard estimators, [2].
Note that in the non-trigonometric part, the model resembles analysis of
covariance. It fits a common linear trend shifted up or down differently at
different birth locations, allowing for different average heights at rural/urban
locations, a phenomenon which has been well documented for both histori-
cal and recent heights [5]. We use a particular parametrization with ag = 0,
which means that the mean height of a men born at unknown location (either
rural or urban) is given by u plus linear and trigonometric terms in time. ay
corresponds to the difference between mean height of men born at the same
year at rural and unknown locations. Similarly as corresponds to difference
between urban and unknown locations.

In order to roughly mimic periodogram estimation of variability at Fourier
frequencies, we choose frequencies f; = %, %, %, % cee %, which are close
to what the Fourier frequencies would be, if we had a single series of length 150
(with frequency % added, based on preliminary data explorations).

Model (1) is nicely interpretable and would be easily fitted to data from
historical Swedish population-representative male height surveys. The only
flaw is that unfortunately no such surveys were performed. Available mili-
tary data are non-representative of the general male population due to the
MHR enforcement (and discarding the below-MHR measurements, see 1). Ne-
vertheless, the mis-representation can be corrected rather easily, if we think
of the military sample as of a sample from general population, which is left-
truncated at the MHR. Then, for the available military data Y;’ij, we get the
truncated regression model (2) from the original OLS model (1).

, . . B

Y/ ; remains unobserved if Yi;; < 7
S .

Yéij = Y;Eij if }ftij Z Tt

Yiji =p+o+pt+ Zszl (01 cos(2mt fi) + Oo sIn(27e fr,)) + €1
€ij ~N (O; 02)
(&%) =0 (2)

Note that the MHR (1) can generally vary in time. Ideally, it should be
known from military regulations. Practically, it is not completely known and
have been “expertly estimated” by historians (prof. Komlos). We have used
both constant and time-varying MHR estimates and found that in terms of
the main goal of the analysis. i.e. of rough spectral shape assessment, there
are no substantial differences. More careful version with time-varying MHR
was used to get results in section 3, however.
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We make use maximum likelihood approach to estimate unknown para-
meters (u, a1, s, 3, 02, 811,...01F,021,...02r) of the model (2). Because
of truncation, the model becomes nonlinear and no explicit formulas for the
MLE’s are available. Therefore, we maximize the loglikelihood (which is still
rather easy to wright down) numerically, using a Newton-Raphson-like rou-
tine. We use the S-plus, especially the censorReg environment, [10] for the
necessary computations.

3 Results and discussion

Before discussing the periodicity properties, we did some tests of the mo-
del (2). Namely, we used asymptotic likelihood ratio test (LRT) to check
whether: 1) birth-location specific intercepts are necessary (p < 0.0001 for
Hy : an = ag = 0), ii) linear time trend is necessary (p < 0.0001 for Hy :
8 = 0). No opening for a substantial simplification of the model structure
was detected here.

To assess periodicity, one can look at MLE estimates glk, 52k, k=12,
...,38. Or, more conveniently at 45 = 8%, + 63,k = 1,2,...38 (respecti-
vely their simple transformation to decibels: 10.l0og10(%)). They are analo-
gous to periodogram estimate of “raw spectrum”. Figure 2 compares raw
Ai’s (dots) with their smoothed versions (solid line for the smooth, dotted
line for pointwise computed 95% confidence interval limits). Smoothing is

smoothed spectrum in dB

frequency

Figure 2: Spectrum estimate.
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based on loess (locally linear) regression, namely its robust version, [3], with
unequal weighting of 4;’s, according to their asymptotic variances obtained
as a byproduct of the MLE fitting procedure.

From there, we can see that the raw estimates fall reasonably within the
confidence limits (although these are necessarily too narrow to be thought of
as simultaneous confidence bands due to their construction which guarantees
only pointwise and not simultaneous coverage), except for estimates at two
large frequencies. The overall shape of the spectrum is of non-trivial shape.
Especially low frequencies are prominent (most likely remnants of some long-
term trend that is not estimated separately in model 2 and hence is confoun-
ded with long-periodic trigonometric part). Frequencies around 0.25 (periods
of about four years) seem to contribute less to the height series changes. On
the other hand, high frequency part of the spectrum is presented substantially
(especially periods shorter than, say 3 years). This is interesting, since this
picture resembles results of [11], who did spectral analysis on another height
data (not truncated and collected in a completely different way, at different
times and locations). To get additional checks of the results concerning overall
spectral shape, we re-estimated it under several alternative model modificati-
ons in the sensitivity analysis style. We have tried: i) both time-varying and
constant expert estimates of MHR, ii) free and o?-restricted models (02 = o2
with externally expert-supplied 02 — an approach that has been advocated
in the past, [1]) as a way to circumvent correlation between mean-related
and scale parameter estimates introduced by truncation, iii) combination of
left truncation and additional interval censoring that can be suspected in
connection with rounding, iv) simultaneous left and right truncation (to as-
sess the possibility of over-representation of extremely tall men in the military
sample in addition to the MHR complication), v) addition of quadratic trend,
vi) omission of any trend whatsoever. Variants i) through vi) influenced the
non-trigonometric part of the model and absolute values of the spectrum
to various extent. Nevertheless, the spectrum shape remained remarkably
similar and insensitive to the model perturbations considered.

In general, we note that while intercept-like coefficients (u, 1, as) are
rather difficult to estimate precisely, the slope-type coefficients (3, d’s) are
estimated much more precisely. This is because the likelihood surface has
a near-ridge e.g. in the p-0? plane (see Figure 3 for a situation with one
particular birhtyear-year of 1751). Consequently, periodicity properties can
be appreciated much better than intercepts determining average height per
se. Vertical shift is more uncertain and hence it is much harder to answer
questions about “absolute height”, compared to questions about shape of
their changes in time.

Apart from overall (smoothed) spectrum estimate (which was required by
the customer for explorative purposes), one can think of testing individual
harmonic terms contributions (e.g. Hop : 01 = 021 = 0). For simplicity, the
screening tests can be performed as Wald tests (using asymptotic variance-
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Figure 3: Likelihood surface example.

covariance matrix of parameter estimates). Only few components were signi-
ficant, namely those corresponding to periods of 75, 50, 25 and 2.885 years.
Resulting reduced model (with full non-trigonometric part and four harmo-
nic components only) can be tested against the original model via LRT, and
it yields p=0.47. From this, one would get the impression, that the original
model can be dramatically simplified. We do not recommend such simpli-
fication, however. Coefficient estimates for different sine and cosine terms
are correlated here (unlike in the classical Fourier analysis, [2]). This lack of
orthogonality is due to the fact that the data are unbalanced, that we do not
work exactly with Fourier frequencies and because of truncation.

It is of practical interest that the smooth spectral density estimate §(f)
1

can be integrated as I(,, ,,.,) = /17" 8(f)df to get some idea about amount
L

of periodic variability in various Lperiod intervals (p;, pi+1). These can be
standardized to get proportions. We have estimated proportions of variabi-
lity in four sub-intervals of (2, 15) years interval (which has been intensively
investigated in connection with buisness cycle in the past, [11]). They are:

I(s.: Iss Iis T Tio.1s
_I@vd) =0.58, ;- 8.3 — (.20, —I[ D — (.09, —I[“”) =0.07, —I“‘“ . — (.06, corre-
(2,15) (2,15) (2,15) (2,15) (2,15)

sponding rather nicely to proportions estimated in [11] by different methods
under different circumstances.
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ROZUMI SI STATISTIKA S MEDICINOU?
Vaclav Capek

Klicova slova: Aplikovana statistika, vyuka.

Abstrakt: Prispévek si klade za tkol seznamit ¢tenare se zkusenostmi au-
tora z bézné statistické praxe na pudé Lékarskych fakult Univerzity Karlovy
v Praze. Mél by vést k zamysleni o tom, jak je statistika chdpana, ptijimana
a pouzivana témi, kdo jsou jeji spottfebitelé.

1 Uvodni zamysleni

Ctenaf bude jisté souhlasit, Ze statistiku potfebuje spousta odborniki z riiz-
nych oboru. Potiebuji ji, aby mohli objektivnim zpisobem zpracovat a vy-
hodnotit méFeni, kterd v rdmci své préace realizuji. Pfed ndmi, statistiky, ted
stoji nékolik otazek:

e Maji tito odbornici dostateéné znalosti statistiky?
e Maji k dispozici vhodnou statistickou literaturu?

e Maji moznost se ve statistice vzdélavat zptisobem, ktery je pro né op-
timalni?

e Co jim miZeme nabidnout my, statistici?
e Chceme jim to nabidnout?

e Umime to nabidnout?

Posledni dvé otazky tak trochu ttoc¢i do vlastnich fad. Mame-li vSak byt
objektivni, musime si polozit i takové otazky.

Pokud jsme dostatecné upiimni, pak se ziejmé shodneme na tom, ze bohu-
zel na ani jednu z vySe uvedenych otédzek nemuzeme jednoznacné odpoveédét:
ano, samoziejmé. A to je chyba. Tento prispévek si klade za cil vzbudit ve
Ctenafi pravé tyto pochybnosti a motivovat ho k tomu, aby se i on pokusil
soucCasny stav zlepsit.

Autor tohoto textu ve svych zavérech vychazi ze své praxe, kdy konzul-
toval, z pohledu statistiky, diplomové a dizertacni prace pratel a pomahal se
zpracovanim dat pro 1. LF UK a nékteré farmaceutické spolecnosti.
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2 Trocha praxe

Podivejme se ted, s jakymi prohldsenimi je mozné se ve statistické praxi
setkat:

e Spocital jsem si néco v Excelu, ale nevim, co to znamena.

e Muzeme predpokladat, ze data jsou normalni? J& myslim, ze ano. Co
to znamena?

e Aha — to jsou ty slozity vzorecky. Z toho mé mélem vyhodili. To mi
sem nedavejte. Ja nechci nic slozitého, mné staci t-test.

e Na statistiku jsem nechodil. Nikdy mé nenapadlo, ze to budu potiebo-
vat.

Vyse uvedené veéty demonstruji neduhy soucasného stavu. Odbornik ne-
statistik se snazi ziskat vysledek za kazdou cenu, nerozumi pouzité metodé,
snazi se minimalizovat slozitost, chce to mit co nejdfive za sebou. Navic
v dobé, kdy nas odbornik studuje, neméa predstavu, k ¢emu mu bude statis-
tika pozdéji dobra. Proto si z absolvovanych prednéasek skoro nic neodnasi.

Co s timto stavem udélat? Méame dvé moznosti. Bud nauéime nestatistiky
uplné celou statistiku tak, aby byli sobéstacni. A nebo jim ukidZzeme taje
statistiky, nechame je lehce nahlédnout do celé jeji sife a ukazeme jim mozné
cesty. Rekneme jim, na koho se obratit. Vérim, Ze i étenaf citi, ze druha cesta
je lepsi.

3 Soucasny stav vyuky
Vyberme opét pro ilustraci nékolik vét, se kterymi se statistik bézné setkava:

e Statistika je Silenost.

To byly potrad jenom matice. Co to je to pé?

Nikdy jsem nepochopil, pro¢ to musi byt vzdycky 5%.

e Proc¢ nam o téch neparametrickych metodach nerekli?

Ted, kdyz to vidim, tak bych chodil i na vic semestru statistiky.

7 téchto vét je patrné, ze zfejmé podavame statistiku prilis matematickou,
s malym dirazem na pochopeni vlastni filozofie a na aplikace. Nejspis si plné
pri vykladu neuvédomujeme, jaky typ vzdélani maji nasi posluchaci. Asi sta-
tistiku vykladame tak, jak bychom ji vykladali matematiktim. Zamysleme se
nyni poradné nad vyse uvedenymi vyroky a zkusme najit tu spravnou formu
vyuky statistiky pro nestatistiky. Zkusme se vzit do jejich potieb a zeptejme
se sami sebe, co bychom se jako nestatistici chtéli dozvédét na prednésce
s ndzvem Statistika? Bylo by to odvozeni maticového tvaru odhadu metodou
nejmensich étverctli, nebo vypravéni o tom, kdy tento odhad, at uz se spocita
jakkoliv, ma smysl pouzit a kdy ne?
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4 Navrh osnovy vyuky

Jak by tedy méla vypadat ta spravné osnova vyuky statistiky pro nestatis-
tiky? Podivejme se na nasledujici body:

e zakladni predstava o rozdéleni a jeho charakteristikach
e vyjimecnost normalniho rozdéleni, CLV

e srovnani klasickych a robustnich metod

e odhady parametrti a konfidenéni intervaly

e testovani hypotéz

e regrese

e analyza rozptylu

e navrhy experimenti

e nezavislost

e mnohonasobna porovnavani

Tento navrh plyne ze zkusenosti autora z jeho osobni praxe. Jednotliva
témata jsou sefazena dle dilezitosti a navaznosti. VSimnéme si relativné mo-
hutného zapojeni robustnich a neparametrickych metod. Duraz je kladen
zejména na filozofii statistiky a na interpretaci vysledk.

Nematematiktim nepomuze k pochopeni problému znalost pfesnych mate-
matickych zakladt prednasené latky. Potfebuji téma ptiblizit jinak. Nevadi,
v jejich pfipadé, pokud se pfi vykladu dopoustime drobnych nepresnosti. Jde
o pochopeni smyslu statistiky a ziskani pfehledu o dostupnych metodach
a zejména o komplexnosti celého problému.

Pokud ma byt takova vyuka Gspésna, musi zaroven probihat i vhodna
kampan, jejimz cilem bude zvySeni motivace potencidlnich posluchact vy-
uku tspésné absolvovat. Kampan musi nestatistikiim vysvétlit, jaké jsou jeji
prinosy prave pro né a pro jejich obor. Statistika nesmi byt chapana jako po-
vinnd matematika, ale jako uzite¢ny a nenahraditelny nastroj. Statistik pak
je v roli konzultanta, ktery ma, v jakémkoliv projektu, svoje pevné misto.

5 Souvisejici znalosti

Zavérem zminme fakt, ze od statistika, ktery se vénuje statistické praxi, se
neocekava pouze perfektni znalost statistiky samotné. V okamziku, kdy sta-
tistik pripravuje zavére¢nou zpravu, pise ¢lanek, oponenturu, pripravuje kli-
nické hodnoceni, zpracovava grant nebo vybérové Setfeni, musi se vyporadat
s uménim jazyka. Musi umét véc vysvétlit a diskutovat o ni, musi umét vy-
sledky préce celého tymu ve své zpravé vhodné prodat. Cato se setka s tim, Ze
ke své praci potirebuje znalost zakona. I tohle vSechno patii do naplné prace
statistika.
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6 Zavér

Cilem tohoto ¢lanku bylo vzbudit o popisované problematice povédomi, nasti-
nit klicové problémy a navrhnout mozna feseni. Autor si je védom toho, zZe
feSeni neexistuje jediné, v néjakém sméru optimalni. Soucasny stav je vSak
nevyhovujici, pojdme proto hledat alespon néjaké feseni!

Podékovani: Tato prace je podporovana vyzkumnym zameérem
MSM 113200008.

Adresa: V. Capek, Karlova Univerzita v Praze, Katedra pravdépodobnosti
a matematické statistiky, Sokolovska 83, 186 75 Praha 8 — Karlin

E-mail: capek@karlin.mff.cuni.cz
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ZAJISTENI V POJISTOVNICTVI
A JEHO MATEMATICKE ASPEKTY

Tomas Cipra

Abstrakt: O existenci zajisténi v pojistovnictvi a o jeho fungovani vefejnost
prilis nevi, prestoze je to jeden z pilifi soucasného pojistovnictvi. Méloktery
pojistény u nas tusi, ze znacna c¢ast pojistného, které zaplatil ceské pojis-
tovné, putuje po pfevodu na eura nebo $vycarské franky do zahranicnich
zajistoven (napt. do nejvétsich svétovych zajistoven Munic Re v Mnichové
a Swiss Re v Curychu) a Ze naopak tyto zajistovny hradi podstatnou ¢ast
skody, kterou pojistény utrpél pii pojistné udélosti. Zadna pojistovna u nés si
nedovoli (zvlast po povodiiovych zkuSenostech) pracovat bez zajisténi, nebot
se vlastné jedna o ,pojisténi pojistovny*. Také vyse sazeb, které pojistovny
predepisuji svym klientim, se z velké miry odviji od situace na zajistnych
trzich, a to zvlast v soucasném svété klimatickych zmén a nartistajicich pii-
rodnich a spolecenskych katastrof.

Tento prispévek nejprve prezentuje zakladni principy zajisténi, které se
ponékud 1isi od principtt pfimého pojisténi (po pravni, metodologické i vy-
pocetni strance). Z hlediska statistiky je zde nutné zdliraznit fakt, ze velké
zajistovny disponuji velmi rozsdhlymi a kvalitnimi statistickymi archivy di-
verzifikovanymi pres rozsahla geograficka izemi, které ¢asto davaji po prislus-
ném statistickém zpracovani (nebo i ve zdrojové podobé) k dispozici zajisto-
vanym pojistovnam. Déle se prispévek soustfeduje na nékteré matematické
postupy vyuzivané v zajisténi, které maji kofeny predevs§im v teorii prav-
dépodobnosti a matematické statistice. Protoze soucasti dnesniho zajisténi
je alternativni pfenos rizik ART (Alternative Risk Transfer), ktery se snazi
prevést pojistna rizika nezvladnutelnd pojistovnami na finanéni trhy, referuje
prispévek i o téchto postupech vyuzivajicich predevsim finan¢ni matematiku.

1 Zakladni pojmy a principy zajiSténi

Zajisténi je vlastné “pojisténi pojistovny”. Zajistovna pojisfovna se v tomto
kontextu obvykle oznacuje jako prvopojistitel a zajistujici zajistovna jako
zajistitel. Nasledujici tabulky 1-3 uvadi nékteré aktudlni udaje, které maji
souvislost se soucasnym stavem zajisténi ve svété:

1.1 Vyznam zajisténi

Vyznam zajisténi spoc¢ivd mimo jiné v nésledujicich pozitivnich skutec¢nos-
tech:

e zvyseni kapacity pojistitele
e homogenizace pojistného kmene
e rozprostteni a diverzifikace pojistnych rizik (viz obrazky 1-3)
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e dosazeni finan¢nich vyhod

e ziskani profesionalnich sluzeb zajistitele

Tomas Cipra

Udalost Datum Oblast Pocet | Pojisténa
obéti | skoda

(mil. USD)
Hurikdn Andrew | 23.08.1992 | USA (Bahamy) 38 20 185
Teroristicky utok
v USA 11.09.2001 | USA (New York aj.) 3122 19 000
Zemétieseni
v Northridge 17.01.1994 | USA (Kalifornie) 60 16 720
Tajfun Mireille 27.09.1991 | Japonsko 51 7 338
Vétrna smrst
Daria 25.01.1990 | Francie, UK aj. 95 6 221
Vétrna smrst
Lothar 25.12.1999 | Francie, Svycarsko aj. 80 6 164
Hurikan Hugo 15.09.1989 | Portoriko, USA aj. 61 5990
Zaplavy a boufe
(zap. Evropa) 15.10.1987 | Francie, UK aj. 22 4674
Vétrna smrst zépadni a stfedni
Vivian 25.02.1990 | Evropa 64 4 323
Tajfun Bart 22.09.1999 | Japonsko 26 4 293

Pramen: Sigma 2002, No. 1

Tabulka 1: Deset celosvétové nejvétsich pojisténych skod katastrofického cha-
rakteru za obdobi 1970-2001 v mil. USD indexovanych k roku 2001 (s vylou-

¢enim odpovédnostnich skod).

Typ katastrofy Pocet katastrof | Pocet obéti | Pojisténa
skoda
(mil. USD)
Pfirodni katastrofy 111 22 803 10 010
Velké pozary a vybuchy 40 921 3 748
Letecké katastrofy 17 785 1094
Lodni katastrofy 22 1 609
Silni¢ni a zeleznic¢ni katastrofy 75 2 061
Dilni nestésti 18 959 68
Ziiceni budov a mostu 5 156
Terorismus, socialni nepokoje 4 3 165 19 398
Jiné velké katastrofy 23 591 74
| Celkem I 315 | 33 050 34 392 |
Pramen: Sigma 2002, No. 1

Tabulka 2: Pojisténé skody katastrofického charakteru podle skodnich kate-
gorii globalné za rok 2001.
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Zajistitel Predepsané | Retro- Skodni Naklad.
zajistné cese pribéh koeficient
(mil. USD) | (%) (%) (%)

Munich Re NP 13 072,3 17,0 104,5 30,6
ZP 3 882,5 10,0 NA 23,3

Swiss Re NP 10 265,7 10,2 95,0 29,0
7P 5 428,0 7,5 NA 4,7

General Cologne Re NP 5 830,0 8,9 133,9 26,4
ZP 2 005,0 7,3 81,8 22,3

Lloyd’s NP 5 743,6 9,0 NA NA
ZP

GE Global NP 5 551,0 30,2 101,6 38,9
7P 1 .841,0 23,8 84,2 32,9

Hannover Re NP 4 837,9 41,4 99,4 16,3
7P 1 579,6 26,3 NA NA

Gerling Global Re NP 3 462,3 13,7 109,2 25,9
7P 10374 18,8 64,2 22,3

AXA Corp.Solutions || NP 3 294,8 35,9 97,5 29,6
ZP

Berkshire Hathaway NP 2 953,0 1,0 117,0 5,0
VAY

SCOR NP 2 809,2 18,0 100,0 29,0
7P 493.7 16,0 83,0 27,0

Pramen: Reinsurance 33, 2002, No. 3

Tabulka 3: Deset celosvétové nejvétsich zajistitelt za rok 2001 sefazenych
podle predepsaného zajistného v mil. USD pro nezivotni pojisténi po odecteni
retrocese.

M pojistny vysledek

USA

Némecko

4 roky

Japonsko

Obrazek 1: Teritoridlni diverzifikace pojistnych vysledkt pomoci zajisténi.

1.2 Pravni aspekty zajisténi
Jako zékladni pravni principy zajisténi se uvadi:

e princip odskodnéni (indemnity): odskodriuje se jednozna¢na finanéni
ztrata, kterou utrpél prvopojistitel (tj. zajistovana pojistovna);
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pojistny
“ vysledek
odpovédnostni pojisténi
havarijni pojisténi
L, | | ‘ : » roky
5 PP
. Zivelni pojisténi

Obrézek 2: Produktova diverzifikace pojistnych vysledkti pomoci zajisténi.

4 pojistny vysledek
vysledek s ¢asovou kompenzaci
pomoci zajisténi
vysledek bez zajisténi
——— ——
1 5 roky

Obrazek 3: Casova diverzifikace pojistnych vysledkt pomoci zajisténi.

e princip dobré viry (utmost good faith): zajistnd smlouva ma do jisté
miry charakter “dzentlmenské dohody” spoléhajici na seriéznost smluv-
nich partneri, tj. prvopojistitele (neboli zajistované pojistovny) a za-
jistitele (neboli zajistujici zajistovny);

e princip smluvniho spolecenstvi zdjmi (privity of contract): prvopojis-
titel zistava ve vztahu k ptivodnimu pojisténému za dané riziko plné
odpovédny (zajistnd smlouva je pravné zcela oddélena od pivodni po-
jistné smlouvy mezi klientem pojistovny a pojistovnou).

Velmi dtlezitou pravni dlohu hraji také tzv. klauzule zajistnych smluv,
které jsou specialitou zajistnych vztaht:

(1) n-hodinovd klauzule (hour clause; n-Stundenklausel):

— pouziva se pii potencialnich pfirodnich nebo spolecenskych kata-
strofach s delsi skodni expozici a znamena, ze u dané skodni uda-
losti jsou kryty pouze ty Skody, které se kumuluji nejdéle béhem

intervalu délky n hodin;
— obvykle je:

- 48 hodin: pro vichfice a hurikany;
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- 72 hodin: pro zemétteseni (véetné motskych), rozsahlé pozary
(napf. celych tizemi), vulkanické erupce, politicka rizika (napt.
obc¢anské nepokoje);

- 168 hodin: pro povodné a zaplavy;

- 504 hodin: pro zaplavy;

— dulezita jsou v této souvislosti také upresnéni, zda

- pojisténa rizika rizného typu budou spadat pod jednu kata-
strofu (napf. zaplavy zptisobené hurikdnem);

- dan4 katastrofa je omezena také izemné (napf. povodim feky
pfi povodnich, tizemim mésta pti nepokojich apod.).

(2) Klauzule: vécny rozsah zajistného kryti:

— All Risks zajisténi kryje vSechna rizika kromé téch, kterd jsou ex-
plicitné uvedena jako vyluky (tj. “co neni vyloueno, je automa-
ticky zajisténo”);

— Named Perils zajisténi kryje jen explicitné uvedend rizika (tj. “

neni uvedeno, je automaticky ze zajisténi vylouceno”).

CcO

(3) Klauzule: indexace:

— v pfipadech, kdy zajistny vztah trva delsi dobu (nékolik let), se
miize béhem takové doby v diisledku inflace znac¢né zvysit cenova
aroven skod a pri neménné vysi priority by se zvysilo skodni zati-
zeni zajistitele; proto se provadi indexovani;

— wvyluky ze zajisténi: jejich divodem muze byt:

- stejnd vyluka v pojistnych podminkach prvopojistitele;

- problém pojistitelnosti  (napf. jadernd nebo véleéna rizika
véetné teroristickych ¢int)

- potencidlni prekroceni kapacity zajistitele (napt. ekologicka
rizika véetné kontaminace radonem ¢i azbestem).

(4) Klauzule: sdileni osudu a jedndni:

— Zajistitel je podfizen:
- stejnym vnéjsim podminkdam ovliviiujicim pribéh pojisténi
jako prvopojistitel (napf. klimatickym podminkam);
- vSem rozhodnutim a jedndnim, které prvopojistitel v rameci
daného pojisténi provadi (napf. uzavirani, odmiténi, zmény
a vypovédi pojistnych smluv, stanoveni a zmény pojistnych
podminek, kalkulace pojistného, sprava pojisténi, likvidace
skod aj.).
(5) Klauzule: arbitrdz:

— pripadné spory mezi smluvnimi stranami v zajisténi resi rozhodci
komise.
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(S2Y

2 Klasifikace zajistén

Klasické ‘

Nastroje

moderni (— ART) ‘

pojistné-technicky ‘

Ugel

jiny (= finanéni zajisténi) ‘

3!
(]
)

fakultativni zajistén ‘

obligatorni zajisténi ‘

ZAJISTENT

proporcionalni zajisténi ‘

neproporcionalni zajisténi ‘
pevna ‘
proménna ‘
pHmy pojistitel ‘

retrocedent ‘

Obrazek 4: Klasifikace zajisténi.

2.1 Formy zajisténi: fakultativni a obligatorni

Fakultativni zajisténi: prvopojistitel a zajistitel zvazuji situaci pripad od
pripadu, pficemz prvopojistitel neni smluvné povinen prislusnou pojistnou
smlouvu k zajisténi nabidnout a zajistitel neni smluvné povinen ji k zajisténi
prijmout.

Obligatorni zajisténi: pti splnéni podminek z ramcové zajistné smlouvy
(reinsurance treaty) mé zajistitel prdvo a zaroven povinnost prevzit pii-
slusné ¢asti rizika z jednotlivych pojistnych smluv daného portfolia; pfitom ve
smyslu principu dobré viry: zajistitel véri, ze prvopojistitel bude postupovat
pii uzavirani zajistovaného pojistného obchodu a jeho spravé kvalifikované
a vuci zajistiteli spravedlivé, zatimco prvopojistitel se spoléhd na promptni
plnéni zajistitele v pripadé potieby.
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2.2 Typy zajisténi

Proporciondlni zajisténi: pojistna castka, pojistné plnéni a pojistné se zde déli
mezi prvopojistitele a zajistitele ve sjednaném poméru. V praxi se nejcastéji
vyuzivaji dva typy proporcionalniho zajisténi:

e kuotove zajisteni: pomér pro déleni rizika mezi prvopojistitele a zajisti-
tele je pro kazdou pojistnou smlouvu stejny;

e surplus (nebo excedentni zajisténi): prvopojistitel ceduje v kazdé po-
jistné smlouvé jen tu ¢ast rizika, ktera presahuje pevné sjednanou hod-
notu stejnou pro vSechny pojistné smlouvy (odtud ov§em plyne, Ze na
rozdil od kvétového zajisténi pomér pro déleni rizika mezi prvopojisti-
tele a zajistitele mize byt pro kazdou pojistnou smlouvu jiny).

Ze statistického hlediska je u proporcionalniho zajisténi pravdépodobnostni
rozdéleni pojistného plnéni ponechaného prvopojistitelem na jeho vlastni
vrub stejné jako pred cesi az na jiné méritko:

Jestlize Xp oznacuje pojistné plnéni ponechané prvopojistitelem z pu-
vodni hodnoty X pred cesi na zakladé proporcionalniho vztahu

Xp:Oé~X

pak pro odpovidajici pravdépodobnostni hustoty fp a f nadhodnych veli¢in
Xp a X plati

fr(z) = f(z/a)/a
Dojde ptitom sice k proporciondlnimu zmenseni stfedni hodnoty a sméro-
datné odchylky ptivodniho pojistného plnéni

EXp)=a-E(X) oXp)=a-0(X)
ale nezméni se prislusny variacni koeficient

o(Xp) _ o(X)

E(Xp) ~ E(X)

(tj. nezméni se relativni fluktuace pojistného plnéni ponechaného na vlastni
vrub). Z praktického hlediska se ov§em pro prvopojistitele vylepsi jeho sol-
ventnostni pozice, nebot v absolutnim vyjadieni pojistné plnéni na jeho
vlastni vrub klesne, ale nezméni se jeho volny kapital dulezity pravé pro
vykaz solventnosti.

U proporcionalniho zajisténi neni shora omezena vyse plnéni prvopojisti-
tele, a proto nemusi byt dostate¢nou ochranou proti vysokym skodam. Z toho
dtvodu se v takovych pfipadech pouziva neproporcionalni zajisténi:

Neproporciondlni zajisténi (nebo skodové zajisténd): zajistitel za specidlné
stanovené zajistné zde prebira po vzniku skody tu ¢ast pojistného plnéni pr-
vopojistitele, kterd presdhne sjednany vlastni vrub prvopojistitele nazyvany
priorita:
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8
p 2L.6% 2 prvopojistitel (nad limitem zajistitele)
- 2970 12 mil~
E— 23% 2 mil~
I 26,4% |5 il zajistitel
29.3%
4 — prvopojistitel
60,0
70 160,0%
60,0%
2 L 60,0%
60,0%
A B C D E

F

pojistné

pojistné plnéni 22

J K L pojistné smlouvy

Obréazek 5: Piiklad kvétového zajisténi (kvéta zajistitele ¢ = 40% a limit
zajistitele L = 2 mil. K¢&): (a) ruceni; (b) pojistné plnéni.

e dochéazi zde tedy k omezeni vysSe plnéni prvopojistitele shora a nikoli
ad hoc k proporcionalnimu déleni odpovédnosti mezi prvopojistitele

a zajistitele;

e plnéni zajistitele je z toho divodu urcovano vyhradné vysi skutecné
vzniklych skod presahujicich prioritu. V praxi se opét nejcastéji vyuzi-
vaji dva typy neproporcionalniho zajistént;
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64,7% [68,5% (72,6% |73,6% |70,7%
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I N
[ 47,1% |38,8%
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21,6% [22.8% (24,2% |26,4% |29,3% |52.9% [61.2% 100,0% prvopojistitel
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plnéni prvopojistitel
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zajistitele
zajistitel
skoda
20%
skoda
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prvopojistitel
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A B C D E F G H I J K L pojistné smlovy
(b)

Obrézek 6: Priklad surplusu (vlastni vrub prvopojistitele s = 2 mil. K¢ a limit
zajistitele ve vy$i t¥i maxim, tj. L = 6 mil. K¢): (a) ruceni; (b) pojistné plnéni.

o XL zajisténi (nebo zajisténi skodniho nadmérku): pevné sjednand prio-
rita se v souvislosti s dalsim ¢lenénim XL zajisténi uplatiiuje bud zvI4st
pro jednotlivé pojistné smlouvy, nebo souhrnné pro vice pojistnych
smluv zasazenych soucasné néjakou katastrofickou udalosti s kumulaci
skod;
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o SL zajisténi (nebo zajistént rocniho nadmérku): spolutcast prvopojisti-
tele se zde uplatnuje v ramci celoro¢niho objemu skod a méa ¢asto tvar
mezni hranice pro Sskodni priitbéh, nad niz zajistitel plni.

Ze statistického hlediska dochéazi u neproporcionalniho zajisténi k pod-
statné redukci fluktuaci (méfenych smérodatnou odchylkou) vSech hodnot
ponechanych prvopojistitelem na jeho vlastni vrub: jestlize oznacuje a prio-
ritu prvopojistitele a L limit zajistitele, pak napf. stfedni hodnota pojistného
plnéni prvopojistitelem méa tvar

o0

E(Xp)= /Oax . f(x)da:+a~/aa+L f(:c)d:ch/aJrL(:cL) - f(x)dx

N

(1) WXL/R zajisténi (nebo zajisténi skodniho nadmérku jednotlivgch rizik)
zajistuje prvopojistitele proti jednotlivym (velkym) skodam:

— je-li n&jaka (jednotlivd) pojistnd smlouva ze zajistovaného portfo-
lia postiZzena pojistnou udalosti s pojistnymi naroky prevysujicimi
prioritu prvopojistitele, pak vznikly nadmérek hradi zajistitel (ale
jen do vysSe jeho vrstvy)

X, — 0 pro X <a,
Z71 X—-a pro X>a

kde a(a > 0) je priorita prvopojistitele a Xz oznacuje pojistné
plnéni zajistitele (tj. zajistné plnéni) z puvodniho pojistného pl-
néni X;
— v praxi se pak nékdy pouziva zapis typu
3 mil. K¢ zs 0,5 mil. K¢

kde 3 mil. K¢ je vrstva zajistitele a 0,5 mil. K¢ je priorita prvopo-
jistitele.

(2) WXL/E zajisténi (nebo zajisténd skodniho nadmérku jednotlivijch udd-
lostt) zajistuje prvopojistitele proti kumulaci skod vzniklych vzdy v di-
sledku jedné skodni udalosti, ktera zde ale jesté nema charakter prirodni
katastrofy (napf. tirazové nebo cestovni pojisténi tcastnikii autobuso-
vého zdjezdu, pozarni pojisténi bytového druzstva):

— je-li nékolik pojistnych smluv ze zajistovaného portfolia postizeno
jednou skodni udalosti s celkovymi pojistnymi naroky prevysuji-
cimi prioritu prvopojistitele, pak vznikly nadmérek hradi zajistitel

n
0 pro ZXi <a,
i=1

zn:Xi —a pro zn:Xi >a
i=1 i=1

Xy =
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Skody (mil. K¢)

prvopoyjistitel
nad vrstvou

- zajistitele

zajistitel

prvopoyjistitel

_

A B C D E F G H 1 J K L pojistné smlovy

Obrazek 7: Priklad WXL/R zajisténi (uvedeny jsou jen ty pojistné smlouvy
ze zajistovaného portfolia, ve kterych doslo k pojistnym udélostem).

3)

(4)

kde opét a(a > 0) je priorita prvopojistitele, Xz je zajistné pl-
néni, Xi,..., X, je soubor pojistnych plnéni z dané skodni uda-
losti v n postizenych pojistnych smlouvach;

— pro aktivaci WXL/E je nutnéd expozice jedné Skodni udélosti ve
vice pojistnych smlouvich (napf. v trazovém nebo Zivotnim po-
jisténi se predepise miniméalni pocet osob, jejichz postizeni danou
skodni udélosti je pro aktivaci zajisténi nutné).

CatXL zajisténi (nebo zajisténi skodniho nadmérku katastrofické udd-
losti) se shoduje se zajisténim WXL/E az na katastroficky charakter
Skodni udalosti, v jejimz disledku obvykle dochazi k podstatné kumu-
laci skod.
SL zajistént (nebo zajisténd rocniho nadmérku nebo éasového nadmér-
ku): priorita prvopojistitele se zde uplatiiuje v ramci celoro¢niho objemu
skod a mé Casto tvar mezni hranice pro Skodni pribéh (tj. pro pomér
pojistného plnéni viaéi pojistnému), nad niz zajistitel plni do sjednaného
limitu

0 pro X/P <p,

Xz=}X X—-p-P pro p<X/P<I,
(l—p)-P pro I<X/P,

kde p(p > 0) je priorita prvopojistitele, (I > 0) je limit zajistitele
a Xz oznacuje zajistné plnéni.
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Skody (mil. K¢) J

—1— zajistitel

prvopojistitel

| A
A B C D E F G H I J kumulace  pojistné smlovy

Obrazek 8: Priklad CatXL zajisténi (uvedeny jsou jen ty pojistné smlouvy ze
zajistovaného portfolia, které byly postizeny piislusnou katastrofickou uda-
losti).

vy

(5) Zajisténi nejuyssich skod (Largest Claims Reinsurance LCR(p)) zna-
mend, ze zajistitel hradi p nejvétsich skod (p je dané pfirozené ¢islo,
p < n), které nastaly béhem platnosti zajistné smlouvy:

Xz=Xq)+Xp)+ -+ Xy

kde X(l) Z X(g) Z Z X(p) Z Z X(n) jSOll ékody Xl,XQ, e ,Xn
z daného roku usporadané podle velikosti a X z oznacuje zajistné plnéni.

(6) ECOMOR zajisténi (excédent du cout moyen relatif ) znamend, Ze zajis-
titel v daném roce hradi jen ty ¢asti skod, které presahly p-tou nejvétsi
skodu (p je opét dané ptirozené ¢islo, p < n):

Xz = Xy —Xp)+ - +Xp-1n—Xp) =
Xy +- 4+ Xp-n) —@—1) X

3 Pojistna matematika v zajisténi
Budeme pouzivat nasledujici znaceni:
Np, Sp, Xp, Zp pocet pojistnych udalosti v zajistovaném portfoliu,
jednotliva pojistna ¢astka, jednotlivé pojistné plné-

ni, celkové pojistné plnéni v zajistovaném portfo-
liu, a to vzdy na vrub prvopojistitele
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Ny, Sz, Xz, Zz maji stejny vyznam, ale na vrub zajistitele
xF(z)=P(X <x): distribu¢ni funkce pojistného plnéni X
72F(z)=P(Z < z): distribu¢ni funkce celkového poj. plnéni Z
sF(s)=P(S<s): distribu¢ni funkce pojistné ¢astky S

ssF(x) = P(SS < x): distribuéni funkce skodniho stupné SS= X/S
a podobné pro pravdépodobnostni hustoty: napt.

xfz(x) pravdépodobnostni hustotu ndhodné veli¢iny
Xz apod.

3.1 Kvétové zajisténi (s kvétou ¢)

N=Np = Ny
XP:(lf(I)Xa XZ:qX
ZP:(]-7Q)'Za ZZ:qZ
B(Xp)=(1—q) B(X),  B(Xz)=q B(X)
var (Xp) = (1 —¢)* - var (X), var (Xz) = ¢* - var (X)
xFp(z) = xF(x/(1-4q)), xFz(r) = xF(z/q)
fp(z) = Xf(xl/(lq— ) fr(z) = xf(;v/q)
3.2 Surplus 1 pro S<s
“= { % pro S>s
Xp:Oé~X, XZ:(:[*OL)'X
E(Xp)=a-E(X), EXz)=(1-a)  BE(X)
var (Xp) = - var (X), var (Xz) = (1 — a)? - var (X)
o(Xp) _ o(X2) _ o(X)
E(Xp) BE(X:) E(X)
xFp(r) = xF(z/a), xFz(x) = xF(z/(1 - a))
©fple) = xf(afv/a 7 o) = Xf((xl/(la—) a))

(je-li a = 1, pak zfejmé Xz = 0 a nékteré predchozi vztahy je nutné modifi-
kovat).
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Za predpokladu nezavislosti nahodnych veli¢in S a SS:

xFp(z) = P(Xp<uz)= /0 SSp(%)dSF(u)—i— s F (f) (1— sF(s)) |
E(X}) = E(89%)- {/OsujdsF(u) +s0 (11— SF(S))} =

= E(ggj) . E(Sj)- SF(j)(S)
kde

JouldsF(u)+s' - (1— gF(s))

SF(j)(S) = E(S])

Pokud m4 navic ndhodna veli¢ina Z slozené Poissonovo rozdéleni CP(A, x ')
(tj. specidlné N ~ P(\)):

E(Zp) = X E(Xp)=\-E(8S)-E(S)- sFV(s) = BE(Z)- sFW(s)
var(Zp) = A-BE(X%)=\-E(85?%)-E(S?) - sFP(s) =
= var(Z)- SF(2)(S)
3.3 XL zajisténi

Pro jednoduchost uvazujme pouze WXL/R zajisténi s prioritou a:

<
&
=]
=
N
S~—
Il
s
S
—
—
|
3
S
S~—
s
—
2
+
=3
B
<
&
=]
—
2

kde

P(NZ:TL) — e APa ()\.;)la)
E(Nz) = DPa A
var (Nz) = pa-A

a pii N ~ NB(a, p):
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ro=n = () Geta) ()
Xp =min(a, X), Xz =max(0, X — a)
sFoo) = {§F0 0TS ) = xFata)
E(Xp) = OadeF(x)Jra-(lXF(a))/Oa(lXF(x))d:c
B(Xy) = /aoodeF(fU)a'(lXF(a))
= [ xF@)de = B - ECxR)
var (Xp) = /Oac (1— xF(x))dr — [E(Xp)]?
var (Xz) = 2{/0033 (1— xF(z ))d:ca/aoo(l XF(x))d:c}
[

Xz)P?

Obecné pro j-té momenty nahodnych velicin Xp a Xz plati:
a

E(X}) = dxF(z)+a’ (1 - xF(a))

Q.O\

Bexh) = 3 (F) ap e mee) - B

=1

N N
Zp=Y Xp, Zz=Y Xz
i=1 1=1

P1i obvyklych predpokladech v kolektivnim modelu rizika:
E(Zp) = E(N)-B(Xp)
var (Zp) = E(N)- var(Xp)+ var (N) - [E(Xp)]?

a analogicky pro ndhodnou veli¢inu Z .
Pro varia¢ni koeficient je obvykle (v nepatologickych pfipadech)

o(Zp) - o(2) - o(Zz)
E(Zp) ~ E(Z) =~ E(Zz)
tj. u prvopojistitele dochézi k redukci varia¢niho koeficientu (vlastni vrub
ponechany prvopojistitelem je stabilnéjsi nez piivodni nezajisténé portfolio),
u zajistitele je tomu naopak
E(Zp) = E(Z)- xFY(a)
var(Zp) = var(Z)- xF®(a)
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kde

Jo @ldxF(z) +al - (1 - xF(a))
E(X7)

XF(j)(a) —

3.4 SL zajisténi
Zp=min(p- P,X), Zz=max(0,X —p-P)
kde priorita p predstavuje omezeni pro skodni pribéh X/P. Déle

E(Zp) = E(Z)- z2FV(p-P)
var(Zp) = var(Z)- zF®(p-P)
kde
p-P

JdzF(z) + (p- PP - (1= zF(p- P))
B(Z9)

2FD(p.P) = Jo

4 Vypocet zajistného
4.1 Model zaloZeny na Paretové rozdéleni

Paretovo rozdéleni je vhodné pro modelovani vyse §kod. Pfitom v zajistovaci
praxi je casta nasledujici situace:

Ukol: stanovit nettozajistné pro neproporcionalni zajisténi s prioritou prvo-
pojistitele a a vrstvou (limitem) zajistitele L.

Data k dispozici:  Skody z minulych let ptekracujici vhodné nastavenou
hodnotu OP (observation point), kde OP je mnohem
mensi nez budouci priorita a (vzhledem k nizké hod-
noté OP je statisticky vzorek takovych skod mnohem
bohatsi).

Vyse skody X, nad hodnotou a se modeluje Paretovym rozdélenim s prav-
dépodobnostnimi charakteristikami:

b-al
falz) = s R
b
F,(x) = 7(2), x>a
T
a-b
E(X,) = p 1 Pro b>1
a’®-b
var (Xa) = m pro b>2

(b > 0 je parametr, ktery musi byt odhadnut z dat). Zajistitel bude v roce
zajistné smlouvy plnit nad prioritou a jen do vySe vrstvy L, takze stfedni
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vyse jeho plnéni EXL (expected XL) bude

EXL = /anrL(:E —a) - folz)de + /aoo L fo(x)dx =

+L
B lab~(RL1*b71) pro b#1
a-InRL pro b=1

kde RL je relativni délka vrstvy (relative layer)

a+ L
a

RL =

Pro vypocet celkové vyse plnéni zajistitele nutny dale pramérny pocet skod
LF(a) (loss frequency), které v zajistovaném portfoliu béhem roku prekroci
prioritu a (z minulych dat jsme totiz schopni spolehlivé odhadnout jen pru-
mérny pocet (aktualizovanych) skod LF(OP) nad hodnotou OP; pro mno-
hem vétsi prioritu a je obvykle pozorovand hodnota LF(a) vzhledem k ma-
lému poctu skod piekracujicich a znaéné nespolehliva):

OP

LF(a) = LF(OP)-P(Xop > a) = LF(OP)-(1-Fop(a)) = LF(OP)- (T)

Hledané nettozajistné N Pz by mélo odpovidat zajistnému plnéni:

1-b
b, @ 1-b
NP; = LF(a)- EXL = LF(OP)-OP-lib-(RL —1) pro b#1
LF(OP)-OP-InRL pro b=1

kde a, L a OP jsou dané hodnoty, LF(OP) a b jsou odhadnuté hodnoty
z minulych (aktualizovanych) dat.

Odhad parametru b se realizuje pomoci dvou pfistupt:

(1) Aplikuje se ad hoc hodnota ovéfend praktickymi zkuSenostmi s podob-
nymi zajistovanymi portfolii. Napf. WXL/R zajisténi pozarnich véetné
Zivelnich rizik mivéd b v rozmezi od 1,0 do 2,5 (specidlné pro pojis-
téni priamyslovych rizik kolem 1,2 a pro pojisténi majetku obyvatelstva
od 1,8 do 2,5), CatXL zajisténi miva b kolem 1,0 (specidlné pro riziko
zemétieseni kolem 0,8 a pro riziko vichfic v Evropé kolem 1,3).

(2) Pouzije se hodnota parametru odhadnutd z minulych dat prvopojisti-
tele. Jestlize napi. Xop1,Xop2,...,Xop, byly vSechny pozorované
(aktualizované) skody piekracujici v minulém roce hodnotu OP, pak
maximalné vérohodny odhad parametru b 1ze najit jako

n

b= T
Z In Xop,i
4 oP
1=1
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v/

Piiklad. Ukolem je najit pomoci Paretova modelu nettozajistné pro pifsti
rok zajistné smlouvy WXL/R s parametry 5 mil. K¢ xs 1 mil. K¢ v pojis-
téni staveb obcant, jestlize na zdkladé minulych (aktualizovanych) dat byl
priumérny pocet Skod, které v zajisfovaném portfoliu béhem pristiho roku
prekroci ¢astku 250 000 K¢, odhadnut ve vysi 9,36 skod.

Reseni: Pro vipocet pouzijeme Paretovo rozdéleni s ad hoc hodnotou para-

metru b = 2:

1000 000 + 5 000 000
RL = + _

1 000 000
al_b
NP; = LF(a)-EXL=LF(OP)-OP"- - (RL'™ —1) =
1 000 0002
= 9,36 -250 0002 - —] (672 —1)=0,59-833 333 =

= 487 500 K¢

4.2 Metoda scénarua

e pouziva se pro stanoveni nettozajistného pii CatXL zajisténi prirodnich
katastrof;

e je zalozena na odhadu jejich $kodni periody ($kodni frekvence): béhem
této periody by hledané nettozajistné meélo pravé zaplatit zajistné pl-
néni;

e vytvari se pritom urcité skodni scénare, pomoci nichz se odhaduji pti-
slusné skodni periody;

e nevyhodou metody je znacna nepresnost, a proto se spise pouziva jako
podptrny prostiedek pii obchodnich jednénich mezi prvopojistitelem
a zajistitelem.

Priklad. Metoda scénait pro vypocet nettozajistného v ramci zajisténi CatXL
(5 mil. K¢ s 1 mil. K¢&) v pojisténi proti povodnim a zaplavdm s celkovou
pojistnou ¢astkou 50 mil. K¢:

e pomoci odhadnutého skodniho stupné (tj. podilu pojistného plnéni vici
pojistné ¢astce) v prvnim sloupci tabulky 4 byla v druhém sloupci
odhadnuta priamérnd skoda pii jednotlivych typech povodnové vody
a v tretim sloupci odpovidajici zajistné plnéni;

e prepoctem na jeden rok bylo v poslednim sloupci odhadnuto (ro¢ni)
nettozajistné. Nettozajistnd sazba vyjadiena ale tentokrat v procentech
celkové pojistné ¢astky je 0,16%.
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Typ  po- Skodni Primeérna | Zajistné Skodni Netto-
vodnové stupern skoda plnént perioda zagistné
vody (%) (K¢) (K¢) (roky) (K¢)
desetiletd 1 500 000 0 10 0
padesdtiletd 5 2 500 000 1 500 000 50 30 000
stoletd 20 | 10 000 000 | 5 000 000 100 50 000
Celkem 80 000

Tabulka 4: Priklad metody scénari.

5 Alternativni pfenos rizik (ART)

Jako ptiklad ART uvedeme tzv. pojistné dluhopisy, které zatim patii mezi
nejpouzivanéjsi nastroje sekuritizace pojistnych rizik (obecné se pro tyto na-

stroje za¢ind pouzivat zkratka ILS insurance-linked securities). K rozvoji

sekuritizace pojistnych rizik pfispiva mimo jiné:

e Objektivni ILS spoustéce (ILS triggers): Jedna se o objektivné vy-
mezené udalosti, které podminuji vysi finanénich tokid realizovanych
v ramci ILS. Lze je rozlisit do tii kategorii podle jejich indexace:

(1) Indexace na skodach zptsobenych pfimo dané pojistovné ¢ zajis-
tovné.

(2) Indexace pomoci vSeobecné uzndvanych skodnich indexti métenych

renomovanymi agenturami. Skodnim inderem se zde vétsinou ro-
zumi vhodné standardizovany prumeérny skodni vyvoj v daném
regionu pro piislusné vymezené pojistné riziko. V soucasné dobé
jsou rozsifeny PCS indexy (Property Claim Services).
(3) Indexace pomoci parametrickych indext: Parametricky index ma
vétsinou fyzikdlni charakter. Typickym prikladem je Richterova
stupnice pro zemétieseni nebo pocet teplych a chladnych dni u de-
rivatd na pocasi.

e Burzy obchodujici se sekuritizovanym pojistnym rizikem: Jednéa se pfi-
tom o vznik novych specializovanych burz (napf. americka elektronicka

burza CATEX Catastrophe Risk Exchange).

e Rozvoj zprostiedkovateltt SPV (Special Purpose Vehicles): Tyto sub-
jekty hraji mimo jiné dulezitou roli pravé pii emisich cennych papiri
vazanych na pojistné riziko.

Nejcastéjsim typem pojistnych dluhopist jsou katastrofické dluhopisy (ca-
tastrophe bonds, CatBonds). Jedna se o vysoce ziskové dluhopisy s rizikem
neplnéni zdvazkt v pripadé zivelni katastrofy. Tyto dluhopisy maji kupo-
novou sazbu mnohem vyssi nez prumér trhu. V pripadé zivelni katastrofy
daného typu vSak u nich hrozi ztrata celého (resp. ¢asti) kuponu a ztréta
celé (resp. ¢asti) nominalni hodnoty, napt.:
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Vyse skody podle || Nesplacend procentni cdst nomindlni hod- || Odhadnuta
indexu PCS noty pravdépo-

dobnost

Transe A1, A2 | Tranie B | Transe C
> 12,0 mld. USD 0% 0% 100% 0,0240
> 18,5 mld. USD 20% 33% 100% 0,0100
> 21,0 mld. USD 40% 66% 100% 0,0076
> 24,0 mld. USD 60% 100% 100% 0,0052
Oéekdvand ztrdta 0,46% 0,76% 2,40%
(v % mom. hod-
noty)

Tabulka 5: Nesplacena procentni ¢ast nomindlni hodnoty v pfipadé Swiss
Re California Earthquake Bonds v zavislosti na vysi pojisténé skody podle
prislusného indexu PCS.

(1) USAA Hurricane Bonds: jednoleté dluhopisy v celkové nominalni hod-
noté 0,5 mld. USD byly vazany na riziko hurikdant v pojisténi majetku
na vychodnim pobfezi a kolem Golfského zalivu;

(2) Winterthur Windstorm Bonds: tfileté dluhopisy v nomindlni hodnoté
4 700 CHF byly vazany na riziko vichfic a krupobiti v havarijnim po-
jisténi osobnich automobilii;

(3) Swiss Re California Earthquake Bonds: t¥ileté dluhopisy v celkové no-
minélni hodnoté 137 mil. USD byly vazany na riziko zemétieseni v Ka-
lifornii;

(4) Japonské katastrofické dluhopisy: Japonské pojistovny vzhledem k ab-
senci skodnich indext typu PCS pro zemétteseni zvolily parametricky
pristup ve formé Richterovy stupnice na zakladé hlaseni japonské me-
teorologické sluzby.

Princip katastrofickych dluhopisti popiSme na nejjednodussim prikladu
jednoletych dluhopist s jednim roénim kuponem. Uvazujme jednoletou zajist-
nou smlouvu, podle niz zajistitel zaplati po uplynuti jednoho roku ¢astku L,
pokud nastala pfedem specifikované zivelni katastrofa (napf. povoderi urci-
tého rozsahu), a v opaéném piipadé zajistitel neplni (¢astka L je samoziejmé
sjedndna pied podpisem zajistné smlouvy). Cena takové zajistné smlouvy pro
prvojistitele (tj. vySe zajistného) se zfejmé urci jako

1 1
Py = m'[qCat'LJr(l*qCat)'O] =14
kde i je ro¢ni trokova mira a g.q: je pravdépodobnost zivelni katastrofy, tak
jak ji ocenuje zajistny trh. Zajistitel musi pred podpisem zajistné smlouvy
(feknéme v ¢ase t = 0) vérohodné dolozit, ze za rok (tj. v ¢ase t = 1) bude
disponovat kapitalovou ¢astkou L, nebot by jinak nesehnal zdkazniky. Potie-
buje proto ziskat v ¢ase ¢t = 0 vedle zajistného Py jesté castku F' takovou,

*Geat * L
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Cast=0 Cast=1
doslo ke | nedoslo ke
katastrofé | katastrofé
(s prsti (s prsti
qcat) 1 - qcat)
1
P jistitel —7Z =——— qeat - L L
rvopojistite 11: Qeat 0
Zagistitel = Emitent Z+ F —L —L
T
I t —-F=- (1 — geat) - L L
nvestor 113 ( Geat) 0

Tabulka 6: Financni toky spojené s jednoletymi katastrofickymi dluhopisy
(dluhopisy se prodévaji za nominalni hodnotu).

aby investicnim zhodnocenim kapitalu Pz 4 F' opravdu obdrzel za jeden rok
potfebnou ¢astku L
(Pz+F)-(1+i)=1L

Emituje proto vysoce ziskové jednoleté dluhopisy v nomindalni hodnoté F,
v jejichz ramci zaplati drziteli dluhopist (investorovi) po uplynuti jednoho
roku éastku L (tj. na konci roéniho obdobi splati nomindlni hodnotu F a vy-
plati opravdu zna¢ny objem kuponti ve vy§i K = L— F = Pz -(1414)+ F-1i),
pokud nenastala predem specifikovana zivelni katastrofa, a v opacném pfti-
padé zajistitel nezaplati drziteli dluhopisi nic a celou ¢astku L pouzije na
zajistné plnéni. Nominalni hodnota F' splnuje vztah

= %_H'[QCat'O*F(l*(ICat)'L]: 1_1’_2 .
Pokud se uvedené dluhopisy prodavaji za nominalni hodnotu F' (tj. za pari),
potom pfislusné finané¢ni toky jsou v souladu s potfebami vsech ztacastnénych
stran (viz tab. 6):

Uvedené dluhopisy se ov§em prodéavaji za trzni cenu F'* (obecné F™* # F),
takze dluhopisovy trh ocenil pravdépodobnost katastrofy jako ¢, (na rozdil
od odhadu .t provedeného zajistnym trhem, pficemz index b je z anglického
bond pro dluhopis) spliiujici

(]- - QCat) : L

1
Fr = (1= qeat) - L
1+ ( Geat)
tj.
L—F*-(1+41)
B = 7
To pak nasledné implikuje zajistné ve vysi
Zy = 1 L= F

A T L

Nazorné lze zajisténi pomoci katastrofickych dluhopisti zachytit nasledu-
jicim zptsobem:
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zacdtek zagistné smlouvy:

emise CatBonds”|[nvestor do CatBonds

rocni
zajistné

SPV Jednordzovd platba
\ Bezrizikova investice

bezskodni rok zagistné smlouvy:
rocni zajistné vyplata kuponu
zaj <Py L2P p

pojistitel

Investor do CatBonds

pojistitel

skodni rok zajistné smlouvy:
rocni zajistné
pojistitel SPV Investor do CatBonds
zajistné plnent

konec zajistné smlouvy:

__s{Investor do CatBonds
pojistitel Spy |plata nom.hodnoty

\ Bezrizikova investice
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ASYMPTOTICKA ANALYZA STRATEGII
OBCHODOVANI S AKCII PRI EXISTENCI
TRANSAKCNICH NAKLADU

Petr Dostal

Klicova slova: Obchodni strategie, transakéni naklady, asymptoticky uzitek.

Abstrakt: Uvazujeme investora, ktery obchoduje s jednou akcii, ale na roz-
dil od [1], [2] nic nespotiebovava. Jeho snaha je maximalizovat asympto-
tické chovani ocekavaného uzitku méreného uzitkovou funkei s hyperbolickou
absolutni averzi vuci riziku (HARA) ve tvaru U,(z) = 27/y pro v < 0
a Up(z) = Inz. Pfedpokladéame, Ze trzni cena akcie je geometricky Brownuv
pohyb. Tato omezeni ndm umoznuji odvodit optimalni intervalové strategie
v témér explicitni podobé. Tyto strategie jsou optimalni i mezi vSemi rozum-
nymi strategiemi. V pripadé logaritmické uzitkové funkce jsou odvozené stra-
tegie optimalni i v modelu, ktery dostaneme rozumnou ¢asovou transformaci
puvodniho modelu geometrického Brownova pohybu. V ostatnich pripadech
jsou odvozené strategie optiméalni pouze pfi deterministické zméné casu.

1 Uvod
Predpokladejme, Ze trzni cena akcie X; je geometricky Brownuv pohyb
dXt = ,LLXt dt + O'Xt th, X() = X9 > 0. (1)

Nejprve budeme predpokladat, ze depozitni ¢ast portfolia neni iroc¢ena. Oz-
na¢me Y; trzni cenu portfolia a GG; pozici investora na trhu v ¢ase ¢t > 0. Déale
budeme oznacovat H; pocet akcii v portfoliu. Nyni muzeme vyjadfit trzni
cenu akciové ¢asti portfolia v nasledujicich dvou tvarech G;Y; = H; X;. Déle
budeme predpokladat, ze platime (1 + b)-ndsobek trzni ceny akcie, abychom
tuto akcii obdrZeli. Na druhou stranu obdrzime (1 — ¢)-nasobek trzni ceny
akcie, kterou prodame. Rozdily v cenéch interpretujeme jako transakéni na-
klady. Snadno zjistime, ze nasledujici hodnota

Yi(1+0Gy) =Y +bH Xy resp. Yi(1—cGy) =Y, — cH Xy (2)

zustava stejnd pied a po provedeni ndkupu resp. prodeje. Tyto vztahy mu-
zeme zapsat v diferenecialni podobé

C“IIY; = —19+(Gt) dJrGt — ’19_(Gt) diGt, (3)

kde 94 (z) = H% av_(z) = 1% akde dtG; a d” G, jsou diferencidly dvou

neklesajicich adaptovanych procesu reprezentujici narust resp. pokles pozice
zpusobeny nakupem ¢i prodejem akcie. Pokud s akcii neobchodujeme, tak se
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pozice investora G; chova jako diftzni proces s driftem B(z) a difazi S?(x),
kde

B(z) = 2(1 —z)[p — o?z], S(z) = oz(l — x). (4)
Pokud obchodujeme, je Gy semimartingal se stochastickym diferencidlem
dGy = B(Gy)dt + S(Gy) dW; +dtGy — d~ Gy. (5)

Vykyvy v trzni cené portfolia Y; jsou jednak zpusobeny zménami trzni hod-
noty akcie X; a jednak trzni hodnota portfolia klesa o zaplacené transakéni
naklady, tj.

dY, = Hy dX, — Y9 (Gy) dt Gy — Yi9_(Gy) d~ Gy (6)
:K[Gt(udtﬁ-ath)—19+(Gt)d+Gt—’l9_(Gt)d_Gt]. (7)

Tato rovnost ma FeSeni ve tvaru Y; = Yy exp{L;}, kde

t 1 t t t
L, :/ Gs,u—§ o?G? ds+a/ Gy dWs—/ 19+(Gs)d+Gs—/ 9_(Gs)d™Gs.
0 0 0 0

My se dale vice zaméfime na strategie, které neobchoduji, pokud se pozice G
nachdzi v intervalu («, ) a které akcii nakupuji nebo prodavaji tak, aby tato
pozice neopustila interval [«, 3]. V takovjchto pfipadech je diferencidl d™Gy
resp. d~ Gy soustfedén na mnoziné [Gy = «] resp. |Gy = (]. Muzeme tedy psat
19+(Gt)d+Gt = ’l9a d+Gt, resp. 19_(Gt) d_Gt = 193 d_Gt, kde ’l9a = ’l9+(Oé) =
14-% a g = V_(B) = 5. Jako kritérium optimality budeme uvazovat
maximalizaci asymptotického vyvoje ocekavaného uzitku pii volbé uzitkovych
funkei Up(z) =Inx a Uy(z) = %, kde v < 0, tj.

1 1
max lim ~EInY;, resp. min tlim : In EY,". (8)

t—oo { —00

2 Logaritmicka uzitkova funkce

Na chvili budeme uvazovat nulové transakéni naklady, tj. b = ¢ = 0. V tomto
pripadé bychom méli maximalizovat lim;_, % E fg G — %02 G? ds. Funkce
T T — %02302 nabyvd maxima v bodé 6 := ;/0?. Neexistuje tedy lepsi
strategie nez [0,0]. Takovato strategie je neobchodujici v piipadé, ze 6 €
{0,1}. V téchto dvou ptipadech je strategie [0, 0] optimélni i v pFipadé nenu-
lovych transakénich nédklada. Témito pripady 8 = 0, 1 se dale uz tedy zabyvat
nebudeme. Nyni existuji dvé cesty, kterymi se da pokracovat. Mohli bychom
pouzit ergodickou teorii. Misto toho vyuzijeme teorii martingalu. Tato cesta
je zaloZena na tom, Ze jsme schopni nalézt hladkou funkci f a konstantu v
takovou, ze nasledujici proces je martingal

InY; — f(Gi) — wt. 9)
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7 martingalové konvergence pak dostaneme, ze

lim ElnYt =v+ hm Ef(Gt) (10)

t—oo

je tou hodnotou, kterou bychom méli maximalizovat. Hladka funkce f spliiuje
martingalovou podminku (9), pokud spliiuje nasledujici ODE

1 1
F'(@)B@) + 5" (2)S* (@) = pa = S o*a* — v (11)
s okrajovymi podminkami
fla)=—tda=-1rs & O == (12)
Y 14 ba TP T I e
Oznacime-li h := f’, dostaneme obyc¢ejnou diferencidlni rovnici prvniho fadu
1 1
h(z)B(z) + §h’(x)52(ac) = px — 502302 —v (13)
s okrajovymi podminkami h(o) = fﬁ a h(B)=1=° (13) je

ODE prvniho fadu, jsme schopni vyjadfit obecné feseni této rovnice pomoci
metody variace konstant a zodpovédét otazku, kdy tato rovnice ma feSeni
vyhovyjicim okrajovym podminkdm (12). Mozné volba funkce f (spliiujici
(11) a (12)) je jakakoli primitivni funkce k h. Jedna takovd mozna volba f je

2p

f(x) =2pag (14)

1
1
X

T
+apln T

}Jrln

1—=x

v piipadé, ze p 7972 #0,v = —poai, kde &, *aHba,fg*ﬂll CCﬁ a kde

2p

B
5ﬁ4*€a ‘——g‘ &~ |12a| e
ap = 2p’ a1 = — 5 2p N 2p . (15)
R T
V pripadé, ieszaV:—”—;al,mﬁieme volit
=apl 2 kd 16
/(@) aonlf LR i e g ¢ (16)
el
_ Inginé —Ing=58, B £ — &a
ap = 3 o , al——ﬁ. (17)
lnm*hlm lnm*hlm

Protoze bychom méli maximalizovat hodnotu v = lim;_, %E InY;, je nasim
tkolem najit maximum funkce

2p

‘ 2 ‘zp fﬁ - goz
u(a, B) = 1o b resp. u(a, () = &~ &a

LUL‘QP L%] T p B e
20 || 1-8 T-o

1-8 11—«
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podle toho, zda p # 0 ¢ p = 0, a to na jedné z mnozin T = {(a, 3),0 < a <
B<1ltresp. T = {(a,0), 1 <a< B <1/c}resp. T = {(a, 5),—1/d < o <
0 < 0} podle toho, zda 6 € (0,1) resp. 6 € (1,00) resp. 6 € (—o0,0).

Véta 1. Funkce u(a, 3) ma pravé jeden staciondrni bod na mnoziné T, ktery
lze charakterizovat ndsledujicimi rovnostmi

éa=0—-w, EB=0+uw, (18)

kde w je (pokud 0 #+ %) jediné Tesent rovnice

1+b 1 0+w 1-0+w
| — |fIn|—— 0—1)In|——|| =0 19
nl—CJrP{ H‘H_W‘Jr( )n‘1—9—wH ()
na [0, 0| A [1—6]). Pokud 0 = %, je w jediné feseni ndsledujici rovnice
1+b 3 2
mitl g 2 tY 2 (20)
]-*C 5—(4} Z—w2

na intervalu [0, %) Funkce u nabyvd svého mazima na T v tomto staciondr-
nim bodé. Navic, rozdil mezi levou a pravou stranou (19) resp. (20) je na
odpovidagicim intervalu ryze monotonni funkce v w.

Poznamenejme, Ze hodnoty «,( lze nasledné obdrzet ze vzorcu a =
&a/(14+b—0bE,), B = €3/ (1—c+c€p). Nyni predpokladejme, ze funkce u nabyva
svého maxima na T' v bodé («, 3). Déle definujme F(x) := f(z) proz € [a, ],
F(z) := Cy —In(1 + bx) pro x € (=1/b,a),F(x) := Cg —In(1 — cx) pro x €
(8,1/c), kde Cq,Cjs jsou konstanty zvolené tak, aby funkce F byla spojitd
na intervalu (—1/b,1/c).

Véta 2. Necht’'Y; oznacuje trini cenu portfolia a Gy pozici investora na trhu,
pak
InY; — F(Gy) — vt (21)

je soucet supermartingalu a meroustouctho procesu za prepokladu, Ze zvo-
lend strategie udrzuje pozici Gy odraZenou od extrémnich hodnot —1/b a 1/c,
a predpokladu, Ze zvolena strategie nedovoli, aby trzni cena portfolia klesla na
nulu v koneéném case. Navic, pokud je (21) martingal, pak lze Tici, Ze byla
aplikovdana strategie [o, B]. Je to ziejmé martingal, pokud je pouZita strate-
gie |a, A].

7 predchozi véty plyne, Ze neexistuje rozumna strategie s lepsi asymptoti-
kou stfedni hodnoty logaritmu trzni hodnoty portfolia nez ma strategie [« 0.
Tato véta ndm umoznuje definovat uzitek v ¢ase t > 0 na zakladé trzni hod-
noty portfolia Y; a pozice Gy pomoci (21). Takto definovany systém uzitku je
v Case konzistentni a jako optimélni strategii geneuje pravé strategii [, 3].
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3 Mocninna uzitkova funkce

Pokud by transakéni naklady byly nulové, tj. b = ¢ = 0, pak by y-nejlepsi
strategie udrzovala pozici G; na hodnoté ﬁ = %, coz lze nahléhnout
z nasledujiciho vyjadieni Y, = Y, & - exp {yN:}, kde

t 1 t t
Nt:/ MG57502(177)G§d57/ 19+(Gs)d+Gsf/ 9_(Gs)d™ Gy, (22)
0 0 0

t t
& = exp {'ya/ GsdWs — %7202/ G? ds}. (23)
0 0

V pripadé nulovych transakénich nakladu 94 (Gy) = 9_(Gy) = 0 strategie
(1%, 7%5] totiz dava

2 2 92t
EY; = EY] exp { %#t} = BYJ exp {% 17 } . (24)
o2(1—~ —

coz je mens$i nebo rovno nez stiedni hodnota (24) v pfipadé, ze bychom uvazo-
vali jakoukoli jinou intervalovou strategii, nebot’ funkce = — px— % o?(1—v)a?

nabyva maxima %#2_,” = ”—;% v bodé %. Tato strategie je neobcho-
dujici, pokud % = 0 nebo % = 1, tj. pokud § = 0 nebo 6 = 1 — ~.
Tyto singularni pripady budeme déle vynechavat a zaméfime se na strategie
typu [o, 0], kde 0 < a < B < 1,pokud 0 < <1—vy,1<a<f<l/c
pokud 1 — v < € a na strategie typu —1/d < o < 8 < 0, pokud 6 < 0.
Nyni mame opét dvé moznosti, jak pokracovat. Prvni cesta vede pres teo-
rie semigrup linedrnich operatort na spojitych funkcich na [, 5] a spoéitéd ve
vypoctu maximalni vlastni hodnoty prislusného infinitezimalniho generatoru.
Jak uvidime tak i v druhé moznosti se tomuto infinitezimalnimu generatoru
nevyhneme a jeho maximalni vlastni hodnotu budeme pocitat, i kdyz to tak
tfeba nebude vypadat. Tou druhou moznosti je nalézt konstantu v a hladkou
funkci f takovou, zZe

Y g(Gr)e ™™ = exp {y[InY; — f(Gy) — vt]} (25)

je martingal, kde g(z) = exp{—~f(z)} a kde v = \/v. Podle Itéovy formule
staci najit v a f tak, aby platilo

50" (2)S%(w) + g (@) B(2) +99(2) |+ 50y - Do%a?| = gla),  (26)
g =1l B = ge®. )

kde B(z) = z(1 —z)[uu — (1 —v)o%z]. Levé strana (26) uvazovana jako funkce
promeénné z je hodnotou vyse uvedeného infinitezimalniho generatoru v bodé
g semigrupy jejiz maximalni vlastni hodnotu hledame. Podminka maximality
mezi vlastnimi hodnotami odpovida pozadavku g(x) = exp{—~f(x)}, ktery
zajistuje, ze funkce g neméni znaménko na [a, J].
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Tento problém je mozné fesit vice-méné explicitné, nebot’ mame k dispo-
zici fundamentalni systém v explicitnim tvaru

PFA 2

1 o 9 9 %,
gr2(r) = |= -1 |1 — [, pOkUdAZT(A —p )#*3/’ , Tesp.
x

P 0.2

[1—2|7, pokud A = —7p2.

1
, kde g1(z) = ‘E -1

x
92(2) = g1(@) In | —
V tomto pfipadé tak jsme schopni urcit asymptotiku A = lim; %ln EY]
jako implicitni funkci. Pokud p, = pg, kde po := p + 7€ @ pp 1= p + 73,
plati

v 9,

A= (02 —=0") =5 (05 —0"). (28)

V opacném piipadé \ = %(D p?), kde D je jediné feseni rovnice

_ pa
I 1/a—1 / dx (29)
Ps

1/ﬁ—1 2 —D

na Roo\co {p2, p3}, kde Roo = RU {00} oznacuje jednobodovou kompaktifi-
kaci realné ptimky a co {p2, p3} oznacuje konvexni obal mnoziny {pZ, p3}.

Je-li D =0, je prava strana (29) tvaru 1/pg —1/p,. Je-li D > 0, je prava
strana (29) rovna

il AergAfpa

kde A2 =D.
oA A~ ps At pa ¢ (30)

Pokud D < 0, lze pravou stranu (29) zapsat ve tvaru

é [arctg (%) — arctg (pg)} ) kde a’® = —D. (31)

Ve vSech p¥ipadech lze psat A2 = D, kde A € R resp. iA € R. Pokud
Pa = pp = A, je g := g1 hledané FeSeni (26) a (27) kladné na [, 5]. Pokud
Pa 7# pp a (29) plati pro D = 0, pak méame kladné FeSeni (26) a (27) na [, 5]

ve tvaru

1/5 -1
1/z—1]

1 1/a—1
n =
Pa 1/z—1

Pokud p, # ps a (29) plati pro néjaké D = A? > 0, pak jedno z kladnych
fedeni (26) a (27) na [, (] je tvaru g(z) = g1 ()| + |1 — 12|, kde

1(x) ‘i +1In (32)

1
——1
[0

A+pa A+pﬁ

—ps (32)

P =

‘__1
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Pokud p, # pg a (29) plati pro néjaké D = —a? < 0, mame k dispozici
kladné feseni (26) a (27) na [«, 8] ve tvaru

p

g(x)‘il

|1 — 2|7 - 2sin (gpaln

1
——1 kd 4
Lo1l)owae e

p=ualn

1 o
- = 1‘ + arccotg (p_) =aln
@ a

% - 1‘ + arccotg (%) . (35)

Véta 3. Funkce A, 8) je spojitd na T a na této mnoziné md pravé jeden
staciondrni bod, ktery lze charakterizovat ndsledujicimi rovnostmi
0—w 0+ w
= — = — 36
o 11—~ gﬁ 1—~ ) ( )

kde w je jedin€ feseni rovnice L(w) = P(w) na [0,|0| A |1 — 6 —~]), kde

L(w) =1

f+wl—0—v+w 1+d 3tw dx
1 P = _
n97w179777w+nlfc’ ) /; 22 — D(w)’

3 —w

kde D(w) := p* + ﬁ(@Q — w?). Navic, funkce X = \a, 3) nabjvd minima
v tomto staciondrnim bodé. Ddle rozdil L(w)— P(w) je ryze monotonni funkce
na takovych intervalech, na kterych je tato funkce spojita.

Pokud D(w) > 0, 1ze funkci P(w) poéitat podle vzorce

P(w) = 1 %—er\/D(w)%er—\/D(w)
2/Dw) 3+w++/Dw)i-w-/Dw)’

Pw):= _ larccot (é;M) — arccot <%i>]
= /—D) .\ /"D *\ /D)

v piipadé, ze D(w) < 0, resp. P(w) = w245, pokud D(w) = 0.
4

resp.

Nyni predpokladejme, ze funkce A\ nabyva svého minima na T v bodé
(a, B). Definujme dale F(z) := f(x) = —%lng(ac) pro z € [a, ], F(z) :=
Dy —In(1+bzx) pro z € (—1/b,a),F(z) := Dg —In(1 — cz) pro z € (8,1/¢),
kde konstanty D,,, Dg jsou zvoleny tak, aby funkce F byla spojita na intervalu
(—=1/b,1/c¢). Kone¢né polozme

G(z) := exp{—7F(x)}. (37)

Véta 4. Necht’ Y; je trini cena portfolia a G; je pozice investora na trhu,
pak
Y G(Gr)e ™ = exp {7 [InY, — F(G,) — vt]}, (38)

kde v = \/~, je soucet submartingalu a neklesajiciho procesu za predpokladu,
Ze strategie obchodovdni udrzuje pozici Gy odraZenou od krajnich hodnot —1/b
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a 1l/c a pokud zarucuje, Ze trzni cena portfolia Yy neklesne na nulu v konec-
ném case.

Pokud je proces (38) martingal, lze Tici, Ze byla aplikovana strategie [, (3].
Proces (38) je ziejmé martingal, pokud je pouZita strategie [, [3].

Podobné jako v pripadé logaritmické uzitkové funkce z této véty plyne,
7e neexistuje rozumnad strategie s lepsim asymptotickym chovanim stfedniho
uzitku nez je strategie [a, 3], méfime-li asymptoticky uzitek z trzni hodnoty
portfolia pomoci funkce U, (z). Opét muzeme definovat uzitek v ¢ase ¢ na
zékladé Y; a Gy pomoci %(38) za predpokladu, ze nés cil je maximalizovat
asymptotikcké chovéni EU., (Y;). Mohli bychom také Fici, Ze uzitek je roven
hodnoté

InY; — F(Gy) — vt, (39)

ale ne ve smyslu maximalizace o¢ekdvaného uzitku, ale ve smyslu minimali-
zace stfedni hodnoty exponenciely z y-nasobku takovéhoto druhu uzitku.

4 Nenulova urokova mira a zména c¢asu

Necht' Z; oznacuje trzni cenu akcie v ¢ase t. Ozna¢me X; diskontovanou trzni
cenu akcie X; = ¢~ " Z;, kde r je konstantni Grokova mira. Pfedpokliddejme
déle, ze dZ; = kZydt + Zyo dW;. Pak dX; = uXidt + o Xy dWy, kde p :=
k—r. Definujeme-li Y; jako diskontovanou trzni cenu portfolia, muzeme pouzit
predchozi vysledky k tomu, abychom odvodili optimélni strategie pro tento
pfipad, nebot’ kritéria optimality jsou invariantni vzhledem k diskontovani.

Poznamka ke zméné ¢asu

Rozsifend optimalita odvozenych strategii je zalozena na vétach, které
tikaji, ze néjaké procesy jsou martingaly, pokud pouzijeme odvozené strate-
gie, zatimco jsou obecné jen super/sub-martingaly +/— nerostouci proces,
pokud se omezime na strategie udrzujici pozici investora G; odrazenou od
extrémnich hodnot —1/ba 1/c.

Tento druh optimality je stabilni v pfipadé logaritmické uzitkové funkce
vzhledem k jakékoli rozumné zméné cCasu, tj. vzhledem k takovym trans-
formacim ¢asu, které neporusi (sub,super)-martingalovou vlastnost nasich
(sub,super)-martingalu. Zatimco v p¥ipadé mocninnych uzitkovych funkci je
tato optimalita stabilni vzhledem k deterministickym zménam ¢asu v modelu.
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SPEED OF CONVERGENCE TO
EQUILIBRIUM OF ZERO RANGE
PROCESS ON A BINARY TREE

Lucie Fajfrova

Keywords: Interacting particle system, zero range process, spectral gap, Po-
incare inequality.

Abstract: Let us consider the zero range process with the symmetric random
walk on a binary tree as the single particle law. The paper bring out an
estimate of a rate of convergence of this process to equilibrium in the following
sense. We find a lower bound of a spectral gap of finite volume processes.
That is processes on a finite binary tree of height n with a density p of
particles. We distinguish two classes of speed function. For the constant speed
function we show that the spectral goes to zero when n— oo no faster than
(n2m(1+2"p%))~1. A better lower bound, uniform in the density, is obtained
for a speed function 'near’ the linear function: the spectral gap goes to zero
no faster than (n2")~!. These estimates follow up the results of [3] and [5],
where the symmetric zero range process on Z¢ is considered.

1 Introduction

The zero range process (ZR) is one of the interacting particle systems which
describe the movement of infinitely many indistinguishable particles on some
set of nodes (sites) X. In this paper we are interested primarily in the case
when X is a binary tree. The particles can move only over edges of this tree, it
means that a particle at node x can jump just to a neighbour of z, i.e. a node
y such that (x,y) € E, where F is the set of all edges. This movement of
particles is considered to be random and in this paper we shall consider only
the symmetric and translation invariant case. One can imagine it simply:
when considering only one particle then the movement is common symmetric
random walk on binary tree. So at each node (except the root) the particle
chooses one of the tree possibilities with the same probability. Nevertheless
in general there are interactions among particles. The zero range interactions
are described by so called speed function g : N — [0,00), g(0) = 0. If there are
k particles at a node x the rate of jump of one particle from x to its arbitrary
neighbour is equal to g(k)/3. Note that exactly this function g determine the
type of the interactions. So the name “zero range” comes from the fact that
g depends only on the number of particles at particular site and hence the
interactions appears only among particles at the same site. One of the basic
examples is the constant speed function g(k) = Ijz~0). In this case we can
interpret the zero range process as a (close) system of infinitely many queues
with servers placed at the nodes of a binary tree and these are connected
over the edges of this tree. Note that the zero range dynamics doesn’t allow
any particle to exit or enter and so the whole system is mass-conserving.
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Finally the zero range process is a continuous time Markov process with
the state space NX = {5 : X — N}, which is given by infinitesimal genera-
tor £ acting on cylinder functions:

L= 3 5 em@) 0~ ), 1)
zeX y:(z,y)€E

for € NX, where 7 is the configuration of particles on X and 7*Y is the
configuration which arises from 7 after the jump of a particle from z to y.
Note that the rate of leaving in the root was modified (2/3 instead of uni-
form 1) in order to have the transition rates uniform 1/3. Nevertheless recall
that the speed function g cannot be considered arbitrary. We need to avoid
too fast increasing rates of jumps in order to be able to use the techniques of
Markov processes. For instance we want to obtain the Markov semigroup of
operators corresponding to the generator £. Liggett [6] or Andjel [1] obtained
this correspondence under the Lipschitz condition:

there exists a1 < oo :suplg(k +1) — g(k)| < ay. (2)
k
Invariant measures for such a Markov process are product measures v¥ on

NX with the same marginals m?(-) = v?(n : n(z) = -) for every x € X. The
measure m? on N is given by

m¥(k) = Z,

(pk

g(k)g(k—1)...g(1)
and m¥(0) = Z,,, where Z,, is a normalizing constant. Specially for the speed
function g(k) = Ijpsq) it makes sense to consider any ¢ € [0,1) and then
the measure m® is the geometrical distribution with parameter ¢ for every ¢
positive and m® = §y, the Dirac measure siting in zero. More about invariant
measures of the zero range processes can be found in [1].

The very usual approach is to study the zero range process using its
finite volume approximations. It means that we approximate the set X by
a sequence of finite sets X;CXyC ..., [JX,, =X and we restrict the state
space to Q, i :={neN*X» 1D sex, N(x) =K}, the finite configurations of just
K particles. In our case we consider X,, as the binary tree of height n with
the set of edges F,,. Note that the root is settled at level zero thus the number
of nodes of X,, is 2""!1 —1. So a Markov process with the state space Q,, i
given by generator £, f(1) = Yyex, Sye(opper, 1/3 9n(@) (S(n™) — (1))
we shall call a finite volume zero range process. Recall that for each fixed
n and K it is a finite state space Markov process and its description using
the generator £, can be replaced simply by using the transition rate matrix

Qn,K = (I[g:nwy for some (;c,y)EEn]g(n(x))/?’) 1,CEQn or eqUivalenﬂy by usjng

the appropriate transition matrix semigroup (Pt"’K)

Vk>0 (3)

t>0"
One can obtain the invariant measure for a finite volume ZR by conditio-

ning product measures vy := (m“’)®n onevent [} ex, M) = K |. Formally

< (4) = v ( > @) = K) (4)

rzeX,
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is the measure on 2, k. It is easy to observe that v,, i is moreover reversible.
Specially for the speed function g(k) = Ij;~q) the measure v, g is the uniform
distribution on ,, x.

It is a basic result from the theory of Markov process that for every f
on N*» there holds Pt"’K f =y Ev, «f - When v, k is the reversible measure
then we can even estimate the speed of this convergence using Lz (v, i) norm:

K
WP f = B s FllLawn ) S Wl Lan i) exp{—t|A[} (5)

where A is the second largest eigenvalue of the transition rate matrix @, k.

Note that || is usually called the spectral gap. These basic facts about Mar-

kov processes and spectral analysis of its generator matrix can be found in [2].

Let us remind here that the spectral gap can be characterized using the Di-
richlet form of given Markov process

Duicf = (L ~Lafhun =5 32 3 B (9@ — ). ©)
x,yeX,,

and the variation of measure v, k:

D
Al = inf 2nkS
f#0 Vary, . f

Once we have for all n, K some constant v, x satisfying the inequality

VG;’I”Vn’Kf < ’Vn,K,Dn,Kf (7)

for every f on NX# then 1/7, x is a lower bound of the spectral gap for
(n, K)—finite volume process. Note that the inequality (7) is called a Poincare
inequality.

Now we are ready to say what is our aim. It is to find ~,, x for every n, K
in order to find out the limit behavior of the spectral gap when n — oo and

Let us mention here two previous results. At first we mention the paper
of Landim at al. [5] where appears the first sharp lower bound on the spectral
gap for the zero range process on a cube {1,..., n}d C Z%. They assume that
the speed function satisfies the Lipschitz condition (2) and in addition the
linear growth condition:

there exists i € N and ag > 0 such that g(k)—g(l) > as ¥V k > I+i. (8)

For homogeneous symmetric zero range process on X, := {1,..., n}d they
obtain the following Poincare inequality:

There exists a constant W independent of n and K such that for every f
on ,, k the following holds:

Vary, . (f) < Won®Dj, (f), (9)

where D, i = 3 ¥ exsomyimt 31 Bonse (900@)07Y) = F(n)]2) s the

corresponding Dirichlet form and v, i is the invariant measure, the same as
in (4). This inequality implies a spectral gap of at least 1/(Wn?) on a cube of
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volume n?. See Theorem 1.1. in [5] for details. Note that the desired constant
Yn,k in the Poincare inequality is here uniform in the number K of particles.

At second, in the work of Caputo [3] is a generalization of (9) using
quite different approach. They drops geometrical constraint on the dynamics
and consider a process on an arbitrary set of the same volume as X,, where
jumps are allowed between any two sites rather than only between nearest
neighbours. Moreover every these jumps have the same probability and it is
equal to (|X,| —1)7!. The rest of dynamics given by the speed function ¢ is
preserved. Let us call (as in [3]) such a dynamics the complete graph dynamics
and a corresponding process the process on the complete graph X,,. We put
the result here for the readers convenience.

Theorem C 1.1. [Theorem 4.1. in [3]] Let us consider the homogeneous
zero range process on a complete graph X,, with a speed function g satisfying
both (2) and (8) conditions.
Then there exists a constant C' independent of n and K such that for
every f on QK
Vary, f <C Enxf
where

Enrcf =5 O 1 Bous (s@)F@™) — f)?)  (10)

Xl —1

r,y€X7L| nl

is the corresponding Dirichlet form and vy g is the invariant measure; the
same as in (4).

Note that the Poincare inequality is now uniform in both parameters K
and n as well. We apply ourselves to the result of this theorem because right
an absence of geometrical bounds allows to employ this uniform Poincare
inequality for arbitrary graph (X,,, E,) if we would be able to turn from the
complete graph dynamics to the nearest neighbour dynamics. This turning
consists in mere comparison between the Dirichlets forms &, x and D,, x and
is usually called the moving particle lemma. We shall solve this task later in
details in section 3, where we prove the moving particle lemma for the zero
range process on a connected graph (X,,, Ey,).

Nevertheless the conditions (2) and (8) admit only the speed functions
which are not so different from the linear one g(k) = k. But at the be-
ginning we mentioned interesting case of the speed function: the constant
speed function g(k) = Ijx~], for which the assumption (8) fails. Since the as-
sumption (8) seems to be essential to have a Poincare inequality uniform in
parameter K and the technique used in both theorem are based on this uni-
formity we are forced to use another approach to finding a Poincare inequali-
ty for ZR on binary tree with the constant speed function. This is aim of
section 4.

2 Poincare inequality of ZR on a binary tree

We are going to state results concerning the Poincare inequality for the Di-
richlet form of the zero range process on binary tree as it was described in
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the previous section. The first proposition supposes the speed function from
a class given by conditions (2) and (8). The second proposition concerns the
constant speed function.

Proposition 2.1. Let us consider the zero range process, where the single
particle law is the symmetric random walk on the binary tree of height n and
the speed function g satisfies the Lipschitz condition (2) and the linear growth
condition (8).
Then there exists a constant C < oo such that for every n € N, K > 0
for every f on Qp K
Vary, f < Cn2"D,, k f

where v, k and Dy, i are the corresponding invariant measure and Dirichlet
form, defined in (4) and (6), respectively.

Proof. We divide the proof into two steps. The first one is to apply the general
result for the zero range process on a complete graph, see Theorem C 1.1. We
obtain from it a Poincare inequality Var,, , f < C &, i f which is uniform
in the number of particles K and in the volume n. Recall that &, i f is the
Dirichlet form of the zero range process on the complete graph (10). Our aim
is to obtain a Poincare inequality with the Dirichlet form D,, x appropriate
to the original graph structure (6). It is easy to observe that the measure
vp, i is invariant for each homogeneous symmetric single particle law. Hence
vp, i is invariant for the zero range process on the complete graph and for
the zero range with the original graph structure as well.

The second step lies in comparison between these two Dirichlet forms &,, x
and D,, g, where for both we consider the same invariant measure v,, x and
the same speed function g. This comparison is carried out for the zero range
process on an arbitrary connected graph (X,,, E,,) in the next section 3. Spe-
cially for the considered binary tree a result (13) gives the desired comparison
which completes this proof. O

Proposition 2.2. Let us consider the zero range process, where the single
particle law is the symmetric random walk on the binary tree of height n and
the speed function is g(k) = I~

Then there exists a constant C' < oo such that for everyn € N, K > 0
and for every f on Q, k

Vary, f < C(nQ" + nK2)Dn7Kf,

where v, k and D,, ik are the corresponding invariant measure and Dirichlet
form, respectively, the special case of (4) and (6) for g(k) = I~

Proof. A proof of this Proposition requires a little more care then the proof
of Proposition 2.1 because in this case of speed function the assumptions
of Theorem C1.1 are not fulfilled. Moreover there is no constant uniform in
number of particles such that a Poincare inequality holds with it. We shall
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make use of a known similarity between the zero range and the exclusion
dynamics. Let us briefly describe here the exclusion process: The exclusion
process is a mass conserving particle system, as well as the zero range pro-
cess. But there is allowed at most one particle per site (it means that each
site is either occupied or vacant) and so interactions arise between particles
at some neighbour sites. Anyway it is a Markov process with infinitesimal
generator LEFX f(77) =

Z Z I} G(y=1,7()=0] % (f(ﬁ”) - f(ﬁ)) = % Z (f(ﬁl’wrl) - f(ﬁ))

i€l jeI:|j—il=1 iel—1
for 77 € {0,1} and f on {0,1}! cylinder function where we assume arbitrary
interval I C Z as a set of sites with the symmetric random walk on [ as a sin-
gle particle law. I~! stands for an interval I without the maximal element,
if it exists, and 7%/ is the configuration which arises from 7 after exchange
values on sites 7 and j.

If T is finite we shall again (like for ZR) consider the exclusion process on
complete graph I with generator III%I Sier (f(ﬁi,i-‘rl) _ f(ﬁ)) The Caputo
result concerning the spectral gap for the exclusion dynamics on the complete
graph is the same as for ZR on the complete graph with the speed function
satisfying (2) and (8), it means that the Poincare inequality is uniform in the
volume |I| and the number of particles K as well. See [3, Th.3.1].

The next step of the proof is again a comparison between Dirichlet forms
for the complete graph and for the original graph. This time in addition the
first mentioned Dirichlet form is considered for the exclusion dynamics. This
comparison and also a completion of this prove we postpone to section 4. O

Now we are going to state the main theorem which describes the speed of
Lo convergence to the invariant measures for the zero range processes from
the previous. We pay attention to dependence on parameters n, K.

Theorem 2.3. For the model described in Proposition 2.1 there exists a con-
stants 0 < C' < oo such that for each n € N, K >0, f on Q, x andt >0
the following holds:

—t

K
1P f =By e fllLaun ) < HfHLz(un,K)eXP{W}-

For the model described in Proposition 2.2 there exists a constants 0 < C' <
oo such that for each n € N, K >0, f on ,, x andt > 0:
K —1
P f = Bu e o) S Nl Laqn ) exp{m}a
where Pt”’K and vy, i are the transition matriz at time t and the invariant
measure of the corresponding zero range process, respectively.

Proof. This theorem is a right consequence of the proposition 2.1 and the
proposition 2.2, respectively, when also the inequality (5) is applied. O

Note that we can generalize this theorem to arbitrary connected graph
(X, E). For the proper statement see [4].
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3 Moving particle lemma

We consider a connected graph (X, E) as a set of sites. As an finite ap-
proximation we mean a sequence {(X,, Fy,)}, of finite connected subgraphs
such that X,, C X,,11 & E, = E |x, for each n. Of course we want that
\U,, X», = X. The Dirichlet form of the appropriate zero range process is

Duxf=5 3 Y B (s@) ()~ im)’) 1)

2€Xy yEXn: (w,y)EE,

where d,;, := max{d(z) : x € X,,} is the maximal degree of the graph.

Our aim is to estimate the auxiliary Dirichlet form &, x, see (10), by the
Dirichlet form D,, i of the original process (11) in order to gain a Poincare
inequality for D,, k and v, x as a consequence of Caputo theorem C 1.1.

What is needed to do is to replace every transition 1 — 7Y where x,y
are arbitrary distinct nodes by a sequence of transitions (; +— Cf“xi“ just
over edges of graph (z;, z;11) € E,, where the sequence (zg = x,21,...,Zy_1,
2, = y) is a path in graph between the nodes = and y. Let us establish a set T’
of paths between each couple of distinct nodes x, y but just one path for each
couple. If there exist more then one path we must choose just one of them
and we allow just paths without repeated edges. We shall denote 7., € T,
Yoy = {($’ Il)’ (mla IQ)) ) (337«_1, y)}

Let us fix f on Q, k. Then for arbitrary z # y € X,

($00) = 7)) = (S sromes) = from))

For expected values by using the Schwartz inequality we obtain:

B (002 (F07) — F00)7) 73 Bu o) (07050) = F0r))?)

Using reversibility of vy, K it is equal to

'Y sl gt ) (1) — o) =

=0 n:n(z)>0

Y S Qo () - 1)

=0 ¢:¢(x:)>0

And summing over all z,y we get: &, xf <

|X =TDIDY el 3 Bu e a(Ca) (16550 — 1(0)) =

zeX,, yeX,, , y#x i=0
D |, T2 X B (s -1 ©) 55 X hal
uEXy vi(u,v)EE, a:EXn YivayD (u,v)

Now an estimate uniform in e := (u,v) € E, of the term > Ip, 5 o|7ay]
is required. Let us establish characteristics v := max{|vzy| : =,y € X, }, the
maximum length of path from I', and the measure of bottleneck
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b := maxecp, Se:{z,y} C X,}|. Then

Eunl < gD |f PIEDY Eu, x9(C) (£(C™) = 1(O))

uEXy v:(u,v)EE,

Ay
= X1

foreachn € N, K >0, f on Q,, k.
As a consequence we obtained the moving-particle lemma for the discus-
sed binary tree (d,,, =3, v =2n, b =2"(2" — 1) and |X,,| = 2" —1):

Enxf < 3n2”Dn,Kf (13)
holds for each n € N, K > 0 and f on {2, k.

4 Comparison between Dirichlet forms

As it was mentioned behind the proposition 2.2 we shall take advantage of
duality between an exclusion process on the line and a zero range process on
the line. We only illustrate the easy principle of this duality on the following
picture:

[}
n: oLl oo — 7 o lllloeeoelloee
n = (1,0,2,3) i = (1,0,0,1,1,0,1,1,1)
a configuration of zero range a configuration of exclusion
process of 6 particles on 4 sites process of 6 particles on 9 sites

Such configurations 7 and 77 we shall call dual. Notice that the total number
of particles K is for dual configurations the same and that the number of sites
for the zero range process N is equal to the number of empty sites (holes) in
the exclusion process plus one. We shall denote x : QN x — QKJFN,LK =
{7 € {0,1}K+N=1 .5 7(i) = K} the bijection representing this duality. It
is easy to see that there is also duality between transitions 1 — 7%**! and
i — 751 such that x(n®**1) = 7%*1. Finally we define also a bijection
between function spaces: if f is a function f : Qn x — R then we put
[ Qrin-1x =R 70 f(717).

Our aim is to employ the second mentioned Caputo theorem [3, Th.3.1]
which gives a Poincare inequality for the exclusion process on the complete
graph with K particles on K + N — 1 nodes in this way:

Vary e f < CENR Kf VN VK Vf on Qxin—1x,
where punir—1,kx(7) = ((Kﬂjgfl))_l is the invariant measure and EﬁfK_LKf

is the Dirichlet form, respectively, for the complete graph exclusion dynamics
when we consider K particles on K+ N —1 nodes:
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N+K-2 N+K—-1

1 ~ _
€N+K—1 Kf Z Z N+K 2EMN+K 1, KI[,,’(,L) (f(ﬁ”) - f(ﬁ))2 (14)

1 1
o 7i(7)=0]
We know that the invariant measure vy, i for the symmetric zero range
process with g(k) = Ijp>o is also uniform measure and sets Qy x and

Q K+N-1,x have the same volume. Hence Var,, . f = Vary, .., f for every
f and f dual functions. We obtain

Var,, . f < CERSc1 kf YN VK Yf on Qp k. (15)

The remaining step of the proof of Proposition 2.2 is to estimate the
Dirichlet form EF% 1 «J by the Dirichlet form D,, x f (11) of the zero range
process with original graph structure also with K particles where N = |X,,|.

We omit many details here and bring out only sketch of the remaining
part of proof (a detailed proof can be found in [4]). Let us consider again as
in section 3 a connected graph (X,,, Fy,).

Start with the Dirichlet form gﬁfol,Kf for some fixed f on QK+N_1,K.
At first, let us also fix the sites i < j and 77 € QKJFN,LK such that 7(z) = 1,
7(5) = 0. Our aim is now to replace the exclusion transition 7j —— 7% by
some sequence of zero range transitions 7 —— ... — k= 1(7j¥/). Since we take
advantage of duality only if we consider nodes for the zero range dynamics
linearly ordered we must order the nodes of graph X,,.

To make the following lines a bit more clear let us set up an operator 75 ;

on Qn x, Tij : i — 77"/ We can replace the difference f(77)— f(77/) by a sum
j—2

(FG) = J () + Z (F(T—1a(- - Tjmoj1iir)) = f(Taga (- Tj—aj-17ir)))
l=i+1
+(F(Ty—2.j-17) — F(i1r)),

where 7~]T = ﬁT(ij) = ijlyj(Tj,Q’jfl(. .. Ti+1,i+2( i 1+17]))). Fllhng this term
in (14) and applying the Schwartz inequality we obtain:

N+K-2 N+K—-1

~ ~ 2
2 ; ];1 N+K 2 #N+K 1,K <I[ﬁ(i)—1,ﬁ(j)—o] (f(ﬂ) - f(n‘r)) ) (16)
N+K—2 N+K—1

2R Z Z N+K 2 Z Z( (T 1l< f(f))QﬂNJqu,K(é). (17)

=1 gJ=i+l1
4(171)_1,((1)_ £)=1
The term (16) is simple to estimate using just duality and then we get:
2(N —1) 2d,nvb
16) < —~— 2 _om
16) < §og—stve) < Fik—3
where the last inequality follows from (12).

Dy, f
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The estimate of (17) depends on the linear ordering ¢ : X,, — {1,..., N}
of the graph X,, )

(17) <2K2 37 By, Jicayso (¢ CO) — 1)) <

reX,
2
S 2K Paer il D > Ev, il (f(0) = F(r™))
zeX ucX, v:(u,v)e'ywﬁcfl(c(x)Jrl)
Uuv 2 1
= 2K2 Z Z EVn,KI[n(u)>O] (f(ﬂ)*f(n )) 5 Z |7;c,c(;c)+1|
u€Xy vi(u,v)EE, Ty o1 (e(a) 1) 2 (W)

<2K%a(e)b(e) > D Eu s Ipwso (f(n) —f(n“”))z-

uEXy vi(u,v)EE,

where we denoted a(c)=max,ex [Vz,c1(c(z)+1)l

{P)/z,cfl(c(z)Jrl) S>e:ireE X’ﬂ}

The sum in the last term is 2d,, multiple of the Dirichlet form (11) so we get
the final estimate

EX x
Enir—,kxf < (

and b(c)=max.cp,

2d,, v b

Vg5t 4K2dma(c)b(c)) Do f. (18)

For a special case of the binary tree X,, of height n (N = 2"*! — 1, the
maximal degree d,,, = 3, the maximal length of path v = 2n, the measure
of bottleneck b = 2™(2™ — 1)) there exists an ordering of the tree for which
a(c) =n and b(c) = 1. This completes the proof of Proposition 2.2.
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KLASIFIKACNI PRAVIDLA PRO
ELIPTICKY VRSTEVNICOVA ROZDELENI

Marie Forbelska

Klicovd slova: Diskriminac¢ni analyza, neparametrické a semiparametrické od-
hady hustot, souc¢inova jadra, hrani¢ni jadra, jadra s proménlivou $itkou oken,
elipticky vrstevnicové rozdéleni, M-odhady.

Abstrakt: Diskriminac¢ni analyza pouziva klasifika¢ni postupy, s jejichz po-
moci se objekt popsany vicerozmérnym znakem zaradi do jedné z koneé¢ného
poctu existujicich tfid. Postup klasifikace je zalozen na urcitych predpokla-
dech o vlastnostech objektd, napf. na predpokladu o norméalnim rozdéleni
nahodného vektoru, charakterizujiciho objekt. Pro tento pfipad byla odvo-
zena klasicka linearni a kvadraticka diskriminac¢ni pravidla. V pfispévku bude
ukdzano, ze obdobna linearni a kvadratickd (t.j. parametrickd) klasifika¢ni
pravidla 1ze najit i pro mnohem §irsi t¥idu vicerozmérnych rozdéleni, a to
pro tzv. elipticky vrstevnicova rozdéleni. Pro tento typ rozdéleni bude také
popsan neparametricky i semiparametricky pristup vychazejici z jadrovych
odhadt podminénych hustot figurujicich v klasifika¢nich pravidlech. Popsané
klasifika¢ni postupy budou demonstrovany na prikladu simulovanych dat z vi-
cerozmérného Studentova rozdéleni.

1 Uvod

Piedpokladejme, ze mnozina G né&jakych objekti (jedincd) sestava z k roz-
lisitelnych t¥id, skupin ¢i populaci Gy, ..., Gk, které jsou po dvou disjunktni
a tvori rozklad mnoziny objektt Q:ULI Gj (GinG;=0,i # j). Na kazdém
objektu nds budou zajimat dva statistické znaky X a Y = (Y1,---,Y,,)".
Znak X ma obor hodnot {1,...,k} a uréuje piislusnost objektu k dané t¥idé
a m-rozmérny znak Y objekt charakterizuje.

Necht W = (X,Y’) je ndhodny vektor definovany na néjakém prav-
dépodobnostnim prostoru (€2, A, P), ktery ma vzhledem k soudinové mife
1w=vx X uy hustotu fxv(j,y), kde vx je ¢itaci mira a py je Lebesguova
mira, pfi¢emz fxv (j,y)=p; f;(¥), kde p; jsou tzv. apriorni pravdépodobnosti
(pj >0, p1+---+pr=1) a f;(y) jsou hustoty vzhledem k Lebesguové mife.
Ziejmé f;(y) je podminénd hustota Y, kdyz X =j (j=1,...,k, y € R™).

Na zéakladé pozorovani y nédhodného vektoru Y chceme objekt zaradit
do jedné z k tiid. PouZijeme néasledujici bayesovské klasifikacni pravidlo (viz
napt. [3]): pokud pfi daném Y =y pro vSechna j # ¢ (¢,j=1,..., k) plati

pefie(y) = pifi(y), (1)

pak objekt zaradime do ¢-té ttidy.
Pfi praktickém provadéni diskriminacni analyzy mame k dispozici k£ sou-
bora objektd, pricemz vime, ktery objekt do které tfidy patii. Jde o tzv.
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trénovact data, na zakladé kterych provadime odhady neznamych apriornich

pravdépodobnosti a podminénych hustot. Pro j = 1,...,k ozna¢me pocet

objektt v j-tém souboru n; a N =n; + --- + ng, relativni cetnosti p; = %,

realizace y;1, ..., Y,n,, vektory vybérovych primért y; = ni an:ﬁ Yji, matice
J

v, 0 /.0 v o n; - —_ 7 v 7 . v_ 7’
souctt kvadratt a soucint Q; =) .7 (v;i—¥;)(¥ji—¥;) , vybérové kovariancni

Qj Y 1% . ~_ . . _ k nj—l .
g @ spole¢nou vybérovou kovarian¢ni matici S = > 1 5SS

matice S; =

2 Parametricka klasifika¢ni pravidla pro normalni roz-
déleni

Pokud pro j = 1,...,k podminéné rozdéleni ndhodného vektoru Y za pod-
minky, ze X=3, je m-rozmérné normalni Nm(uj7 3;) s vektorem stfednich
hodnot p; a kovarian¢éni matici X, resp. ¥ = 3; = .-+ = Xy, pak objekt
popsany vicerozmérnym znakem y zafadime do ¢-té t¥idy, pokud pro vsechna
j#Et(t,j=1,...,k) plati

Di(y)>D;(y) | Di(y)=-3In|Z)|—3(y— ;) S, (y—py) +1np;, (2)

resp. | di(y) > d;(y) | dj(y) = (y—3p;) =7y +1np;. (3)

Diskrimina¢ni metoda zaloZend na pravidle (2), resp. (3), v némz neznamé
parametry p;, 3;, p; po fadé nahradime y;, S; a pj;, resp. y;, S a pj, se
nazyva klasickd kvadraticka, resp. linearni, diskriminacni analyjza.

3 Parametricka klasifika¢ni pravidla pro elipticky
vrstevnicova rozdéleni

Rozsiteni linearnich a kvadratickych diskriminacnich pravidel ze tiidy nor-
malné rozdélenych klasifika¢nich znakt na tfidu elipticky vrstevnicovych bylo
inspirovéno ¢lankem [2] s kvadratickymi diskrimina¢nimi pravidly pro vice-
rozmérna Pearsonova rozdéleni typu II a VII a faktem, ze typické vlastnosti
vicerozmérného normalniho rozdéleni lze zobecnit na mnohem Sirsi tfidu elip-
ticky vrstevnicovych rozdéleni, kam obé jmenovand rozdéleni patii. Pti defi-
nici elipticky vrstevnicového rozdéleni vyjdeme ze znaceni pouzivaného v [6].

Definice 3.1. Rekneme, Ze m-rozmérny ndhodny vektor Y md elipticky
vrstevnicové rozdéleni (ECD rozdélent) s parametry p, ¥ a ¢, kde pu =
(U1, -y pom) ER™, X je pozitivné semidefinitni matice fadu (m x m), ¢ je
néjakd funkce ¢: [0,00)—R, jestlize charakteristickd funkce ¥ (t) ndhodného
vektoru Y = (Y1,...,Y,) md tvar ¢(t) =exp (it'n) ¢ (t'3t). Pak piseme
Y ~ EC,,(, X, ¢). Specialné, jestlize p =0 a ¥ = 1,,, EC,,(0,1,,,0) se
nazyvd sférické rozdéleni a piseme Y ~ Sy, ().

Pokud Y ~ EC,,(p, X, ¢), pak plati (viz napf. [6] nebo [5]):

(i) Pokud hodnost matice rk(X) ==k, pak Y ~ EC,,(u, 3, ¢) tehdy a jen
tehdy, kdyz Y ma stochastickou reprezentaci Y = p+ RAUy, kde Uy,
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je nahodny vektor s rovnomérnym rozdélenim na povrchu jednotkové
koule v R¥, R je nezdporna nahodna veli¢ina, R a Uy jsou nezavislé
a X=AA' je rozklad matice 3 (tj. A je (m x k) matice hodnosti k).

(ii) FY < oo (resp. DY < oo) tehdy a jen tehdy, kdyz FR < oo (resp.
ER? < o0), pficemz EY =p (resp. DY =—2¢/(0)S= 2 %),

(iii) Obecné ndhodny vektor Y nemusi mit hustotu vzhledem k Lebesguové
mife, avSak je-li absolutné spojity, musi byt matice 3 =AA’ pozitivné
definitni a plati: Y =p + RAU,, ~ EC,,(u, X, ¢) je absolutné spoji-
tého typu s hustotou fy(y), pravé kdyz proy € R™ je hustota ve tvaru
x(y) = cm |2|7%g ((y—u)’E_l(y—u)), kde tzv. gemerdtor hustoty

()

'z fooor%flg(r)dr.

Pritom hustotu nezaporné nahodné veli¢iny lze také vyjadrit pomoci

generatoru g, tj.

co m

o r2 " lg(r)dr < oo, ¢y =

g : [0,00) — [0,00) a

Jre(s)=m 3T () s % eng(s). (4)

A naopak, oznaéime-li p?(y)=(y—p)'E "' (y —p), pak

)=S0 () 7% fre (62(y)) 92"y, (5)

(iv) Méjme realizace ndhodného vybéruys,...,yy z rozdéleni EC,, (u, X, ¢)
s generatorem hustoty g, ktery je navic nerostouci a spojity. Oznac¢ime-
li vybérovy vektor stfednich hodnot y = %Z;;l yi, matici souctu
kvadrati a soucind Q = > 1, (y; — ¥)(y: — ¥)/, pak maafimdlné v€ro-
hodné odhady parametrii p a 3 jsou rovny fi,,,, =y a Xy = 7-Q,

g
kde z, > 0 je maximum funkce [(z) = 22" g(z). Je-li navic g diferen-

covatelna, z, je feSenim ¢'(z)+ %2 g(2) =0 (z > 0), nebo ekvivalentné

R . mn dln(g(z "(z
fesenim rovnice Wy (2)+%52 =0 (2 > 0), kde Wy(z)= % = %.
Predpokladejme, ze pro j=1,...,k jsou f;(y) m-rozmérnymi hustotami

(A) Pearsonova rozdélent typu II, znacime M PII,,(q, Ky ), ¢eR, g>-1,

(B) Pearsonova rozdélent typu VII, zna¢ime MPVIIm(q,p,/,Lj,Ej), p > 0,
q> % (pro g= m;p, p € N dostaneme vicerozmérné t-rozdéleni, jestlize
navic p=1, pak jde o vicerozmérné Cauchyovo rozdélent),

(C) Kotzova rozdéleni, znac¢ime M Ky, (q,p, 8, pj, 3j), p,s > 0, 2 +m > 2

(pros=1,g=1,p= % dostaneme vicerozmérné normalni rozdélent),

pro které
(A)  g(w)=(1-w)? pro |u| <1, FH SMEE _ 2qtmn g
—q oMLE
(B) gw=(1+1u) ", vy rems SR
() g(w) ZuTle*P“S, Cm = 7?7(@3(”%%) , i\:;vaE =m (qu,riihQ) : Q;.
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Klasifika¢ni pravidlo (1) je pro j # ¢ (t,j=1,...,k) ekvivalentni s pravidly
11 1 11 1
(A) il fE(Y)=cmDily zp; I (y)=cinD;i(y),
N
kde D;(y)=p) |Z;| 24 [1*(yfuj)/2j_1(yfuj)],
_1 1 _1 11 1
(B) —DP¢ qft K (Y) = Cmq Dt(Y) > 7pj qu N (Y) = Cmq Dj(Y)v
_1 1

kde Dj(y)=—p; * 3] [H%(y—uj)’ﬁj_l(y—uj)],
(C) In(pefe(y))=Di(y)+Inem > In(p;fi(y)) =D;(y)+Incm,

kde D;(y)=Inp;—3 In|Z;|—p(y—p;) =, (y—p;) a g=s=L1

)
)

Jestlize zanedbame konstanty ¢, a_ neztlzi]&nLéE parametry pj, p; a 3; po rfadé
nahradime odhady p;, ﬁj =y, a¥;=3%, , dostaneme pro vSechna j # ¢
(t,j=1,...,k) kvadratické diskriminacéni pravidlo (ECD-QDA)

i1 O
(A)  Aj=p]I3;| 24, Bj=p/]|3;| 24,
v —1 a1 _1 ~ 1
PHECINZ (B)  Aj=p, "800, By=-p, ' 1|57,
(©) A]:lnﬁ]félnﬁ]j\, Bj=p a g=s=1.
, ~ 1 k oOMLE
Pokud navic 31 =---=3 = ¥ a odhadneme ¥= Zj:l njEj , dosta-
neme pro j #t (t,7=1,...,k) linedrnt diskriminacéni pravidlo (ECD-LDA)
s ~ s ~ NS
di(y) > dj(y) |, kde d;(y) = a;+b; (y—3h;) £ &;, (7)
wizamy  (A): (B) a;=0, bj=1 a pi=-=py,
pricemz (C) aj=Inp;, b;j=2p a gq=s=1

4 Neparametricka klasifika¢ni pravidla

Podminéné hustoty f;(y) (j = 1,...,k) z klasifika¢niho pravidla (1) nej-
prve odhadneme pomoci tzv. soucinovych jader, ktera jsou soucinem m ja-
der jedné proménné: f;(y) = [y fie(yr) = 1Y n%z;zl h%tK (%),
Yy =W ym) € R™, yvi = Wi, - Yjim) € R™. Jddrem K rozu-
mime libovolnou symetrickou a ohrani¢enou funkci, pro niz ffooo K(y)dy=1
a lim, 4+ |y|K (y) = 0. Pro posloupnosti kladnych vyhlazovacich parametri
(téz sirek oken) {hj: = hji(n;)}°— pozadujeme, aby limy; oo hji(n;) = 0
a hmnj—mxn njhjt(nj) = 0.

V praci bude pouzité bud Gaussovo jidro K(y) = (2r)~Y/2¢=¥"/2 nebo
tzv. polynomickd jadra K(y)= rrs(1 — |y|")*I1_1,1)(y), kde Krs = SR
r>0,82>0a 4y = { (1) inneaILa’b] (pro r =2 a s =1,2,3 po fadé
dostaneme tzv. Epanechnikovo, biweight a triweight jadro).

Vhodnou metodou volby vyhlazovaciho parametru se v diskrimina¢ni ana-
lyze ukazala napt. jednoduché a rychld metoda zaloZzena na principu horni
hranice, tzv. prehlazeni (oversmoothing) ¢i maximalni vyhlazeni (mazimal
smoothing), vice viz [4] nebo [5].
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5 Semiparametricka klasifika¢ni pravidla

Budeme-li pfedpokladat, ze f;(y) (j=1,..., k) jsou podminéné hustoty blize
neuréeného elipticky vrstevnicového rozdéleni, pak lze s vyuzitim vztahu (5)
tyto vicerozmérné hustoty odhadovat napt. pomoci jadrovych odhadt jedno-
rozmérnych hustot f r2(p (p%(y)). Ve snaze eliminovat vliv odlehlych pozorovani,
v odhadech 7%, =57 (yﬂ) (yji— u])’Ej (yﬂ fi;) misto odhadi y; a S; pou-

zijeme Huberovy M-odhady ziskané z rekurentnich vztahi: u(o) o S Yy

25'0) = n—lj > (ya'm ' )> <YJ —ﬁ§o)> ) 7"](1”) = \/(yg'm—ﬁj(-”fl)) (2(}/71)> (YJi—ﬂ§V71)>a

) _ w(rﬁ)) ﬁ(vV-Fl) Eljl §l)yﬂ i\:(_V‘H) _ Z;Zl (w;?)) (yjru( ))(y, ﬂ?gu)) , pifi-
A SRR i (w0’
s e o
Gemz (s) = {SIgn(é)C o> e (vice [8], kde se doporucuje c=2 av=1,...,5).

Tim, ze staci uvazovat pouze jednorozmeérné jadrové odhady nezapornych
nahodnych veli¢in R?, na jedné strané pro velkd m uSetfime ¢as nutny k hle-
dani optimalni sirky vyhlazovacich parametri jednotlivych dimenzi, ng dryhé
strané vsak nevystacime s klasickymi odhady typu f R2( )= Z%l}
nebot je tfeba se vyrovnat s hraniénimi efekty. o ’
Pouzijeme proto tzv. linedrni hraniéni jadro typu (ls+m.u)K (u ) (v1z napft. [7])

. . omr2,
a dostaneme odhad f2.(s)=2L Y1 L |:li +ms h—;] K , kde K je
J J

n; =1 hj
ag(u) _ —aj(u)
ag(waz(w)—aZ(w)’ M =

)

<

jadro, jehoZ mnosi¢ je [—ur,uk|, lu =
a a(u)= mi[;({u’uK} u' K (u)du.

—u

ao(u)az(u)—af(u)

Chceme-li kvalitnéjsi jadrové odhady, muzeme pouzit také jadrové od-
hady s proménlivou sitkou oken f2,(s) = 3% ;K(h 5 ) kde \;; =
J

nj £l b
(Frz(20/0) . 0 < oy < 1, g, = & S In fra (1), mazveme e krce
J J
adaptivni (viz [10], kde se doporucuje volit o; =1).

6 Priiklad s vicerozmérnym Studentovym rozdélenim

K ilustraci popsanych klasifikacnich metod pouzijeme simulovana data z vi-
cerozmérného t-rozdéleni, tj. z MPVII, (q,p,p, %) pro p € N, ¢ = m+2
Pii generovani pseudondhodnych ¢isel y = (y1,...,ym)" vyuZijeme vztah
y=u+p(1—2)/2]' 2A H"” ,kde X=AA’, z je pseudondhodné ¢islo z rozdéleni
8 (q—%, %) av=(v1,...,0)" jsou nezavisld pseudondhodnd ¢isla ze stan-
dardizovaného normalniho rozdéleni (odvozeni viz [5]). Pomoci simulaci tak
vytvorime trénovaci soubor, ktery je smési t¥i dvourozmérnych t-rozdéleni
s 5 stupni volnosti pro n; = ny = ng = 30, puy = (0,3)", py = (0.75,0),

_ , _ (025 0125 [ 025 —0.046875 _
py = (1.5,2)', 31 = (0.125 1 )’ Xy = (70.046875 0.5625 ) a X3 =
( 025  0.13125

0.13125  0.5625
liva diskriminac¢ni pravidla. Na obrazku 1 jsou vykresleny vysledné hrani¢ni

. Na zékladé trénovacich dat byla zkonstruovana jednot-
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kiivky, které déli R? na tii oblasti, dale vrstevnicové grafy ptislusnych hustot
(teoretickych ¢i odhadnutych) spolu se simulovanymi daty (symboly o, x a ¢
znadi postupné body z prvni, druhé a tieti skupiny). Podle toho, ve které ob-
lasti bod lezi, je klasifikovan. Pomoci této resubstituce lze posoudit i¢innost
klasifika¢niho pravidla napf¥. diky % chybné klasifikovanych prvki.

(a) teoretické vysledky (b) ECD-LDA (c¢) ECD-QDA

°

var2
°

var2

var2

var 1

var 1
(f) klasické pro R2
N

(d) soucdinové (Gauss. jddro)

var2
var2
var2

var 1

(g) hraniéni pro R2

var2
var2
var2

var 1 var 1 var 1

Obrézek 1: Hrani¢ni kiivky spolu s vrstevnicovymi grafy podminénych hus-

tot.

Poznamky k obrazku 1:

1)

2)

®3)

Porovname-li teoretické vysledky klasifikace s parametrickymi klasifika¢nimi postupy,
jako jsou ECD-LDA (je pouzita i kdyz nejsou splnény predpoklady o rovnosti kova-
rian¢nich matic), tak ECD-QDA, pak se v tomto konkrétnim ptipadé vysledky prilis
nelisi, viz obrazky (a), (b) a (c).

I kdyz obecné na kvalitu jadrového odhadu méa vétsi vliv volba vyhlazovaciho para-
metru nez volba jadra, ze tvaru hrani¢nich kfivek na obrazcich (d) a (e) je zifejmé, ze
pii pouziti soucinovych jader je vhodnéjsi volit misto polynomického jadra s konecnym
nosi¢em (coz je napt. Epanechnikovo jadro) radéji jadro majici neomezeny nosi¢ (napf.
Gaussovo jadro).

Pii semiparametrickém piistupu odhadu hustoty nezapornych ndhodnych velic¢in R?
(=1,2,3) se ukazalo, ze problémy spojené s hrani¢nimi efekty neovlivnily tvar hranic-
nich k¥ivek, viz obrazky (f) a (g), kdezto pouziti odhadt s proménlivou §ifkou oken se
projevilo na jejich hladkosti, viz obrazky (h) a (¢). Pfi odhadech hustot R? (j=1,2,3)
bylo vzdy pouzito polynomické, a to Epanechnikovo jadro.
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(a) teoretické hustoty (b) ECD-LDA

25

(c) ECD-QDA
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Obrazek 2: Parametrické, neparametrické a semiparametrické odhady hustot.

Pro nazornou predstavu o rozdilu mezi teoretickymi hustotami a jejimi

odhady je pfipraven obrazek 2 a tabulka 1.

Poznamky k obrazku 2 a tabulce 1:

(1) Nejmensi odchylky vykazuji neparametrické metody od-
hadu pomoci soucinovych jader a semiparametricky od-
had s linedrnim hrani¢nim jadrem, viz metody (d), (e)
a (g).

(2) Néj\zétéi vychyleni, které je vzdy v okoli bodu gy, py
a pg, zpusobuji predevsim hranic¢ni efekty pfi odhadu
hustot nezédpornych nadhodnych veli¢in R? (1=1,2,3),
viz metody (f) a (h). Mezi horsi metody se piekvapivé
dostala i metoda (i) s proménlivou §ifkou okna s line-
arnim hrani¢nim jadrem.

Tabulka 1: Maximéalni
absolutni odchylky od
teoretickych hustot.

1. sk.

2. sk.

3. sk.

0.0383
0.0457
0.0263
0.0259
0.0730
0.0287
0.0701
0.0289

0.0502
0.0277
0.0394
0.0394
0.0929
0.0415
0.0871
0.0563

0.0601
0.0615
0.0631
0.0532
0.1029
0.0471
0.0965
0.0842

Uéinnost jednotlivych klasifika¢nich postupii lze vyhodnotit pomoci tzv.
konfusnich matic, % chybné klasifikace (ziskaného p¥i resubstituci) a také
¢asu (v sekundach) potfebného k vytvoreni klasifika¢niho pravidla a pro re-

substituci.
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cPU—time — 0.02 =

(b) ECD-LDA (¢) ECD-QDA

Vi | 0.00 [13.38[10.00] 778 ViEsaes. | 6.00 [10.0015.33] 775 |

(d) soucinové (Gauss. jadro) (e) soucinové (Epan. jadro)

cPU—time —o.s21 = cPU—time —o.s71s

(g) hraniéni pro R? (i) adaptivni i hraniéni pro R?

cPU—time = 0.32 = CPU-—time = 3.625 =

~irEs | 6.00] 6.7 [10.00 556 A S T gD

Tabulka 2: Konfusni matice, % chybné klasifikace a CPU ¢as.
Poznamky k tabulkdm 2(a)-(i):

1
2)

Nejnizsi % chybné klasifikace vykazuje neparametrickd metoda se soud¢inovym gaus-
sovskym jadrem, nasleduje semiparametrickd metoda s klasickym i hrani¢nim jadrem.
Podle o¢ekavani nejrychlejsimi byly parametrické metody, pak semiparametrické (s vy-
jimkou metody (7)) a nejpomalejsimi byly parametrické metody se sou¢inovym jadrem.
Absolutné nejhtre dopadla metoda (i) s proménlivou $ifkou okna a s linearnim hra-
ni¢nim jadrem. Stalo by za zvazeni, zda pro odhady hustot nezapornych nadhodnych
veli¢in nepouzit misto symetrickych jader jadra asymetrickd, jako jsou gamma jadra,
popi. IG (Inverse Gaussian) nebo RIG (Reciprocal Inverse Gaussian) jadra, jak se
doporucuje v pracich [1] a [9].
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NEPARAMETRICKE BAYESOVSKE
ODHADY V KOZIOLOVE-GREENOVE
MODELU NAHODNEHO CENZOROVANI

Michal Friesl

Klicovd slova: Funkce spolehlivosti, neparametrické bayesovské odhady, na-
hodné cenzorovani, Kozioltv-Greentiv model, gama proces.

Abstrakt: V pfispévku je odvozen neparametricky bayesovsky odhad funkce
spolehlivosti pii Koziolové-Greenové modelu ndhodného cenzorovani, jako
apriorni rozdéleni kumulativni intenzity poruch se predpokladd gama pro-
ces.

1 Uvod

Mezi bayesovskymi metodami jsou jako neparametrické oznacovany ty, které
pocitaji s apriornimi rozdélenimi nikoli pro koneény pocet parametrd urci-
tého rozdéleni, ale pro obvykle nekoneé¢nérozmérné parametry, jako je napft.
distribuéni funkce. Ferguson [2] pfedstavil jako apriorni model na prostoru
pravdépodobnostnich mér rozdéleni Dirichletova procesu a od té doby byla
zkouména jako apriorni celd fada procesi (beta, gama, smiSené, zprava ne-
utralni) s uplatnénim v rtiznych modelech analyzy dat o pfeziti ¢i teorie spo-
lehlivosti, véetné cenzorovani. V nasledujicim textu se budeme vénovat od-
hadu funkce pteziti v Koziolové-Greenové modelu ndhodného cenzorovani [7].
V tomto modelu je rozdéleni cenzoru svazano s rozdélenim cenzorované veli-
¢iny a nelze proto pouzit tradi¢ni odhady.

Jesté predtim ale struc¢né priblizime princip neparametrickych bayesov-
skych metod, nékterd apriorni rozdéleni a uplatnéni téchto metod v analyze
dat o preziti obecné. Z ptrehlednych ¢lankd shrnujicich tuto problematiku
jmenujme [4] ¢ [11].

2 Neparametricka apriorni rozdéleni

Uvazujme pozorovani X s hodnotami v méfitelném prostoru (X, .A), jejichz
rozdéleni () nezname. PFi parametrickém pristupu predpokladame, Ze rozdeé-
leni @) je urcitého typu, ze pochazi z urcité tizké rodiny rozdéleni paramet-
rizované kone¢nym poctem parametrii, napt. ze je normalni, Q = Q, ,> =
N(p, 02). V bayesovské statistice povazujeme parametry za ndhodné veli¢iny,
apriorni informace o nich je vyjadfena apriornim rozdélenim na mnoziné moz-
nych hodnot parametrt (v uvedeném piikladu na R x R™).

Pri “neparametrickém” pristupu se v iivahach o Q neomezujeme, t¥idou
moznych rozdéleni pozorovani mohou byt potencidlné vsechna rozdéleni na
(X, A), nezndmym parametrem je sama pravdépodobnostni mira Q). Pravdé-
podobnosti Q(A) jednotlivych mnozin z A povazujeme za nadhodné veli¢iny
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a celou nadhodnou pravdépodobnost Q = (Q(A4),A € A) muZzeme chépat
jako ndhodny proces indexovany prvky z A. Apriorni informace o ném je
popsana apriornim rozdélenim na mnoziné pravdépodobnostnich mér, resp.
jejich charakteristik, napf. distribu¢nich funkci v pripadé pozorovani s real-
nymi hodnotami.

Asi nejznaméjsim neparametrickym apriornim rozdélenim je rozdéleni Di-
richletova procesu [2].

Definice 2.1. Rekneme, Ze proces ) je Dirichletiiv s parametrem o = ngQo,
kde ng € R™ a Qo je pravdépodobnostni mira na (X,.A), pokud pro libovolnj
rozklad Aq,..., Ap € A, JA; = X disjunkiné, je

(Q(Al)a SRRR) Q(Ak)) ~ D(a(Al)a SRR a(Ak))a
kde D znaci Dirichletovo rozdéleni. Znacime Q ~ D(a).

Je EQ(AZ) - QO(AI) a var Q(Az) - Q()(Al)(l - QQ(Az))/(’n() + 1), rozdé-
leni procesu je tedy soustfedéno kolem pravdépodobnostni miry @, zatimco
no udava stupen koncentrace. Dirichletv proces pokryva ve smyslu nosice si-
rokou tfidu rozdéleni na (X, A), na druhou stranu @ je s pravdépodobnosti 1
diskrétnim rozdélenim. Dirichletovym procesem je napti. Q(A) = > p,dy, (A)
(0, zna¢i Diracovu miru soustfedénou v bodé ), kde body Y1, Ys, -+ € X, na
nichz je hodnota @) soustfedéna, se generuji jako ndhodny vybér z rozdéleni
Qo, a to nezavisle na prislusnych pravdépodobnostech p,, = 6,, [] ; en(1=105),
n € N, kde 61,02, ... jsou nezavislé s beta rozdélenim B(1,ng) [9]. [2] ukazuje
jinou volbu bodu a skokii.

Mnohem sirsi tfidou apriornich rozdéleni pro rozdéleni na X = R jsou
procesy neutralni zprava [1]. O zprava neutrdlnim procesu hovofime, kdyz
normalizované piirtistky distribuéni funkce F'(t) = Q(—o0,t)

F(te) — F(t1) F(ty,) — F(tn-1)
F(t,), ——————, ... ,———————=
1—F(t1) 1—F(tn-1)
jsou nezavislé pro libovolnd t; < to < --- < t,. Totéz muzeme vyjadrit také

pomoci piislusné “kumulativni intenzity” A(t) = —In(1 — F(1)).

Definice 2.2. Rekneme, Ze Q, resp. A je zprava neutrdlni proces, jestlize A
je neklesajici, zprava spojity proces s nezavislymi priristky a A(—o0) = 0,
A(0) = 0.

Nemé-li proces A nendhodnou slozku, s pravdépodobnosti 1 intenzita A
opét piislusi diskrétnimu rozdéleni. Tak jak intenzita A generuje na (R, B(R))
miru, zna¢ime strucné napt. A(s,t) = A(t—) — A(s), A{t} = A(t) — A(t—),
apod. Specialnim pfipadem zprava neutralniho procesu je gama proces.

Definice 2.3. Mayji-li prirustky zprava neutrdalniho procesu A gama rozdélent,
A(s,t) ~ G(no,nolo(s,t)), kde ng > 0 a Ag je néjakd kumulativni intenzita,
nazveme ho gama procesem a znacime A ~ G(no, Ao).
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Parametry ng a Ag maji podobny vyznam jako parametry Dirichletova
procesu, je EA(s,t) = Ao(s,t), var A(s,t) = Ao(s,t)/no. Rozdélenim G(ng, 0)
rozumime rozdéleni degenerované v 0. Podobné jako Dirichletiv proces, i ga-
ma proces muze byt definovan na obecném prostoru, nejen na (R, B(R)).

Podivejme se nyni, jak vypadaji neparametrické bayesovské odhady od-
povidajici uvedenym apriornim procestim. Jako pozorované data uvazujme
jednak uplny nahodny vybér X, ..., X, z rozdéleni @) a jednak vybér s cen-
zorovanim. Pripoustime tedy, ze i-ty ¢as X; muze byt zprava cenzorovan
veli¢inou Y; na ném nezavislou. Skutecné pozorované hodnoty pak tvori na-
hodny vybér dvojic

data = (21;51);-~'7(Zn;5n)7 kde Zz :IIllIl(XZ,Y;) a5i :I[Xq,qu,] (1)
jsou pozorovany ¢as (skuteéné pozorovani X; nebo ¢as cenzorovani) a indi-
kétor cenzorovani. Znac¢me jako Ny = #{i, X; > t}, resp. Ny = #{i, Z; > t},
pocet pozorovani prekracujicich ¢.

Je-li apriornim rozdélenim ) Dirichletiv proces D(a), a = noQo, pak
aposteriorni rozdélenim (Q | X1,...,X,,) je opét Dirichletuv proces, D(« +
> dx,). V ptipadé redlnych pozorovéani tak napt. pfi kvadratické ztratové
funkeci mame jako bayesovské odhady distribuéni funkce F'(z) = Q(—o0, x),
resp. stfedni hodnoty rozdéleni @), prislusné aposteriorni stfedni hodnoty

- (= 2 F, __ E X
Fla) = (a+ 3 0x)(~002) _ moFo(x) +nFu() g5 noEQo+n
ng+n nog +n ng+n

kde Fj je distribuéni funkce prislusna Qg a F), je empiricka distribu¢ni funkce
pozorovani. V piipadé cenzorovanych pozorovani (1) uz konjugovanost sys-
tému Dirichletovych mér neplati, aposteriorni rozdéleni spada mezi beta-
Stacyovy procesy [12]. Odhad funkce spolehlivosti S = 1 — F je ale dobfe
znam a ma tvar [10]

~ noSo(t) + Ny noSo(z—) + N(z—) — u(x
5 = n(J)rn H (nS(x)(+])\7 <
0 e Mo 050 x
kde So(t) = 1 — Fo(t), u(t) je pocet necenzorovanych pozorovani v oka-

mziku ¢ a M} jsou okamziky s (alesponi jednim) cenzorovanym pozorova-
nim, M} = {z £ t,3;Z; = x,0; = j}, j = 0,1. Dokonce rozdéleni Y; se
pro rtzna ¢ mohou lisit a mtze jit také o degenerované nahodné veli¢iny,
cenzorovani ¢asem. PTi zmensujici se mife pocatecni informace ng — 0 je
F — F, aEQ — X a podobné v piipadé cenzorovani dostaneme v limité
neparametricky Kaplanuv-Meiertuv odhad, S(t) — erMtl (I —wu(z)/N(z—)).

Podobnéa “konjugovanost” plati i pro zprava neutralni procesy, ve tfidé
zprava neutrélnich procesii (pfi danych hodnotach cenzort) zistaneme i v p¥i-
padé cenzorovéni, viz [3]. Zajimavou vlastnosti je, ze i kdyZz proces kumu-
lativni intenzity A nema za apriorniho rozdéleni skoky v pevnych bodech,
v aposteriornim rozdéleni se takové skoky v okamzicich pozorovani vzdy ob-
jevi. Ve tridé zprava neutralnich procest ztistaneme dokonce i pfi jiném cen-
zorovani, napt. X; 2 Y;. Zapis odhadt je v obecné $ifi komplikovany, uvedme
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aspon specidlni ptipad gama procesu. Je-li apriorné A ~ G(ng, Ag), kde Ag je
spojita, a jsou-li pozorovani navzajem rizna, pak

S ng + Ny \molo(t) n; + 1\ nodo(®) In((n; +2)/(n; + 1))
FU)ili(no—i—Nt—i—l) H ( n; ) In((n; +1)/n;)

LA =

kde n; = no + Nx,. Aposteriorni rozdéleni A ale gama procesem neni. V pii-
padé cenzorovéani (1) ma (pfi Z; navzéjem ruznych a spojité Ag) odhad opét
stejny tvar, soucin nyni probihd pouze pres necenzorovand pozorovani.

Existuje a pouziva se fada dalsich apriornich rozdéleni, napf. smési Di-
richletovych ¢i gama procestt nebo naopak Dirichletiv proces, jehoz parametr
je smési rozdéleni. Jiné apriorni procesy mohou vést, na rozdil od popsanych,
ke spojitym rozdélenim, nebo pfimo modelovat ndhodné hustoty ¢i (nekumu-
lativni) intenzity poruch. V uréitych situacich mize byt vhodngjsi zabyvat
se misto kumulativni intenzity A jeji variantou A*(z) = f<0’x>(dF(t)/S(t—)),
x >0, viz [5].

3 Odhady v Koziolové-Greenové modelu

V Koziolové-Greenové modelu se u pozorovéni (1) predpokldda, ze distribuéni
funkce F' dob zivota X; je s distribucni funkci Fy Casti cenzorovani Y; svizana
podminkou 1—Fy = (1—F)7 s néjakou konstantou v > 0, tzn. ze kumulativni
intenzity jsou si timérné, Ay = yA. Rozdéleni X; a Y; tak maji spolecny
parametr a i v pozorovani samotné cenzorujici veli¢iny (Y; = ¢t nebo Y; = t)
je obsazena informace o kumulativni intenzité A. S tim uvedené priklady
odhadii nepocitaji. Podobny problém fesi v modelu konkurujicich si rizik [8]
zavedenim “vicerozmérného” Dirichletova procesu.

Budeme predpokladat, ze “parametry” A a ~ jsou pfi apriornim rozdé-
leni nezévislé, A je gama proces G(ng, Ag) a rozdéleni v ma hustotu 7 (7),
~v > 0. Pro jednoduchost zapisu budeme dale predpokladat, ze Ag je kumu-
lativni intenzita spojitého rozdéleni, ze pozorovani Z; jsou navzajem riuzna
a jiz uspofadand vzestupné. Ozna¢me jesté dale jako Go(a,b), a > 0,0 > 0
rozdéleni na R s hustotou a momentovou vytvorujici funkci

le oz —e7b® In((a —6)/(b—0))

@) = @y °> % MO ="

, 0 < min(a,b),

které vyplyne jako aposteriorni rozdéleni skokid u A, a nakonec

1o )”OAO(ZJ—MZJ)
no + Nijl(]‘ + ’Y)
no+Nz; (147)

et )
ot Nz, (1+7)+1°
Dj(v) = (;Lo+]flsz(1+'y)+1

—In o e

Ci(v) = ( ) (2)

;=1
5; =0,
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kde NNV; stale znaci pocet pozorovani Z; prekracujicich ¢, za nasich specidlnich
pfedpokladt tedy Nz, =n — j.

Nyni muzeme zformulovat tvrzeni o aposteriornim rozdéleni parametra.
Prestoze pii apriornim rozdéleni proces A nemé skoky v pevné danych bo-
dech, v aposteriornim rozdéleni takové skoky jsou, a to v bodech pozorovani.
Skutec¢nost, ze rozdéleni téchto skokii nezavisi (v nasem piipadé) na konkrét-
nich ¢asech pozorovani je dana homogenitou gama procesu jakozto Lévyova
procesu (viz [3]).

Tvrzeni 3.1. Je-li A apriorné rozdélena jako gama proces G(ng,nolo), kde
Ao je absolutné spojitd funkce, a v ma apriorni hustotu 7(vy), v > 0, a je
nezavislé s A, pak pii dangch pozorovanich (1) s uspordddnim Zy < --- < Z,
pro aposteriorni rozdéleni plati

e (A | data,v) je rozdéleni procesu s nezdvislymi priristky, pricemz pro
(s,t) C (Ziy Zig1),1=0,...,n (volime Zy =0, Z,,41 = 00) je

(A(s,t) | data,v) ~ G(ng + Ns(1 4+ 7v),noMo(s,t))
aprot=2Z; ma A vt skok s rozdélenim

Nz (1 N, (1 1 L
(A{Z;} | data,v) ~ Go(Nz; (1 +7), Nz,(1 +7) +1), 5 =1,
Go(Nz,(1+7) +1,Nz,(1+~)+1+7), & =0,

e (v|data) md rozdéleni s hustotou

(v | data) o (HC ) (), y>0.

Diikaz. Aposteriorni rozdéleni ziskdme postupnymi aktualizacemi po jednot-
livych pozorovéanich (Z,6). Kazdé takové pozorovani zachycuje bud dvojici
X=tY 2t kdyz Z =1t,6 =1, nebo X > t,Y =t, kdyz Z = t,6 = 0.
Naznacime dukaz aktualizace po prvnim pozorovani pro pripad s § = 0, tj.
vypocet aposteriorniho rozdéleni po pozorovani dvojice X > ¢, Y =t.
Zvolme libovolné déleni 0 =ty < t; < -+ <t < oo s délicimi body ruz-
nymi od ¢ a necht i je ten index, pro néjz t € (t;_1,t;). Postupujeme ve dvou

krocich. Nejprve urcéime aposteriorni rozdéleni veli¢in v a A = (A1,..., \g),
kde \; = A(tj_1,t5), 5 = 1,...,k, pfi daném Y = ¢t. Jejich momentova
vytvorujici funkce mé v bodé (90, 01,...,0;) hodnotu

M) =EU|Y = 1) = / Moyt (Brs - 07y | Y = D) dy, (3)
0

U = e"%e2 A% Spocteme I(z f M) fy (t)dt, x € (ti—1,t:), kde fy
zna¢i nepodminénou hustotu Y a odtud pak M(t) = (=1/fy(¢))(dI(t)/de).
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7 definice podminéné stredni hodnoty mame

I(x)/y> E(U|Y)dP:/ U dP=EU -P(Y >z|A,7))

Y>x

= E(Uei’yA(m)) — E(e’YGO H e*)‘j(’Y*GJ) . e*Ail(’Y*Qi)eAizei . H e)\j9j>
7<i >t

/OO 0o H( ng )”OAE? ( no )nok?l(:c)
= e R — o —_—
0 jisnoty —0; no+7 — 0
ng )"0/\?2(55) ( no )no)\?
’ d
(no —0; j]-:-[ ng — 0; () dy

pii znaceni \) = E\; = Ag(t;-1,t;) a podobné A}, (z) = Ag(ti—1, ), Ay () =
Ao(z,t;). Ve vysledném vyrazu pro M (t) (po zminéném zderivovani) si pii
srovnani s (3) pfecteme hustotu 7(v |Y = t) a vytvoiujici funkci My, y—)-
Ta se rozpada na soucin vytvorujicich funkei velicin A, veli¢iny Ay, ..., Ax
jsou tedy pri daném ~ (a Y = ¢) nezavislé. Kromé \; jde o vytvorujici funkce
gama rozdéleni, veli¢ina \; = A(t;—1,¢;) méa vytvorujici funkei jako soucet
nezavislych veli¢in s rozdélenimi G(ng + 7, noMo(ti—1,t)), Go(no,no + 7)
a G(no,nolMo(t,t;)). Ve skutecnosti popisuje tato trojice rozdéleni veli¢in
A(ti_l, t), A{t} a A(t, ti).

Nakonec pfidame jesté pozorovani X > t, aktualizované aposteriorni hus-
tota napt. pro A = (\j, j # i, Ai1, Aey = A({t}), Ai2) a v bude

7MY X >tY =) « P(X >t | ANy, Y =t)r(\,v|Y =1)
=P(X > t[ANTA Y| Y =t) =e” Cuci MMM () y [V = 1),

V pfipadé s 6 = 1 bychom stejnym postupem nejprve urcili rozdéleni
parametrti pfi X = t a ndsledné piidali Y = ¢. Podobné bychom aktualizovali
aposteriorni rozdéleni pfi dalsich pozorovanich, do déleni bychom zatradili
také vSechny ¢asy predchozich pozorovani. |

V dtikazu jsme vyuzili, jak radi [6], konkrétniho tvaru apriorniho rozdé-
leni. Obecnéjsi diikazovou techniku, zaloZzenou na Lévyoveé mife neklesajiciho
procesu A, nabizi [1]. Ke spravné aposteriorni hustoté ale vede i jednodu-
chy intuitivni pfistup — zkombinovat apriorni hustotu parametrt s vérohod-
nostni funkci danou pozorovanimi. Do apriorni hustoty ovSem musime pro
(apriorné) nulové veliciny A\(;3 = A{t}, t = Z;, formalné zapsat “hustotu”
AfjaefnoA{i}, Arjy > 0, jakozto hustotu “gama” rozdéleni G(ng,0). Mame
tedy

AT —noxs . y—1 a—noA(s
w(A)ocHAj e TeAGe i
a do vérohodnostni funkce s kazdym pozorovanim pridavame c¢len typu

e~ i< A (L47) =325 i Ay (1+7)pi
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pro pozorovani v ¢ase t;, kde p; = 1 — e~ Mi} u pozorovani necenzorovaného
ap; = e M (1 — e M) u cenzorovaného. P¥i daném v rozezname pak
hustotu A a snadno zjistime i normovaci konstanty C;(y) a D; (7).

Uvedme koneéné tvar bayesovského odhadu funkce spolehlivosti pro dobu
zivota pti kvadratické ztratové funkci, tj. aposteriorni stfedni hodnotu veli-
¢iny exp(—A(t)).

Tvrzeni 3.2. Za predpokladi predchoziho tuvrzeni mame pro funkci spolehli-
vosti S bayesovsky odhad

R / (H Cl(v)Dy (v)) CH(7)Cia(7)Di(7) (H C;(y)D, (7)) 7(7) dy

t) _ 7<i J>1

/ <H Cj (’y)) Ci1(7)Ci2(7) (H D; (’y)) 7(y) dy

J#

t € (Zi—1,2Z;), kde Cii(7y), resp. Cia(y) jsou jako Ci(v) v (2), ale s exponenty
noAo(Zi_1,t), resp. noMAo(t, Z;) a CF, resp. DT jsou jako C a D, ale s Ny(1+
v) + 1 misto N¢(1 4 7).

Diikaz. Pouzijeme znaceni jako v dikazu predchoziho tvrzeni, ale s délenim
0=Zp<Z1<--<Zpaste (Zi—1,7Z;). Politame

5(t) = Be 0 = B[ (T Be™ [ ) Ble 01 7)) Bl 7)),

Jj<i

kde vSechny stfedni hodnoty rozumime navic jako podminéné pozorovanimi
(1), tj. pfi aposteriornim rozdéleni. Ve vyrazu uvedené stiedni hodnoty E(.|7)
jsou postupné C;f ()/C;(v), D (v)/D;(7) a C(7)/Cir (7). O

Omezujici predpoklady jsme zavedli jen z divodu piehlednosti, v jejich
uvolnéni ndm nic nebrani. Pokud napf. pfipustime skoky v “apriornim od-
hadu” Ay, pak v ptipadé shody nékterého pozorovani s bodem skoku se
jako aposteriorni rozdéleni skoku v takovém bodé misto rozdéleni Gy ob-
jevi rozdéleni s hustotou imérnou rozdilu gama hustot a misto “normovaci
konstanty” D(y) rozdil “konstant” C(v). Podobné, lze dospét k aposterior-
nim rozdélenim i v pripadé shod ¢asti nékterych pozorovani. V piipadé dvou
cenzorovanych pozorovani ve stejném case t = t; to znamena v prislusném
délicim bodé ¢len e=2M: (1 — e~ *17)2, kdyz byla obé cenzorovand, nebo
e Mt (1 — e~ M117)(1 — e~ M4, kdyZ jedno bylo cenzorované a jedno niko-
liv. Tomu pak odpovidaji i normovaci konstanty, misto D;(y) dostaneme
(no+2)(no+2+2v) (no+1)(no+2++)

(no+2+7)2 (no+1+4+7)(no+2)
typy cenzorovanych pozorovani jako jsou X =Y =tnebo X 2 Y)Y =t

Podobny postup jako pro gama proces je mozné uplatnit také pro jina
apriorni rozdéleni. Napf. v piipadé apriorniho Dirichletova procesu 1—e =4 ~

D(«) v normovacich konstantach vyjdou rozdily digama funkei.

In , resp. In Podobné muzeme uvazit i jiné
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ODHAD RIZIKOVE NEUTRALNI
HUSTOTY ZALOZENY NA CENACH
EVROPSKYCH OPCI

Zdenék Hlavka

Klicova slova: Ocenovani opci, rizikové neutralni hustota, metoda nelineér-
nich nejmensich c¢tverci.

Abstrakt: Cilem tohoto ¢lanku je navrhnout jednoduchy odhad rizikové ne-
utralni hustoty zaloZeny na pozorovanych cenach evropskych opci. Navrzena
metoda je pouzita na ceny kupnich opci na index némeckého akciového trhu
v lednu 1995.

1 Uvod

Vlastnik kupni opce evropského typu ziskd v ¢ase T' ¢astku (Sp — K)y =
max (St — K, 0), kde Sy oznacuje cenu pifislusné akcie (v ¢ase T') a K reali-
za¢ni cenu piedem dohodnutou v éase t < T.V ¢ase t 1ze cenu Cy (K, T') takové
opce, tj. prava koupit danou akcii v ¢ase T' za cenu K, zapsat jako stiedni
hodnotu zisku nasobenou diskontnim faktorem zohlednujicim bezrizikovou
arokovou miru 7:

+o0
Ci(K,T) = exp{—r(T - 1)} / (Sr— K) 4 /(Sr)dSr. 1)

kde f(e) je hustota ndhodné veli¢iny Sp. Hustota f(e) odpovidajici pozoro-
vanym cendm opci se nazyva rizikové neutralni hustota (RNH).

Zajimava je zavislost ceny opci na realizac¢ni cené. Jednoduse se da ukazat,
ze cena evropské kupni opce jako funkce realiza¢ni ceny musi byt kladna,
klesajici a konvexni. Ceny kupnich opci na index némeckého akciového trhu
DAX v lednu 1995 jsou graficky znézornény na obrazku 1.

Cena C(K,T) kupni opce evropského typu, jako funkce realizaéni ceny
K v pevném case t a s pevnou dobou splatnosti 7', dovoluje vyjadrit RNH
f(e) v nasledujicim tvaru [5]:

92C,(K,T)

FUK) = exp{r(T — 1)} 21

. (2)
Vyjadfeni (2) se ¢asto s tspéchem pouzivd k odhadim RNH pomoci nepa-
rametrickych jadrovych odhadu [1], [2], [3]. Jiny zajimavy pFistup zaloZzeny
na metodé neparametrickych nejmensich ¢tverci a umoznujici splnéni vSech
pozadovanych podminek je navrzen v ¢lanku [8]. Dalsi parametrické i nepa-
rametrické metody jsou shrnuty v ¢lanku [6].
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Obrazek 1: Ceny kupnich opci v zavislosti na realizac¢ni cené a na dobé splat-
nosti v lednu 1995 (levy obréazek) a ceny opci v zavislosti na realizacéni cené
pro nejkratsi dobu splatnosti 17. ledna 1995 (19950117).

Dilezitou aplikaci odhadu RNH je studium rozdilad mezi RNH a sku-
tefnou hustotou veli¢iny St, tj. studium vztahu investori k riziku, napf. [2].
Predpokladame-li totiz rizikové neutralni chovéani investor®, pak RNH presné
odpovidéa hustoté ndhodné veli¢iny Sp. V praxi se ukazuje, ze tento predpo-
klad byva porusen zvlasté pro opce, které umoznuji ziskat maly zisk s velice
malym rizikem nebo, na druhé strané, velky zisk s velkym rizikem.

Cilem tohoto ¢lanku je konstrukce odhadu RNH, ktery bude mozné jedno-
duse zobecnit i pro heteroskedasticka a zavisla data. Dalsim cilem je jednodu-
cha konstrukce konfiden¢nich intervalti zaloZzend na asymptotické normalité
ziskanych odhadi. Navrzenou metodu pouzijeme na ceny opci na index né-
meckého akciového trhu v lednu 1995.

2 Oznaceni a jednoduchy linearni model

Oznacme i-tou pozorovanou cenu C; = C; ;(K;, T). Symbol K; bude oznaco-
vat realiza¢ni cenu odpovidajici i-tému pozorovani. V nasich datech se vysky-
tuje pouze malé mnozstvi rozdilnych realiza¢nich cen, zatimco pocet pozo-
rovani je mnohonasobné vétsi. Proto je uzitecné zavést nasledujici oznaceni.
Necht C = (C1,...,C,) " oznacuje vektor pozorovanych cen opci. Piedpoklé-
dejme, ze vektor odpovidajicich realiza¢nich cen méa nasledujici strukturu:

Ky k1 1n1
Ky ko1,

K, kplo,
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kde k1 < kg < --+ < kp, n; = > I(K; = kj) a 1,, oznacuje sloupcovy
vektor jednicek délky n.

Pro pevny cas t a pevnou dobu do splatnosti 7 = T — ¢, nyni vyjadiime
i-tou pozorovanou cenu opce, odpovidajici realiza¢ni cené K;, jako

Cpi(Ki, T) = p(K;) + i, (3)

kde ¢; jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny s rozdélenim N (0, o2).

2.1 Existence a jednoznacnost

V nasich datech i ve skutecném zivoté pozorujeme misto spojitych funkeci

pouze nékolik funkénich hodnot. Proto formulujeme podminky kladené na

cenu opci pouze pro diskrétni ptipad, kdy jsou ceny opci C(K;),i=1,...,n

pozorované pouze pro nékolik rtznych realizac¢nich cen ky < --- < kp, p < n.
Ceny opci C(e) spliiuji nasledujici podminky:

1. C(k‘z) >0,2=1,...,p,
2. k; < kj implikuje C(k’l) > C(k’j),

3. ki < kj < ki implikuje —1 < CfY, < Oy <0,
kde C’,S?kj = {C(k;) — C(kj)}/{ki — k;j} oznacuje pfirozeny odhad prvni de-
rivace funkce C/(e).

Regresni funkce C je jednoznacné urcena svymi funkénimi hodnotami
v bodech k1, ..., kp a jeji druhé diference aproximuji RNH. Podobné jako v [7]
budeme povazovat soubor funkci C, splnujicich podminky 1-3, za podmnozinu
p-rozmérného Euklidovského prostoru. Regrese C spliiujici podminky 1-3 je
nejblizsi bod mnoziny C k pozorovanému C'.

Mnozina C funkci spliiujicich podminky 1-3 méa néasledujici vlastnosti:

e C je uzaviena v topologii indukované Euklidovskou metrikou se vzda-
lenostmi d(f, ) = 327 {f(K:) — g(Ki)}?,

e C je konvexni, t.j., pokud f,geCa0<a<1,pakaf+(1—a)geC.

Lemma 1 Je-li C regrese funkce C'(o) na K1, ..., K, za podminek 1-3 a jsou-
li a a b konstanty takové, Ze a < C(k;) <b,i=1,...,p, pak a — (k, — k1) <

Cki) < b+ (kp — ky).

Duikaz: Neni moiné, aby C(k;) bylo mensi nez a nebo vétsi nez b pro viechna
k;, protoze v takovém pripadé by ke zmenseni souctu ¢tverct stacilo posunout
celou regresni funkci. Meze nyni implikuje podminka 3. |

Véta 1 Existuje regresni funkce C = argmingec d(C, f), spliujici podmin-
ky 1-3.
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Bo + 3081+ 202+ B3 = 11

Bo+ B1+ P+ B2 = 2

Bo + B1 = 3

50:u4

Obrazek 2: Grafické znazornéni dummy proménnych pro ceny kupnich opci.

Dtikaz: Lemma 1 ifk4, ze C' patii do mnoziny C € M, ohranifené zespodu
a — (kp — k1) a zeshora b+ (k, — k1). Divame-li se na funkce jako na body
v Euklidovském prostoru, je jasné, ze spojitd funkce d(m, f) nabyva svého
minima na uzaviené a omezené mnoziné C. o

Poznamka 1 Predpoklidejme, Ze C je konvezni mnoZina funkci a C je dand
funkce. Je-li C' = argmingec d(f,C), pak pro kaZdou f € C plati

Z{C(Ki) — C(K)} () — f(K0)} > 0. (4)

Ezistuje nejvyse jedna funkce C spliugici (4).

Dukaz: Viz Véta 1.3.1 v [7]. O
Dusledek Regresni funkce C spliugict podminky 1-3 existuje a je jednoznac-
né urcend.

Dutkaz: Tvrzeni plyne z véty 1 a z poznamky 1. a

2.2 Linearni model
Oznac¢me stfedni hodnotu ceny opce pfi dané realizacni cené k; jako u; =
EC(k;). Nyni vyjadiime podminéné stfedni hodnoty 4, j = 1,...,p, pomoci
koeficienti 8;,i =1,...,(p — 1) jako
:up = ﬁo;
Hp—1 = Do+ b,
pp—2 = o+ 201+ Pa,
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Hp—3 Bo + 361 + 2062 + [33,

o = Bo+ -1+ (p—2)B2+ -+ Fp-1.

Na obrazku 2 je tento jednoduchy linearni model graficky znédzornén pro ¢tyti
realiza¢ni ceny.

Z obréazku 2 je také dobie vidét interpretace regresnich koeficientt 3;.
Parametr §y je pramérna cena opce v bodé 4. Podle podminky 1 musi byt
tento koeficient kladny. 3; je rozdil mezi cenami opci v bodech 4 a 3 a podle
podminky 2 musi byt tento koeficient také kladny. Dalsi koeficient, (2, mu-
zeme popsat jako zménu prvni derivace v bodé 3 a tedy jako odhad druhé
derivace v tomto bodé. Podobné, (3 interpretujeme jako odhad druhé deri-
vace funkce C'(K) v bodé 2. Podle podminky 3 musi byt (2 i O3 vétsi nez
nula. Podminka 3 znamena také, ze 51 + (B2 + B3 < 1.

Interpretace koeficienti nakreslenych na obrazku 2 je zjednodusena diky
predpokladu, ze vzdalenost sousednich realiza¢nich cen (bodi na horizontélni
ose) se rovna jedné. V praxi tento pfedpoklad nebyva splnén a pro zachovani
interpretace parametri 3; musime pouzit matici experimentu

LA AL, AL, e A} A
1 A2 A2, A2, - A O
A= : S (5)
_ —2
1 A2 A2 9 ... 0 0
1AL 0 0 - 0 0
1 0 0 0 0 0

kde A;'- = max(k; — k;,0) oznacuje kladnou €ast rozdilu mezi k; a kj, t.j.,
i-tou a j-tou (1 < i < j < p) nejmensi pozorovanou hodnotou realiza¢ni ceny.
Vektor prumeérnych cen opci u lze zapsat pomoci parametri 3 jako

H1 Bo
Sl IRV B (©)
Hp Bp—1

Podminky 1-3 mizou byt vyjadfeny pomoci parametri linedrniho mode-
lu (6). Postacuje predpokladat, ze 5; >0,i=0,...,p—1a Zf;; B; < 1.
3 Nelinearni metoda nejmensich ¢tverca

Kvuli snadnéjsimu vypoctu je vyhodna nasledujici reparametrizace. Parame-
try 8;, ¢ = 0,...,p — 1, nahradime parametry &;, j = 0, ..., p nasledujicim
zpusobem

Bo(§) = exp(éo),
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B exp(§1)
61(5) - ?:1 eXp(é—j))
_exp(p-1)
ﬁp—l(f) - ;;):1 eXp(§j) .
Rovnost
-1 -1

exp(&p) Zexp(@-) =1- Z@-(s)

ukazuje vyznam parametru &,. Pokud by byl tento parametr roven —oo,

pak by Zf;; B3;(€§) = 1. Vé&tsi hodnoty tohoto parametru by znamenaly,
7e pozorované realizacni ceny nepokryvaji cely nosi¢ hustoty RNH.

3.1 Inverzni transformace parametru modelu

P1i vypoctu je uziteéné védét, jak lze spocitat hodnoty parametru £ ze zada-
nych parametri 3.

Lemma 2 Spliuje-li vektor 8 = (B1,...,0,)" podminku B, = 1 — Zf;ll Bi,
pak odpovidagici vektor & = (&1,...,&,) " spliuje systém rovnic

(81, —L)exp¢’ = Aexpé’ =0, (7)

kde 1, je p-rozmérny vektor jednicek a I, je (p x p) jednotkovd matice. Ddle
plati, Ze rank A = p—1. Systém (7) md nekoneéné mnoho tesend, kterd mohou
byt vyjddiena jako exp(§) = (A~ A —1,) z, kde A~ znaci zobecnénou inverzi
matice A a kde z je libovolny vektor z RP takovy, Ze vyraz na pravé strané
je kladny.

Dukaz: Vztah (7) a hodnost matice A 1ze odvodit z definice §(¢) pouzitim
jednoduché algebry (fadkové soucty matice A se rovnaji nule). Reseni systé-
mu rovnic (7) plyne napt. z Véty IV.18 v [4]. O

Zbyva uz jenom volba vhodné pseudoinverze A, tj., volba vhodného
vektoru z v Lemma 2.

Lemma 3 Hodnost matice A=A — 1, je 1. Z toho plyne, Ze jakékoli Teseni
systému rovnic (7) je nasobkem sloupcového souctu matice A~ A—1,. Vektor
z v Lemma 2 miZe byt zvolen jako z = £1,, kde znameénko je zvoleno tak,
aby ziskané resent bylo kladné.

Duikaz: Z definice pseudoinverzni matice vime, Ze
AATA - A=A(A"A-T,) =0. (8)

Lemma 2 iik4, ze rank A = p — 1. Vztah (8) implikuje rank (A~ A —1,) < 1.
Jelikoz zfejmé A~ A # I, tedy 0 # rank (A~ A —1,) = 1. O
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Obrazek 3: Porovnani odhadu bez a s podminkami 1-3. Odshora: odhad
zavislosti cen opci na realiza¢ni cené a odhady prvni a druhé derivace. Kupni
opce na DAX 17. ledna 1995.

3.2 Algoritmus
Navrzeny algoritmus se sklada z téchto krokt:

e ziskani poc¢atecniho odhadu 3%, napf. pomoci izotonické regrese [7] pou-
zité na odhady prvni derivace ziskané metodou v odstavci 2.2,

e transformace pocatecniho odhadu BS na pocatecni odhad parametru
&% metodou popsanou v odstavci 3.1,

e minimalizace souctu ¢tverct a ziskani odhadu parametri é af=p¢)
popsanych v odstavei 3 numerickymi metodami.

4 Aplikace

Z obrazku 1 je dobte vidét, ze opce se obchoduji pouze pro nékolik realizac¢nich
cen. Pokud se omezime pouze na nejkratsi dobu splatnosti, dostaneme graf
na pravé strané, kde pozorujeme 410 obchodt pouze pro p = 12 riznych
realiza¢nich cen pravidelné rozmisténych mezi 1925DM a 2300DM. Pouze
osm obchodi ptitom probéhlo s opcemi s realiza¢ni cenou nizsi nez 2000DM.

Pouzitim navrzené metody a aplikaci algoritmu popsaného v odstavci 3.2
ziskdme odhady nakreslené na obrazku 3. Horni graf obsahuje pozorované
ceny opci, odhad ceny opci pomoci linearniho modelu bez jakychkoliv omezeni
a odhad ceny opci splinujici podminky 1-3. Na tomto grafu oba odhady témér
splyvaji.
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Prostredni a spodni graf na obrazku 3 ukazuji postupné odhady prvni
a druhé derivace. Odhad nespliujici podminky 1-3 je oznacen tmavsi ¢arou
a je zfejmé, ze tady se oba odhady jiz velice 1isi. Nejvétsi rozdily pozoru-
jeme pro odhad druhé derivace (RNH) pro realiza¢ni ceny nizsi nez 2000DM.
To je zpusobeno tim, Ze v této oblasti mame k dispozici pouze maly pocet
pozorovani.

5 Zavér

7 obréazku 3 je zfejmé, ze ignorovani podminek 1-3 miize vést k velice Spat-

nym odhadim derivaci regresni funkce, zvlasté pro maly pocet pozorovani.

Proto je dulezité zabyvat se metodami, které tyto podminky umozni splnit.
Vyhodou navrzené metody je i jeji jednoduchost, ktera umoznuje snadnou

konstrukci konfidené¢nich intervalt a dalsi zobecnéni pro korelovana data nebo
pro ceny prodejnich opci.
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DVOUROZMERNA ROZDELENI
CHARAKTERISTIK SFEROIDU;
EXTREMY A STEREOLOGIE

Daniel Hlubinka

Klicova slova: Stereologie sféroidi, vybérovy extrém, dvourozmérna rozdé-
leni, normaliza¢ni konstanty.

Abstrakt: V ¢lanku popiseme dvourozmérné modely pravdépodobnostnich
rozdéleni vhodné pro parametrickou a semiparametrickou analyzu extrému
sféroidit pomoci stereologickych nastroji. Ke stabilité oblasti pritazlivosti
maxim pri stereologické transformaci potiebujeme urcitou ekvivalenci cho-
vani chvostli. Nas ¢lanek vénujeme popisu konstrukce vhodnych pravdépo-
dobnostnich modelt splnujicich pozadovanou ekvivalenci.

Uvod

Stereologie je matematicka discipina zabyvajici se rekonstrukei vlastnosti pro-
storovych objektt na zakladé jejich projekci ¢i fezi nizsi dimenze. Aplikace
statistiky ve stereologii jsou vyznamné napiiklad v materidlovych védach.
Typickou ukazkou je zkouméani mikroskopickych trhlin v kovech, které lze
pozorovat pouze pomoci fezu materialu, takzvanych profili. Specifickym pro-
blémem zde je vyzkum extrémné velkych, ¢i extrémné deformovanych ¢astic.

Dlouhou historii mé takzvany Wickselltiv problém, viz [15] a [16]. V nepru-
hledném materialu se uvazuji malé kulové ¢astice, jejichz polomér je spojitou
nahodnou veli¢inou. Na fezu materidlem lze pozorovat kruznice, jejichz po-
lomér ma hustotu rozdéleni danou takzvanou Wicksellovou transformaci. Na
zakladé odhadnuté hustoty polomériu kruznic odhadujeme hustotu rozdéleni
polomért puvodnich éastic.

Zobecnéni kouli na jiné typy ¢astic nemusi vést k fesitelnému problému.
Béznym zobecnénim je prechod od kouli ke zplosténym (ve tvaru ¢ocky) ¢i
protahlym (ve tvaru doutniku) sféroidtim. Ty jsou charakterizované tim, ze
maji pouze dvé ruzné délky poloos, u zplosténych sféroidi jsou stejné dvé
delsi (hlavni) poloosy, u protéhlych jsou naopak stejné dlouhé dvé kratsi (ve-
dlejsi) poloosy. Reseni tohoto problému lze najit napiiklad v ¢lancich [2], [3].
Uvedené clanky obsahuji také zdavodnéni, pro¢ nelze uvazovat zcela obecné
sféroidy.

V poslednich letech se zacala v souvislosti se stereologii rozvijet oblast
stereologie extrémti. Prvni na fadé byl pochopitelné Wicksellav problém, je-
hoz zkouméni 1ze nalézt napiiklad v [4], ¢i v sérii [10], [11], [12], [13]. Otézka
zni, jak na zékladé pozorovani extrémné velkych kruznic na fezu materidlem
ziskdme predstavu o extrémech polomért ptivodnich kouli.
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V nésledujicim prispévku se budeme zabyvat stereologickym problémem
extrému sféroidi. Navazujeme zde na prace [6], [7] a [1], kde byl dany pro-
blém postupné studovan. Vzhledem k rozsahu ¢lanku se omezime na po-
pis vhodnych pravdépodobnostnich modeli. Za¢neme pfipomenutim hlav-
nich vysledkt ze stereologie a teorie vybérovych extrémi. Poté ukazeme,
Ze za ur¢itych podminek stejnomérnosti (ekvivalence chvosti) lze dokazat
shodu oblasti pritazlivosti maxim pro sféroidy a jejich fezy —az na jejich pri-
padny parametr, jehoz zména je ovsem jednoznac¢né dana. Nékolik vhodnych
konstrukci dvourozmérnych pravdépodobnostnich rozdéleni splnujicich pod-
minku stejnomeérnosti je predmétem druhé, hlavni, ¢asti prispévku.

1 Stereologie a extrémy

Pripomenme zékladni pojmy. Obecny sféroid je ¢astice charakterizovana tie-
mi poloosami o rizné délce. Ve stereologii se vsak uvazuji dvé uzsi t¥idy
sféroidi a to zplosténé a protdhlé. V nasem c¢lanku se omezime jenom na
zplosténé sféroidy, analyza protahlych je dosti podobna. Ndhodny zplostény
sféroid je charakterizovan dvéma stejné dlouhymi hlavnimi poloosami, zde
znaCenymi X a jednou kratsi poloosou V. Piednost se dava charakterizaci
pomoci velikosti X a tvaru, ktery je definovan jako T' = X?2/V2 — 1. Trivialné
tvar T' = 0 urcuje kouli, ¢im vétsi ma tvar hodnotu, tim plossi sféroid je.

Rezem nahodného sféroidu je ndhodn4 elipsa s hlavni poloosou Y a tvarem
Z =Y?/W?—1,kde W je délka vedlejsi poloosy. Pro fez sféroidu vzdy plati
X>YaT>Z.

Véta 1.1. Predpoklddejme, Ze existuje sdruZend hustota g(x,t) vektoru (X, T).
Za predpokladu isotropniho rozloZent sféroidu v daném materidlu lze odvodit
sdruzenou hustotu f(y, z) velikosti a tvaru fezu. Je dana

g2y = VT2 /w /“ g(, t)dtdz
| 2M )y ) VEVTF = 22 =2

kde M je polovina primeérné projekéni velikosti v populaci ¢dstic.

(1)

Méjme na paméti, ze ¢astice jsou v materialu prostorové ndhodné orien-
tované, v ptripadé isotropniho modelu jde o rovnomérné rozdéleni orientace.

Teorie vybérovych extrému je velmi rozvinuté oblast asymptotické statis-
tiky, viz napiiklad [5]. Rozhodli jsme se zkoumat extrémy velikosti, pfipadné
tvaru, sféroidu podminéné vzdy zbyvajici charakteristikou, tedy vlastné ex-
trémy jednorozmérnych rozdéleni. Modely pro vicerozmérné extrémy jsou,
kvtli problémtm s usporadanim, hiife aplikovatelné. Jejich popis lze najit
napiiklad v [8].

Pfipomenme, ze existuji tii jednorozmérna rozdéleni stabilni vic¢i ma-
ximtm a to rozdéleni Fréchetovo, Weibullovo a Gumbelovo s distribu¢nimi
funkcemi (postupné)
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exp(—v~?%), v >0, a>0
A = Jexp(—(—v)¥), v <0, a>0, (2)

exp(—e"), v €R,
kde ¢ = 1,2, 3 pro Fréchetovo, Weibullovo a Gumbelovo rozdéleni. Dale pii-
pomenme, ze ndhodné veli¢ina U patii do oblasti pfitazlivosti maxim pro
A;, existuje-li posloupnost normalizacnich konstant (a,,b,) takové, Ze pro
vybérovy extrém U, plati P[(Ug,) — bn)/an < ] — Ai(x) pro n rostouci
nade vSechny meze.

Véta 1.2. Predpokladdme-li pro distribucni funkci K existenci hustoty k,
pak postacugici podminkou pro to, aby K € MDA(A;) je

lim k(zs) =g~ 2 >0, w = +oo, Fréchetova MDA
A5 EG)
_kw—xs) o :
lim —= =2%"", >0, w< 400 Weibullova MDA (3)
sN\0 k(w — S)
lim w =e * z€eR Gumbelova MDA
s,/ w k:(s)

kde w = sup{z : k(x) > 0. Pomocnd funkce 3 mize byt volena z funkce preZiti

[21— K(t)dt
Blz) = T K@)

2 Stabilita oblasti pritazlivosti maxim
Oznacme si pro potieby nésledujiciho textu

e ¢.(t) a g:(z) jsou pro charakteristiky sféroidu po fadé podminéné hus-
toty tvaru T pii dané velikosti X = x a naopak velikosti pii daném
tvaru.

e f,(2) and f.(y) jsou definovany podobné jako g, a g ovSem pro profily.

e g1(x),g2(t), f1(y), f2(y) jsou margindlni hustoty po fadé velikosti a tva-
ru sféroidu a profilu.

Uvedme nyni vysledek umoziiujici zkouméani extrémt sféroidii na zakladé
pozorovani extrému jejich fezti. K dispozici mame nasledujici

Véta 2.1. [Stabilita MDA] Méjme sdruzenou hustotu g(z,t) rozdéleni veli-
kosti a tvaru sferoidu. Pak

1. Pokud podminénd hustota tvaru pri dané velikosti g, (t) splniuje nékte-
rou z podminek (3) stejnomérné v z pak obé hustoty, podminénd hus-
tota tvaru fezu pii dané velikosti fezu fy(z) a margindlni hustota tvaru
fezu fo(z), spliugi stejnou podminku. Parametr se zméni na v = « pro
Fréchetovo rozdéleni a v = o+ 1/2 pro Weibullovo.
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2. Pokud podminénd hustota velikosti pri daném tvaru gi(x) spliuje né-
kterou z podminek (3) stejnomérné v x, a o > 1 pro Fréchetovo rozdé-
lent pak obé hustoty, podminénd hustota velikosti Tezu pri daném tvaru
rezu f.(y) a margindlni hustota velikosti Tezu f1(y), spliugi stejnou
podminku. Parametr se zméni na v = « — 1 pro Fréchetovo rozdéleni
ay=a+1/2 pro Weibullovo.

Pozastavme se nad pozadavkem stejnomérnosti. Podstatné zde je, zZe
vSechna podminénd rozdéleni maji stejnou oblast pritazlivosti maxim, navic
limitni rozdéleni maji stejny parametr a rychlost konvergence levych stran
v (3) nezavisi na podmince. Co nés k takovému pozadavku vede?

Nejprve si uvédomme, ze pozorujeme-li profil sféroidu o dané velikosti
a tvaru, pak velikost i tvar sféroidu mohou byt libovolné vétsi hodnoty nez
napozorované. Jinymi slovy, podmiriujeme-li pozorovanym tvarem (velikosti)
profilu, pak do téchto pozorovani mohou prispivat vSechny sféroidy s nejméné
tak velkym tvarem (velikosti). Chceme-li néco fici o extrémech profilii, mu-
sime uvazovat u extrému tvaru (velikosti) sféroidit v néjakém smyslu stejné
chovani vi¢i podmince velikosti (tvaru).

3 Modely s ekvivalentnimi chvosty

K sestrojeni vhodného dvourozmérného rozdéleni miizeme pouzijeme cestu
kopuli, nebo cestu integrace.

3.1 Kopule

Cesta kopuli v nasem pfipadé propojuje dvé marginalni hustoty do hustoty
dvourozmérného ndhodného vektoru pomoci funkce zvané kopule. Konstru-
ujeme

G(x,t) = C(G1(x),Ga(t))
82
t) = ) —C(G Go(t

9(2,1) = 91(0)92(0) 5 C (G (2), G(0)
kde kopule C : [0,1]?> — [0,1] je vhodné diferencovatelna funkce. V takovém
pripadé tedy zaCindme dvéma marginalnimi rozdélenimi, pro velikost a pro
tvar, a zavislost mezi X a T, tedy i pozadovand ekvivalence chvostt je dana
volbou kopule.

Uvazujme kopule konstruované pomoci funkce C, jejiz fezy jsou dany

kvadratickou ¢i kubickou funkci druhého argumentu. Kopuli ve tvaru

C(ua ”U) =uv + l/)(u)v(]- - ”U),

kde ¢ : [0,1] — R je absolutné spojita, |¢'(u)| < 1 a |[¢(u)] < u A (1 — u),
nazyvame kopuli s kvadratickymi rezy. Kopule s kubickymi Tezy ma tvar

C(u,v) = wv + P(v)u(l — u)* + §(v)u’(1 - u),
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kde v a £ jsou opét absolutné spojité a 1+’ (v)(1 — 4u + 3u?) + &' (v)(2u —
3u?) > 0.

Jiz z tvaru kopuli je zfejmé, ze zasadni roli pro ekvivalenci chvosti hraji
funkce ¢ a £. Shrame si tyto predpoklady do tvrzeni.

Véta 3.1. Nechl je sdruZend hustota g(x,t) ddna margindlnimi hustotami
g1(x) a g2(t) a kopuli C. Pak

1. Je-li C kopule s kvadratickymi fezy a navic |1'(u)] < X\ < 1, pak pro
model

9:(t) = g2() [1 + ¢ (G1(2)) [1 — 2Go(1)]]

plati ekvivalence chvosti.
2. Je-li C' kopule s kubickymi Tezy a navic
I1+2¢'(v) =& (v)| > A >0, Vo €[0,1]
pak pro model

9o (t) = g2(t) [1 + ' (G1(x)) (1 + G2(t)) — &' (G1(x)) Ga(t)
+3{¢/(G1(2) + €' (G1(1)) } G2 (1) (1 = Ga(1))]
plati ekvivalence chvosti.

Uvedena véta plati samoziejmeé i se zaménénymi symboly x a t. Dikaz této
véty se provadi ovéfenim podminek (3) z véty 1.2, stejnomérnost v podmince
je zarucena pozadavky na v a &.

3.2 Stochasticka jadra

Cesta integrace vede pfes podminénou strukturu a jedno margindlni rozdé-
leni. Hustota dvourozmérného ndhodného vektoru je pak urcena

g(x,t):/Rgz(t)g(x)d:E,

kde g¢.(t) je hustota pro s.v. x a jde o zobrazeni méfitelné v x, tedy sto-
chastické jadro. Lze téz definovat opatné g(z,t) = [ g:(x)g(t)dt. V tomto
pripadé tedy rovnou popisujeme zavislost zkoumané proménné na podmince
a pridavame marginalni rozdéleni podminovaci veli¢iny.

Vezméme nékolik typt parametrickych tvart chvostt, kde parametr zavisi
na podmince a zkoumejme, jak moc mohou dané parametry na podmince
zéaviset. Zejména se podivame na rozdéleni s polynomickymi chvosty s nosi¢em
shora omezenym i neomezenym a na rozdéleni s exponencialnimi chvosty se
shora neomezenym nosic¢em.

Oznacme symbolem h = k pro dvé hustoty h, k a jejich distribuc¢ni funkce

H, K fakt, ze
h(y)d — H
I fl (y)dy i (x)

de T2 .
o [Th(y)dy oo 1- K (@)
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Nyni mizeme shrnout do nésledujici véty:

Véta 3.2. Uvazujme sdruZené rozdélent g(x,t) ziskané vyintegrovanim jadra
podminéngch hustot g:(x) pres margindlni hustotu go(t). Plati

1. Necht "
g:(z) =~ a(t) (log z) () y=e(t)-1 pro velkd x.

Je-li c(t) = ¢ a b(t) omezend funkce, pak model gi(x) spliiuje podminku
pro konvergenci k Fréchetovu rozdéleni stejnomérné.

2. Necht

gi(z) =~ a(t) (§>b(t)—1 - x)C(t)—l'

Je-li c(t) = ¢ a b(t) omezend funkce, pak model gi(x) spliiuje podminku
pro konvergenci k Weibullovu rozdéleni stejnomeérné.

3. Necht
gi(x) ~ a(t)ggb(t) eXp{—c(t)xd(t)},

Je-li c(t) = ¢, d(t) = d a b(t) omezend funkce, pak model g(x) splriuje
podminku pro konvergenci ke Gumbelovu rozdélent stejnomérne.

Uvedena véta plati samoziejmeé i se zaménénymi symboly x a t. Dikaz této
véty je velmi snadny, jde jen o pfimé a snadné ovéfeni podminek (3) z véty 1.2.
Jak si lze snadno povsimnout, nékteré parametry musi byt na podmince
nezavislé. Na druhou stranu nam staci jen asymptoticky parametricky tvar
chvostu k nasim uceltim.

3.3 Sdruzené rozdéleni poloos

Prozatim jsme pouzivali sdruzenou hustotu velikosti a tvaru g(x, t). Lze vSak
vyjit i ze sdruZené hustoty obou poloos h(z,v) a tuto transformovat na g(x, t).
Uvazujme jednoduchy model s pouzitim integra¢ni konstrukce i pro tuto al-
ternativu.

Hleddme sdruzené rozdéleni dvourozmérného vektoru (X, V). VSimnéme
si, ze pro nosic¢ takového vektoru plati

supp(X,V) C {(z,v);0 <v <z}.

Smysluplné se zda byt modelovani rozdéleni delsi poloosy X a podmi-
néného rozdéleni V' pii daném X = z. Za podminéné rozdéleni volme Beta
rozdéleni zobectiujici rovnomérné rozdéleni na intervalu [0, 1], ale pozname-
nejme, ze by nam opét stacilo predpokladat asymptotické chovani sdruzené
hustoty v pro v blizkda x. V nasem pfipadé samoziejmé upravime nosic roz-
déleni na [0, x].

Uvazujme sdruzené rozdéleni délek poloos (X, V') ve tvaru

h(z,v) = gl(m)m (§>a(x)fl (1 B %>b(z)—1 @
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odkud ze substituce plyne g(z,t) = h(z,z(1 +t)"/?)z/(2(1 + )*/?) a tedy

I,b(:c)

W(l + t)*(a(x)+b(x)+1)/2((l + t)1/2 - 1)b<x)71

g(l', t) = gl(x)

a tedy podminéné chvosty tvarového faktoru pti velikosti budou polynomické.
Vsimnéme si, ze timto zpisobem nelze modelovat podminéné rozdéleni ve-
likosti pfi daném tvarovém faktoru. Pii substituci (x,v) — (z,2%/v? — 1)
Ize snadno podminit druhou slozku pomoci prvni, ale naopak stojime ptred
nefesitelnym problémem.

Véta 3.3. Necht je ddno sdruZené rozdélent velikosti poloos sféroidi predpi-
sem (4). Pak pro podminéné rozdélent tvaru sféroidu pii dané velikosti plati
ekvivalence chvosti, je-li a(x) = a a b(x) je omezend funkce.

4 Poznamky

Poznamenejme, Ze i pro konstrukci pomoci kopuli vlastné staci popsat para-
metricky pouze asymptoticky tvar g1 (t) (nebo ga(t)). Otazkou je, zda musime
predpoklddat parametricky tvar 1,£ a g2 (nebo g¢1), abychom mohli odhad-
nout hodnoty ¢'(G2(z)) a &(G2(z)). Bohuzel na téchto hodnotéch budou
normaliza¢ni konstanty podstatné zaviset a proto vhodné neparametrické vy-
hlazovaci metody pro odhad funkei ¢/ (G2(+)) a &' (Ga(+)) jsou vitény.

Jak hodlame vyuzit predchozi vysledky k odhadu extrémnich velikosti
éi tvarovych faktorti? Ted jiz vime, Ze za jistych podminek stejnosti ndm
extrémy profilt konverguji ke stejnému limitnimu rozdéleni jako extrémy sfé-
roidii—az na parametr. Predstavme si, ze z pozorovani extrémné velkych
profili s danym tvarem z zjistime, Ze limitni rozdéleni je Fréchetovo. Odhad-
neme, napiiklad metodou maximalni vérohodnosti, [14], normaliza¢ni kon-
stanty Zifl,?)\fl. Pro predpokladany asymptoticky tvar chvostu lze spocitat, jak
maji vypadat normaliza¢ni konstanty (af, b?n?) profilii a (a,, b,) ptivodnich
C¢astic, viz naptiklad [5], [1] a [9)].

Dal$im krokem je vypocet 'dn,?;n z hodnot ag,@g a pomoci téchto odhadi
pak odhadnout rozdéleni maxima tvarového faktoru (pro danou velikost) ¢
velikosti (pro dany tvar) sféroidu. Jednoduchy model spolu se simulacemi je
mozné najit v [1].
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LINEARIZACIA NELINEARNEJ REGRESIE
A OBLASTI SPOLAHLIVOSTI

Klara HorniSova

Kliicové slovd: Nelinearna regresia, linearizacia podmodelu, funkcie parame-
trov.

Abstrakt: V ciasto¢ne linedrnych regresnych modeloch st pre niektoré
funkcie parametrov zname presné inferencie zalozené na taylorovskej semi-
linearizacii modelu. Zostrojime alternativne presné inferencie vyuzivajtce iné
sposoby linearizacie.

1 Linearizacia regresného modelu

Uvazujme nelinearny regresny model 9t
y=n)+e, e~N(0,0°Y), §cOCRP?, (1)

kde 7(.) : © — RY je meratelné zobrazenie, y € R je vektor pozorovani,
e € RY je vektor nahodnych chyb, # s neznime parametre, ¥ je znama
kladne definitnd matica, o > 0 je nezndme. Nech g¢(6) je uzitoénd funkcia
parametrov, kde pre r < p je g(.) : © — R" meratelné zobrazenie.

Na zjednodusenie inferencii ¢asto model (1) linearizujeme. Najzvycajnej-
Sia je taylorovska linearizacia modelu (1) v nejakom bode ¢° € ©:

an(6°)

20T (0 —0)+e=A0+a+e, e~ N(0,0°%), (2)

y=n(0°)+

kde 6° byva bud maximélne vierohodnym alebo apriérne danym odhadom 6.

Pre pripad daného apriérneho rozdelenia m na © sa navrhli viaceré sposo-
by linearizacie (1). Pri linearizacii vyhladzovanim z [8] sa linearizacia

Y=A404+a+¢e, e~ N(0,0°%),
vyberd podla kritéria miniméalnej strednej kvadratickej chyby (MSE)

MSE := min E.[|[n(0) — (A0 + a)[|3],
AERNX;)

acRY
kde ||z]|% := 2 "2 712 pre V2 € RY. Riesenie tejto minimaliza¢nej tlohy je

A= Covr(n,0)(Varg0)~, a=FEn— AE.0. (3)
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Podla rovnakého kritéria mozno hladat aj najlepSiu aproximéciu mo-
delu (1) vnatorne linedrnym modelom, t.j. (pozri [7]) modelom tvaru

y=Ap80)+a+e, Efv]\f(O,a2E)7

kde Anxi, k< p, h(A) =k, a € RN a B(.) : © — R* je parametrizacia (1).
Optimélna vnitornd linearizdcia modelu (1) ma podla [5] tvar

k=max{i;i <p, A\ >0}, A=SY2(uy, ... up), (4)
a=Em, B(0) = (ATSTA)TTATE (9(0) - a),

kde u1, ..., un st ortonorméalne vlastné vektory, porade zodpovedajuce vlast-
nym hodnotdm A; > --- > Ay > 0 matice VarW(E_l/Qn).

V [3] sa pri znalosti zdruzeného apriérneho rozdelenia 7 pre (6, 02), neli-
nearizuje model (1), ale priamo sa odhaduje funkcia parametrov g(6,0) € R"

explicitnou linearizéciou, t.j. odhadom A" y+a, ktory minimalizuje priemernt
strednt kvadraticka chybu (AMSE)

min B Ep(9,0)9(0,0) — (ATy +a)|?,
A€R ,a€R"”

kde f(.|0,0) je podmienend hustota y. RieSenim je

A= [Varmn + E-(c®)2] 1Covs(n,9) , a = Exg — AT E.n. (5)

2 Linearizacia podmodelu a oblasti spolahlivosti
pre funkciu parametrov

V modeli (1) sa pouzivaju rozne druhy oblasti spolahlivosti pre g(6)
so spolahlivostou priblizne (1 — «), (napr. [4]). Dalej sa budeme zaoberat
len rozliénymi variantmi oblasti spolahlivosti zaloZenej na projektoroch:

{9€9(©); F(g,y) :== (6)

(Y = DIPo) = Polo.)o DI} _p

rll (1 = P(g.9))(y — n(6a))I%

ktorej zodpovedad nasledujica kritickd oblast testu hypotézy Hy : g(0) =
g° € g(©) CR" oproti Hj : g(f) # ¢° s hladinou priblizne (1 — «):

{y; F(¢°,y) < Frn—r—q(1 — a)}.

Tu 6 a 679 oznacuju porade maximéalne vierohodné odhady 6 v modeli 9
a v podmodeli M, (implicitne) danom hypotézou Hy, : g(#) = g, a pre Yy st
P(g,y) a Px(g,y) také X—ortogonélne projektory v R™, Ze pre podpriestory
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generované ich stipcami plati M(Py) CM(P), h(P)=r+q < p, h(P—P2)=r.
Potom pre Yy existuje Dy, = D(g,y) takd, ze (pozri [4])

P=Py+ (I —P)D(D'S™Y (I - P)D)'D"(I — P)Tx L.

Za P, mozno vybrat napr. projektor na taylorovskd linearizaciu M, v ég:

Py:=Psy:=AATS"A)1ATS L kde
() g (9)
A = I — P kd B = .
907 9:59( ' ") o 99 0=4,

Pri danom P»(g,y) treba zvolit D(y) tak, aby spliala

h((In — P2(9,9))D(g,y)) = . (7)

Pre vSeobecné ¢(.), D a P, mé (6) asymptoticky hladinu 1—a. Podla [2] je
oblast (6) presnd, ak sucasne plati (7), dalej ak pre nejaké maticové funkcie
premennej g(0), V(.) : g(©) — RVX®=) a ¢()) : g(©) — RN spliajice
podmienku h(V (g)) = ¢ pre kazdé g € g(©), a pre kazdé 6 plati:

n(0) = V(g(0))v(0) + v(g(9)), (8)

kde v(.) : © — RP™" je také, ze (g (0),v"(0))" je regularna reparametrizé-
cia 0, a ak nakoniec D z4visi od y iba prostrednictvom V' (g)(y — v(g)):

D(g,y) = D(g,V " (g9)(y — v(g)))- 9)

Ak plati (8), tak P2(g9) = Py (y) a maximélne vierohodny odhad pre v(6) pri
podmienke g(0) = g je

g, y) = [V (9 V(9] 'V (9= y —v(g)),

takze podmienky (7), (8), (9) spliiaji napr. prvé dve taylorovské semili-
nearizécie (t.j. taylorovské linearizacie modelu (8) parametrizovaného para-
metrom ¢ pri konstantnom v, do ktorych sa dosadi (g, y) za v):

D(g,y) = D(g,V " (9)(y —v(9))) = (10.a, b, c)
) — Wi(g) — WVilg)
i=0 g7 i=0 g7 g=¢° i=0 g7 9=4
kde V;(g), i = 1,...,p — r, s stipce matice V(g), Vo = v(g), w(g) :=

v(g,v), wo(g) := 1, ¢° je apriérne dany bod (pri volbe c) pravdaze nedo-
staneme presnu oblast). V [2] uvazovali volbu a).

Ak pozndme apridrne rozdelenie 7(.) funkcie g(0), ¢i g(6,0), okrem ta-
ylorovskych semilinearizcii mozno v modeli (8) zostrojit D(g,y) tak, aby



120 Klara Hornisova

zodpovedali prirodzenym linearizaciam (3), (4) ¢ (5), a pritom spliali pod-
mienky (7) a (9) postacujice podla [2] na presnost inferencii (6):
1.) (semilinearizécia vyhladzovanim):

D = (Covrg) (n, 9)Var,,(9)) = (11)
v=0(9,y)

=D Covn(y)(Vilg), 9)wi(9)[Var, L (9)
=0

2.) (explicitnd semilinearizécia):

D = ([Varw(g 02)(77) + Eﬂ(g,az)(0—2)2]7100”#(%02)[na g]) = (12)

v=0(g,y)

:[Z Z Covr(g,02) (V.i(9): V.j(9))wi(9)w;(9) + En(g,02)(0*)E] .

. [Z Covw(g,az) (Vz (g)a g)wz (g)]
i=0
3.) (vnatorna semilinearizicia):

D= E1/2(7“617 s 7ur)a

kde u1,...,uny st X—ortonormalne vlastné vektory porade zodpovedajice
vlastnym hodnotam Ay > --- > Ay > 0 matice

(Varag[Z~?n) = Vary g [E72[V(g)v +v(9)]] = (13)
v=0(g,y) v=0(g,y)
p—r p—r
=D Covny)(B72Vi(g), SV, (9))wi(g)w; (g).
i=0 j=0

Teda model (8) pri konstantnom v parametrizovany parametrom g sa
zlinearizuje spdsobom (3), (4) alebo (5) a do vyslednej linearizacie sa potom
dosadi 7(g,y) za v.

Namiesto marginalneho apriérneho rozdelenia w(g(f)) pre g(#) mozno po-

uzit podmienené rozdelenie 7(g(6)|v(0)).
Pozndmka. Ing postup je v [3] aj pre g(6), ktoré nespliaju (7), (8) a (9). Pre 6
sa zostroji presna oblast spolahlivosti  tvaru (6) s P» =0 a D zodpovedaj-
tcou explicitnej linearizacii funkcie ¢(f). Potom g¢(2) je kon-
zervativna oblast spolahlivosti pre g(f) na tej istej hladine. Ak g(€2) nie je
uspokojiva, D sa dopliia stipcami zodpovedajticimi explicitnym linearizaciam
dalsich skusmo vyberanych funkcii parametrov.
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Obrazok 2: Silofunkcie pre ¢ = 10, 6% = 0, 916.

3 Priklady
Priklad 1 Pre g(6) = 6 a model so zndmym ¢

Yy~ N((GaCGQ)TaUQIwz), e =<-1,1>,

pre 71 rovnomerné na © a nezéavislé rozdelenie 3 pre 02 s E,,(c?) = 0, 32,
y = (0,87;8,4)", kde ML-odhad 6 = 0,916, st na obr. 1 pre ¢ = 10 prie-
behy funkcii In(L(g,y)), kde L(g,y) je pomer vierohodnosti (oznacenie LR),
aIn(F(g,y)) z (6) s D ako v (10c), (10a), (11), (12), (13) (porade oznacené
Twmr, Ty S, E, I), spolu s kritickymi hodnotami In(F; 1 (1 —«)) pre « = 0,9
a 0,95, pre —0 €< 0;1 > (Cast a)) a § €< 0;1 > (¢ast b)). V a) je na
x—ovej osi —0, v b) 6. Najuzsie intervaly spolahlivosti st LR a Ty, s vhod-
nym obmedzenim tvaru [[(6) — n(6)|ls < p (pozri [7]). Ak by sme takéto
obmedzenie uvazovali aj pri ostatnych druhoch, bol by rovnako vyhovujtci
aj To april—a =0,9aj . Naobr. 2, 3, 4 st silofunkcie prislusnych
testov hypotézy Hy : 0 = 6° oproti Hy : 0 # 0° pre ¢ = 10 & 6° = 0,916,
c=20&0°=0,916, c = 10 & 6° = 0,6. Namiesto T uvazujeme Ty, &o
zodpovedé (6) s D ako v (10b) pre ¢° = 0°. Grafy st dost kostrbaté, lebo pre
kazdu pouzitt hodnotu € sa pocitalo len 100 simulécii, no na porovnanie roz-
nych postupov to stac¢i. Najlepsie s LR, T a scasti I, a to tym vyraznejsie,

.....
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Obrazok 4: Silofunkcie pre ¢ = 10, #° = 0, 6.

Priklad 2 Pre daje z [4] a model s malou vnttornou krivostou ([1])
Yi :911‘1'/(924’11')4’51', ENN[O;J2In],

kde 0 = (160,28;0,047709), s> = 95,51 = E,(02) a pre 7(0;) - rovnomerné
na 0,047709 £ 0, 04, st intervaly spolahlivosti pre g(f) = 62 na hladine 0, 95:

Tarr =< 0,0331;0,0675 > , kde 69 = 6,
T. =< 0,0293;0,0735 > , rovnako v [4]
S =< 0,0309;0,0643 >
[ =< 0,0304;0,0637 >
E =< 0,0418;0,1237 > , (bez obmedzenia daného nosi¢om )
LR = Trub =< 0,0314;0.0701 > , podla [6]

Trub je konzervativna oblast spolahlivosti najdena trubicovou metédou ([6]).

Na obr. 5 st priebehy funkcii L(g,y) a F(g,y) pre 63 a kritickd hodnota
F1,9(0.95). Na a) je na z—ovej osi 0y — 05 a na b) 05 — 0. Najlepsie su S, I
a Tyr, ktoré davaja zhruba rovnako Siroké intervaly. Kym vsak nevezmeme
do tvahy ohranicenost nosica 7(.), tieto intervaly typu (6) su iba komponen-
tom stvislosti presnych oblasti spolahlivosti, ktory obsahuje 0.
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Obréazok 6: Funkcie F(g,y) pre rozne D.

Priklad 3 Pre udaje BOD I z [1] a model s velkou vnatornou krivostou
yi = 01(1 —exp(—x;62)) + & , e~ N(0,0%I,),

kde 05 = 0,5311, s2 = 6,498 = E,(02), stt na obr. 6 pre g(6) = 0y a 7(0;) -
rovnomerné na 0, & 1 priebehy funkeii L(g,y) a F(g,y) a kritické hodnoty
Fia(1—a)prel—a=0,9a0,95. V a) je na x—ovej osi by — 60y a v b)
05— 0. Najlepsia je LR, no i ta dava pre 1 —a = 0, 95 interval, ktory je zhora
ohraniceny len hranicou nosica m, ¢i hranicou parametrického priestoru. Bez
tohto obmedzenia (ak 1 — o = 0,95):

LR =<0,132;1,77 >=< 05 — 0,3991; 6, + 1,2389 > , podla [1]
Trub =< 0,130;0,41 >=< 5 — 0,4011; 05 + 0,8789 > , podTa [6].
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SHLUKOVANI A TEXTOVE DOKUMENTY

Dusan Husek, Hana Rezankova, Vaclav Snasel

Klicovd slova: Vypocetni statistika, shlukovani, rozsahlé datové soubory, do-
kumentografické informac¢ni systémy.

Abstrakt: V praci jsou zhodnoceny nékteré moznosti vyuziti shlukovacich
metod pro vyhledavani v textovych dokumentech. Vyuziti téchto metod je
umoznéno geometrizaci vyhledavaciho problému na zakladé vektorového mo-
delu. Prestoze tato problematika patii v oblasti vyhledavani mezi klasické,
neni v soucasné dobé uspokojivé vytresena. Jednim z hlavnich problémt pfi
shlukovani je vysoka dimenzionalita vstupnich dat. V pfispévku jsou cha-
rakterizovany specialni postupy navrzené pro shlukovani takovych vysoce di-
menzionalnich dat.

1 Uvod

Trida programovych néastroju urcenych pro zpracovavani, tschovu a vybér
dat, kterymi jsou textové dokumenty, je reprezentovina textovymi (doku-
mentografickymi) informacénimi systémy (DIS). V takovém systému je vhodné
s texty pracovat na vice urovnich abstrakce, tj. vedle text je vhodné po-
psat i jejich schéma pomoci odpovidajiciho modelu. Toto schéma je ve svych
funkcich podobné schématu klasickych databazi. Model DIS je definovan jako
soubor pojmil ¢ néstroji pro reprezentaci dokumentu (tvoii formalni popis
informace obsaZené v dokumentu), reprezentaci dotazu (umoziuje specifi-
kovat formélné pozadavek na informace), reprezentaci pravidel a procedur
umoznujicich urcit shodu mezi pozadavkem uzivatele na informace a doku-
menty, které vyhovuji tomuto pozadavku. Mezi prominentni modely DIS patii
v soucasnosti rozsifeny Booleovsky model, vektorovy model a model zalozeny
na pravdépodobnostnim vybéru.

V tomto prispévku se budeme zabyvat vektorovym modelem. V ném je
textovy dokument reprezentovan vektorem, jehoz prvky charakterizuji vyskyt
slov (resp. termi) obsazenych v dokumentech. Geometrizace vyhledévacich
problémd, viz [20], d4dvé vznik mnoha zajimavym problémm spojenym se
shlukovanim dat ve vysoce dimenzionalnich prostorech. Vektor mtize byt bud
bindrni (slovo se v dokumentu vyskytuje nebo ne), nebo muize obsahovat
Cetnosti vyskytu, pripadné vahy zalozené na dulezitosti slov v celé kolekci
dokumentii. Pro analyzu pak méme k dispozici matici n x m, kde n je pocet
dokumenti a m je pocet slov. Pro uvedenou matici je typické, ze je velkych
rozméri, a to zejména pokud jde o pocet sloupctl, a ze je velmi Fidka (uvadi se,
Ze nenulovych prvki je obvykle pouze kolem dvou procent). Dalsi podrobnosti
viz [4].

Zakladni tlohou pii analyze takovych dat je shlukovani dokumentii. Po-
moci hierarchické shlukové analyzy lze nalézt rtzné trovné skupin doku-
mentd. Cilem shlukové analyzy je nalézt shluky tak, aby dokumenty uvnitt
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shluku si byly co nejvice podobné a aby jejich podobnost s dokumenty z jinych
shlukt byla mensi.

Pomoci shlukovani dokumentii tak mizeme zjistit témata, ktera se vy-
skytuji ve sledované kolekci textovych dokumentt [7]. Déle mohou byt na
zakladé zjisténych skupin navrzeny modely, pomoci nichZz jednak muze byt
novy dokument zarazen do nékteré ze skupin, jednak mize byt vyhledana
skupina dokumenti, které nejvice vyhovuji zadanému dotazu.

Protoze rozsah datové matice je obvykle znac¢ny, jsou vyuzivany jednak
metody redukce dimenzionality, jednak specidlni postupy pro shlukovani.
Tyto postupy jsou bud pfimo zaméfeny na problematiku textovych doku-
mentl nebo jde o obecné metody urcené pro analyzu rozsahlych datovych
souborti (data mining).

Jako priklad prvniho typu je shlukovani ndhodné vybranych dokumenti
opakované pro rizné vybéry, které mize vést ke stanoveni mnoziny slov
vhodné pro charakterizovani sledované kolekce dokumentt (viz [25]). Shluko-
vani dokumentt a pripadné vytvareni modeld pro prifazovani dokumentia ¢i
dotazi ke zjisténym shlukim je pak provadéno s redukovanym poctem slov.

Jiné vyuziti shlukovani pfi analyze textovych dokumentt vychéazi z toho,
ze pri aplikaci metod strojového uceni pro fesSeni klasifikacnich tloh je po-
tfeba najit vhodnou tréninkovou mnozinu, tj. takovou, ktera by neobsahovala
prilis mnoho podobnych dokumentii. Toho lze docilit tim, Ze jsou dokumenty
rozdéleny do shlukt a do tréninkové mnoziny jsou vybirani zastupci téchto
shlukd. V [12] je navrzeno pouzit metodu k-praméri a z kazdého vytvofeného
shluku vybrat dokument, ktery je nejblizsi centroidu.

2 Meéreni podobnosti mezi textovymi dokumenty

Nejcastéjsim ohodnocenim vyskytu slov v dokumentech je vypocet vah. Ty
mohou byt pocitany riiznymi zplisoby (rozsahlé experimenty s vaZzenim termii
jsou popsany v [21]), dva z nich jsou popsany v néasledujici ¢asti.

2.1 Vypocet vah pro vstupni datovou matici

Policka vstupni datovd matice obsahuji vahy w;;, kde ¢ oznacuje dokument
(t = 1,...,n) a j oznacuje slovo, které se vyskytuje ve zkoumané kolekci
dokumentt (j = 1,...,m). Ozna¢me si TF;; Cetnosti vyskytu j-tého slova
v i-tém dokumentu a IDF'; inverzni ¢etnost slov ve vSech dokumentech, kterd
je pociténa jako IDF; =log (n / kj) + 1, kde k; je poCet dokumenti, v nichz
se vyskytuje j-té slovo. Potfebnou vahu pak ziskame jako soucin cetnosti
a odpovidajici inverzni éetnosti pfislusného slova, tj. w;; = TF;; * IDF ;.

Ibrahimov v [11] navrhuje tzv. kombinovanou vahu pocitanou jako (po-
zménéno znaceni)

K« ((1—-b)+bxNDL;)+TF;; '

Wi
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pricemz CFW; = log % a NDL; je délka i-tého dokumentu normalizovana

praumeérnou délkou dokumentu. Parametr b je uzivatelem zadané ¢islo a jeho
doporu¢ovana hodnota je 0,75 (¥idi vliv délky dokumentu), K je diskontni
parametr, ktery souvisi s ¢etnosti slov, Ibrahimov pouziva hodnotu 2.

Déle mizeme priradit jednotlivym dokumenttim vahu podle nésledujiciho

vzorce (viz Ibrahimov): DW; = > wj, kde D; je mnozina slov, jejichz véha
keD;
je veétsi nez stanovena prahova hodnota. Vztah dokumentu X k dokumentu

Y lze vyjadrit jako

DW
INTER(X,Y) = % .
Y

2.2 Miry podobnosti

Pro méreni podobnosti dvou textovych dokumenti pouziva Ibrahimov chi-
kvadrat test. Nulova hypotéza vyjadiuje shodu rozdéleni vah pro vybranou
mnozinu slov. Je pouzivana chi-kvadrat statistika pocitana jako

2
WXk — Wyk
2= Z ( )

w
keDxNDy Yk

neboli

2 (zj — yj)2
=) .
j€DxNDy Yi
K této statistice muzeme zjistit minimalni hladinu vyznamnosti, od které

zamitame nulovou hypotézu. Jestlize si tuto hodnotu oznacime jako 9§, mu-
zeme si podobnost mezi dvéma dokumenty vyjadrit podle vzorce

sim(X,Y) =0« INTER(X,Y) .

Tato mira podobnosti nabyva hodnot v intervalu od 0 do 1. Cast&ji nez
tato asymetricka mira jsou v praxi pouzivany spiSe miry symetrické. Za zaklad
je povazovana kosinova mira, kterou pro objekty (dokumenty) X a ¥ mzeme
zapsat jako

kde m je po¢et proménnych (slov).
V nékterych piipadech mohou byt dokumenty charakterizovany pouze
jako binarni vektory (slovo se v dokumenty vyskytuje nebo ne), pfipadné
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jako vektory cetnosti vyskytu. I pro tyto pripady existuji specialni miry. Pro
binarni data je mozné podobnost vyjadrit naptiklad pomoci vzorce

m
0> zy;
i=1

s(X,)Y) = —= — .
© > wjy;+ 2 |z —yjl
j=1 j=1
Pokud © = 1, dostavame Jaccarduv koeficient, v pripadé, ze © = 2, jde
o Diceovu (Czekanowského) miru podobnosti.
Pro Cetnosti lze vyuzit chi-kvadrat miru nepodobnosti, ktera je vyjadfena
jako

" E@) & B
kde

m m

lej (x5 +y5) Zlyj (25 +y5)

J= J=

E(xﬂ) = m m a E(y]) = m m :

2T+ 2y IIETEDIET
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

3 Vyhledavani dokumentu na zakladé shluku

Aby mohl byt pfi vyhledavani v textovych dokumentech uspofen cas po-
tfebny pro nalezeni odpovédi na zadany dotaz, lze v procesu predzpracovani
dat identifikovat shluky dokumentt, které pokryvaji podobna témata. Tato
problematika je oznacovdna jako vyhleddvani shlukt (cluster retrieval) a je
rozpracovana v knize [5]. V procesu vyhleddvéni shlukt jsou uzivateli pre-
zentovany pouze dokumenty obsazené v jednom nebo nékolika vybranych
shlucich.

Jako zajimavé téma zkoumané pfi vyvoji metod je rozpoznavani vyskytu
prekryvajicich se shluki. Jako specidlni metody pro nalezeni shlukd doku-
mentt jsou v [5] uvedeny iterativni reskdlovani, dynamické reskdlovani za-
lozené na latentnim sémantickém indexovéni (LSI) a dynamické reskdlovani
zaloZené na analyze kovarianéni matice. Prvni metodu navrhla Ando v roce
2000. Je urcena k identifikovani malych shlukt v omezeném kontextu. Vstup-
nimi parametry jsou matice typu dokumenty x termy, konstantni skalovaci
faktor a dimenze k, do které ma byt vyhleddvani informaci mapovano.

Tento algoritmus mé vSak fadu nedostatk,proto autori Kobayashi a Aono
navrhli jednak jeho vylepseni, jednak algoritmus zalozeny na jiném principu.
Dynamické reskalovani zalozené na latentnim sémantickém indexovani méa byt
zminénym vylepsenim. Miize vSak byt pouzito pouze na malé datové soubory.
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Bylo navrzeno v roce 2001. Je vhodné poznamenat, ze ideou vsech tii zde
uvedenych algoritmii je uchovat hlavni témata pri vybéru zakladnich vektort
pro podprostor, do kterého bude tiloha vyhledavani informaci mapovana. To
je v navrzené metodé osetfeno zavedenim vah ke snizeni dilezitosti atributt
(slov, termil), které jiz jsou reprezentovany podprostorem jiz vypocitanych
zakladnich vektorti. Pfitazovani vah je fizeno dynamicky, aby se zabranilo
ztraté informace jak ve velkych tak malych shlucich.

Dynamické reskalovani zalozené na analyze kovarian¢ni matice je urceno
k identifikovani malych shluki. Tento algoritmus je mozné (dle jeho autori)
pouzit pro velké datové soubory. Vstupnimi parametry jsou kovariancéni ma-
tice, reskalovaci faktor (pouzivany pro pfifazovani vah) a dimenze k, do niz
ma byt tloha redukovana. Pfi vypoctech jsou pouzivany dvé matice rezidui,
pfi¢emz na pocatku je jedna tato matice tvofena kovarianéni matici pro celou
mnozinu dokument.

Zavérem lze poznamenat, ze metody navrhované v oblasti literatury za-
byvajici se vyhledavanim informaci zfejmé nejsou stale vhodné pro pouziti
v piipadé velkych souboru dat. Analyza by neméla vychazet z matice vzdale-
nosti, nebot tento postup je velmi narocny, a to jak vypocetné, tak z hlediska
uloZeni matice. Kovarianéni matice je sice matice podobnosti, ale podstata
zustava stejna. Problém spocivd v tom ze pii vyhledavani informaci jsou
obvykle feSeny soucasné dvé tlohy, a to redukce poé¢tu proménnych (napii-
klad pomoci jejich shlukovani, ¢imz jsou misto jednotlivych slov pouzivana
témata) a shlukovéni dokumenti.

4  Pristupy k reSeni problému vysoké dimenzionality

Vyvoj v oblasti shlukovani se zaméruje predevsim na soubory s velkym po-
¢tem objektti. Méné pozornosti je vénovano problematice velkého poctu pro-
ménnych. Berkhin uvadi, ze shlukovaci algoritmy zaloZené na vzdélenostech
funguji efektivné do 16 proménnych. Je potieba si uvédomit, ze pocet di-
menzi, s nimiz pracujeme, se realné pohybuji ve stovkach tisic viz [2]. Soubory
obsahujici vice nez 16 proménnych nazyva Berkhin data s vysokou dimenzi-
onalitou. V takovych pripadech se pouziva redukce dimenzionality, ktera se
realizuje bud transformaci proménnych nebo doménovou dekompozici.

K prvnimu uvedenému pristupu lze zaradit analyzu hlavnich komponent,
kterd ovSsem muze vést k vytvoreni shluki s obtiznou interpretovatelnosti.
V oblasti shlukovani dokumentt je pouzivana metoda SVD (singular value
decomposition).

V pripadé doménové dekompozice jsou data rozdélena do podsouboru
(anglicky canopies). Dimenzinalita se tedy neredukuje, ale tento postup vede
ke snizeni naklad.

Pro shlukovani objekti charakterizovanych velkym poctem proménnych
lze pouzit metody zalozené na shlukovani podprostort (subspace clustering).
Misto vytvafeni redukované matice zalozené na novych proménnych (ziska-
nych naptiklad linearni kombinaci ptivodnich proménnych) je problém vel-



130 Dusan Husek, Hana Rezankové, Viclav Snasel

kého poctu dimenzi FeSen zkoumanim podprostorti pavodniho prostoru. Ten-
to pristup je vyhodny tim, Ze jsou zachovany ptvodni proménné, které maji
realny vyznam, zatimco linearni kombinace ptivodnich proménnych miize byt
nékdy tézko interpretovatelné.

Zakladem pro shlukovani podprostoru je analyza hustoty objektd v pro-
storu. Cilem je nalezeni podmnozin proménnych tak, aby projekce dat zahr-
novaly regiony s vysokou hustotou. Podstatou je rozdéleni vsech dimenzi do
stejného poctu stejné dlouhych intervalt. Jsou-li nalezeny vhodné podpro-
story, uloha spociva v nalezeni shlukt v odpovidajicich projekcich. Shluky
jsou oblasti navazujicich jednotek s vysokou hustotou (v rdmci uréitého pod-
prostoru).

Podrobny popis téchto metod je uveden napiiklad v [3]. Zakladni meto-
dou uvadénou v literatufe je algoritmus CLIQUE (CLustering In QUEst),
ktery pro numerické proménné navrhli v roce 1998 Agrawal a kolektiv. Tento
shlukovaci algoritmus vyuziva jak principti metod zalozenych na hustoté, tak
principt metod zaloZenych na mfizce.

Algoritmus ENCLUS (ENntropy-based CLUStering), navrzeny v r. 1999
Chengem a kolektivem, je zalozen podobném principu jako CLIQUE, avsak
pouziva rozdilné kritérium pro vybér podprostori. Vypocetni naklady této
metody jsou ale vysoké.

Metoda MAFIA (Merging of Adaptive Finite Intervals (And more than
a CLIQUE)) je modifikaci algoritmu CLIQUE, ktera funguje rychleji a naléza
shluky lepsi kvality. Prezentovali ji v roce 1999 Goil a kolektiv a v roce 2001
Nagesh a kolektiv. Metoda v kazdé dimenzi konstruuje tzv. adaptivni miizky.
Jeji paralelni verze se nazyva pMAFIA.

Kromé vyse uvedenych uvadi Berkhin jesté tfi algoritmy, a to OptiGrid
(navrhli v roce 1999 Hinneburg a Keim), PROCLUS (PROjected CLUSte-
ring), navrzeny v roce 1999 Aggarwalem a kolektivem, a ORCLUS (ORiented
projected CLUSter generation), ktery v roce 2000 navrhli Aggarwal a Yu.

V posledni dobé se objevily prace, které vyuzivaji k redukci dimenziio-
nality ndhodné projekce viz [26]. Ukazuje se, ze metoda ndhodnych projekei
umoznuje redukovat dimenzi podstatné efektivnéjsim zptsobem nez ostatni
metody. Experimenty ukazuji, Ze vysledky dosazené touto metodou jsou velmi
slibné, viz [2]. Dalsi moznosti je kombinace ndhodnych projekeci s metodou
SVD [14].
5 Zavér
V prispévku jsme zhodnotili nékteré moznosti vyuziti shlukovacich metod pro
vyhledavani v textovych dokumentech. Vyuziti shlukovacich metod je umoz-
néno geometrizaci vyhledavaciho problému na zakladé vektorového modelu.
Prestoze tato problematika patfi v oblasti vyhledavani mezi klasické, neni
v soucasné dobé uspokojivé vytresena. Mezi zakladni problémy patri:

e nivrh datové struktury pro indexovéni, viz [23],

e redukce dimenzionality a feSeni ”prokleti” dimenzionality [26],
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e vyhleddvéani témat a jejich automatickd detekce [7],
e modifikace miry podobnosti [24].

V dal$im vyzkumu bychom se chtéli zamérit na rozsahlé experimenty,

s jejichz pomoci bychom chtéli vybrat vhodné miry podobnosti pro tvorbu
shluku tak, aby tyto shluky odpovidaly tématiim obsazenym v dané kolekci.
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SLABA KONVERGENCE SUPREMA
NAHODNYCH PROCESU

Jana Husova

Klicova slova: Nahodné procesy, slaba konvergence.

Abstrakt: Uvazujeme posloupnost ndhodnych procest (X, (t),t € T), o kte-
ré vime, Ze konverguje v distribuci k néjakému jinému procesu. A studujeme
procesy (Y;,(A), A € A), kde Y;,(A1) := sup;c 4, Xn(t). Zkoumame, pro které
kolekce mnozin A C P(T') procesy (Y, (A), A € A) konverguji v distribuci.
Prvky procestt (X,,(t),t € T) uvazujeme jako funkce v C(T), [T>°(T'), D(T).

1 Uvod do problému

Piedpokladejme, Ze vime, Ze posloupnost ndhodnych procesiu (X, (t), t €
T)neNy, kde (T, p) je obecny kompaktni metricky prostor, konverguje slabé
k néjakému ndhodnému procesu X, X, I x.

Polozme

Y, (A) :=sup X, (t).
teA

Zajima nés, pro jaké A C P(T') posloupnost ndhodnych procesii Y;,(A) kon-
verguje slabé.

Postupné se podivejme, jak je to v riznych pripadech, zavislych na tom
na jakém prostoru je puvodni konvergence.

2 Prostor C(T)

Uvazujme nédhodné procesy (X, (t),t € T,n € Ny) jako prvky C(T), kde
C(T) je prostor redlnych spojitych funkei na 7' se supreméalni metrikou gene-
rovanou supremalni normou, tj.

||z[| = sup [z(t)].
teT

Nejprve se tedy podivejme na to, v jakém prostoru je nas zkoumany pro-
ces. Nahodné procesy X,,, X jsou spojité na kompaktu, tudiz jsou omezené.
A tedy i ndhodné procesy Y,,,Y jsou omezené, nebot

Iyl = sup |y(A)] = sup |sup [z(t)]| < [[z]| Yz € C(T).
AcA AcA teA

Obecné tedy budeme uvazovat o prostoru I7>°(A), prostoru realnych ome-
zenych funkci na A se supremélni metrikou generovanou supremalni normou.

Zkouméme zobrazeni f z C(T) do [T°°(A) takové, ze

F(t)(4) = supa(t). (1)

€A
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Tvrzeni 2.1. Funkce f z prostoru (C(T),||-||) do prostoru (IT>°(A), || ||*)
definovand vztahem (1) je spojitd.

Dukaz: Potfebujeme ukazat, Ze vzor oteviené mnoziny je otevieny a to plyne
z vlastnosti zobrazeni vici zvolenym metrikam. Plati totiz:

d(z,y) > d*(f(x), f(y)) Yo,y € O(T). (2)
Z tohoto vztahu plyne spojitost zobrani (1).
Q.E.D.

Ted tedy jiz mtzeme formulovat tvrzeni.

Véta 2.1. Necht ndhodné procesy (X,,(t),t € T)nen, maji spojité trajektorie
a navic X, > X jako proces v C(T'). Potom pro kazZdou kolekci A C P(T)
posloupnost procesii (Y, (A), A € A), kde
Y, (4) = sup Xo(),
teA
konverguje k procesu (Y (A),A € A), kde Y (A) = sup,c 4 X (t), jako proces
v prostoru [T°°(A).

Duikaz: Protoze slabd konvergence se zachovava spojitym zobrazenim, viz
napt. [1], je véta disledkem tvrzeni 2.1.
Q.E.D.

3 Prostor [7(T)

Predpokladejme, obecné&ji, ze procesy X,, € [7°°(T). Prostor uvazujeme se
supremalni metrikou. Predpokladejme tedy, Ze v prostoru omezenych funkci
se supremélni metrikou posloupnost ndhodnych procest (X,,) konverguje
slab& k nahodnému procesu X. Pro jaké kolekce mnozin A C P(T') kon-
verguje posloupnost ndhodnych procesti (Y, (A4), A € A) slabé k n&jakému
ndhodnému procesu (Y (A), A € A)?

Procesy Y,,(A) budou opét prvky (1°°(A). Prvky prostoru {*°°(T') obecné
nemusi byt méritelné, pripomenme tedy definici slabé konvergence pro obecné
ne nutné méfitelné nety, viz napf. [2].

Definice 3.1 (Slaba konvergence). Net (X)) konverguje slabé k méii-

telnému a tésnému zobrazeni X v (I7°°(T),|| - ||), zn. X 2 X, tehdy a jen
tehdy pokud

lig\nei/{lf Pr.X\€@G) > Pr(X € G) VG € GI™>=(T)).

Vsimnéme si, ze stejné jako slabd konvergence pro métitelnad zobrazeni
i tato konvergence se zachovava spojitym zobrazenim. Na tomto prostoru
také plati vztah (2), zobrazeni (1) je spojité a tedy slaba konvergence se
zachovava.

A tedy véta 2.1 plati i pro procesy s trajektoriemi v prostoru [7°°(T).
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4 Prostor D(T)

Prostor D(T') se Skorochodovovou metrikou je jiny pfipad, nemiZzeme po-
uzit dosavadni vysledky, protoze prostor D(T') je vybaven Skorochodovou
metrikou a ne supremalni.

Opét vime, ze ndhodné procesy (V,,(A), A € A) budou nélezet do [T°°(A).
Tady uz se ale konvergence obecné nezachovava, protoze zobrazeni (1) neni
spojité. V nasledujicim prikladé ukazeme, ze se obecné nezachovava ani kon-
vergence jednorozmérnych marginald.

Priklad: Mé&jme

Xon(t) = Taje—1/ma)(t) Vw
X2n+1(t) = X(t):I[1/271](t) Yw

Potom X,, = X v (D(]0,1]),d) (prostor tzv. cadlag funkci) (dokonce v prav-
dépodobnosti), ale Y5,(]0,1/2)) = 1 s.j. a Y2,41([0,1/2)) = 0 s.j., a tedy
Y,.([0,1/2)) nekonverguje.

A

Abychom mohli mluvit o konvergenci konecné rozmérnych marginali, po-
tiebujeme pro obrazy funkci z D(T') najit také vhodny prostor s vhodnou
metrikou. Tj. zobecnény Skorochodiv prostor.

Piedpokladejme tedy, ze prostor D(T) je zobecnény Skorochodiv prostor
(podle [3]). To znamend, Ze existuje (A, || - ||) prostor bijekci na T's normou,
ktera splnuje:

(@) [[Al =0, [A[=0& A=e,
(i) [[A o pll < I+ (1l
(i) [[AH] = (Al
A také existuje kolekce D konec¢nych déleni 7' usmérnéna zjemnénim a in-
variantni vadi A, tj.
AeAhaA={A}eD = \NA)={\A)} eD.

A prostor D(T') je prostor vSech omezenych redlnych funkci na T', které lezi
v uzévéru (vicéi Skorochodové metrice) mnoziny vSech jednoduchgch funkei
na D. Skorochodova vzdalenost dvou funkci je

d(z,y)=inf{le >0: INEA: ||]M] <e A |ltor—1y|| <e}. (3)

Potiebujeme tedy najit také prostor bijekci s normou na A a vhodnou
kolekci déleni D4 tak, aby byli splnény podminky Skorochodova prostoru.
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A navic, aby obrazy funkei z D(T) pattily do D(A) a aby naSe zobrazeni
také zachovavalo slabou konvergenci.

Uvazujme tedy nésledujici prostor bijekci (A4, ]| - [|4), kde M € AA:

M A— A (4)
A— \(A). (5)
Vsimnéme si, ze tim predpokladame, ze A C D(T) a navic, ze A je inva-
riantn{ viiéi A. A kolekei D# obdobné
DA = {P(A): A €D} (6)
Takto definovana kolekce D# je také usmérnéna vaci zjemnéni a invari-
antni vaci A4
Ted je otazka, jestli plati
x € D(T) = f(z) € D(A),

kde f je definovéno v (1).
To zalezi na norméch, které jsou na A a A*. Predpoklddejme, Ze na A
mame nasledujici normy (obvyklé):

[IAlls = supp(A(t), t)
teT
A(t), A
||>\||t = Sup logp( ()’ (S))‘
t,s€T:p(t,s)#0 p(t7s)
ALl = [IAl]s + A

A normy na A4 indukujme stejnym zpiisobem, tj. misto p bude p, coz
bude oznac¢ovat Hausdorfovu pseudometriku na A. Tyto normy budeme opét
oznacovat stejné, jen s indexem A nahote.

Potom lze nahlédnout, diky tomu, ze ||[A|| = |[A\ 7|, Ze
M1 = sup p?(A(A), 4) < [IA]]s.
AcA
A podobné

AJA
I = A,BeA:SpliIZA,B);ﬁo og p (A, B)
A tedy také
M7 < 1A -
Diky témto vztahtim také plati: € D(T) = f(z) € D(A), pro prostory,
které jsou indukovany normami || - ||, resp. || - ||, || - |lm a || - ||, resp. || ||,

- 115-
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Tvrzeni 4.1. Necht D(T) je zobecnény Skorochodiv prostor, ktery je indu-
kovany normovanym prostorem (A, ||||) a kolekci D. A necht D(A) je také zo-
becnény Skorochodiv prostor indukovany normovangm prostorem (A4, ||-||4)
2 (4) a kolekci DA podle (6), kde || - || spliuge:

Vo € D(T) : ||z|| > ||f(x)||, kde f je definovdno v (1).
Potom pro vsechny A C D, kter€ jsou invariantni vici A\, plati:
{y: 3z e D(T):y= f(z)} C D(A),
tj. zobrazeni f z (1) je méritelné zobrazeni z D(T) do D(A).

Dtkaz: Bud = € D(T') libovolné. Polozme y(A) = sup,c4 (t). A chceme
ukéazat, ze y € D(A). Vime, Ze y € [7°°(A) a potiebujeme, ze dA(y,Ipa) = 0.
Vime, ze d(z,Ip) = 0, tj. existuje posloupnost (A, € A) a jednoduchych
funkci (2,,) takova, ze || An|| \, 0 a ||z — 2, 0 An|| \, 0. Polozme A\ obraz A,
podle (4) a y,, obraz x,, podle (1). Potom urcité |24\, 0 a

sup [y(A) — yn(An(A))| = sup [supz(t) — sup zn(An(t))| \ 0.
AcA AcA teA teA
Tedy y € D(A).
Q.E.D.

Za predpokladii z tvrzeni 4.1 lze snadno ukazat, ze funkce (1) je spojit4,
a tedy slaba konvergence zustane zachovana.

Tvrzeni 4.2. Za predpokladi tvrzeni 4.1 je funkce f z (1) spojitd.
Dukaz: K dikazu spojitosti sta¢i ukdzat, Ze pro vSechny nety (z,) takové,

o — x plati; Zze f(zq) — f(x). My konkrétné ukazeme, ze plati:

d(z,y) > d*(f(z), f(y)).

Piedpokladejme tedy, ze d(z,y) < ¢, kde d je Skorochodova metrika, viz (3).
To znamena, Ze existuje A € A takové, ze ||\|| < d(z,y) a zéroven |[zoA—y|| <
d(z,y).

Potom také podle predchoziho |[A\A[|4 < d(z,y), kde A je indukovana A
podle (4). A ukazme, 7e také ||f(z) o M — f(y)||* < d(x,y).

sup |f(z) o A(A) = f(y)| = sup| sup z(t) —y(t)| =
AcA A€A teX(A)
= sup [supz(A(t) — y(t)] <
AcA teA

< sup [[zo A —y|| < d(z,y).
AeA

A tedy d(f(z), f(y)) < d(x,y) a zobrazeni f je spojité.
Q.E.D.
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Véta 4.1. Nechi posloupnost procesi (X,,) konverguje slabé k procesu X
v D(T), potom posloupnost procesi (Y;,) indukovanych zobrazenim (1) kon-
verguje slabé k procesu' Y v D(A), kde D(A) je z torzeni 4.1 a A C D.

Dukaz: Spojité zobrazeni zachovava slabou konvergenci, a tak je véta da-
sledkem tvrzeni 4.2.
Q.E.D.
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EXTREMY GAUSSOVSKYCH
POSLOUPNOSTI A PROCESU
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Klicovd slova: Extrémy zavislych a nezavislych gaussovskych posloupnosti,
asymptotickd teorie, Gumbelovo rozdéleni, procesy Ornsteinova-Uhlenbecko-
va typu, derivovatelné procesy, extrémy na pevném intervalu, stfedni pocet
prekroceni trovné, Riceova véta, extrémy na rostoucich intervalech, maxima
milanskych teplotnich odchylek, detekce bodu zmény.

Abstrakt: Clanek se zabyvéa asymptotickou teorii extrémii gausovskych po-
sloupnosti a procesii. Pomoci simulaci studuje rychlost konvergence k limit-
nimu rozdéleni. Teorie je aplikovana na rozdéleni testovych statistik maxi-
malniho typu pro testovani zmény v posloupnosti ndhodnych velicin.

1 Uvod

Ackoliv stochasticka teorie extrému neni zdaleka nova, jeji popularita v po-
slednich letech stoupa. Zajem o ni projevuji odbornici v oboru meteorologie,
hydrologie a klimatologie, ktefi by ji radi vyuzili k odhadu vyskytu extrém-
nich udalosti, jako jsou nezvykle vysoké ¢i nizké teploty, povodné apod. Ex-
trémni uddlosti zajimaji i ekonomy a matematiky v pojisfovnich. Kromé
toho se béhem poslednich let objevilo i mnoho teoretickych vysledki tykaji-
cich se chovani extrému v jednorozmérném i vicerozmérném pripadé. Mnoho
novych vysledki bylo publikovano v ¢asopise Extremes, ktery zacal vychazet
pred Sesti lety. Jednou za dva roky se také porada mezinarodni konference
vénovand pravé teorii extrémt. Té posledni v portugalském Aveiru (2004) se
zicCastnili tyfi statistici z Ceské republiky.

Ja jsem se zacala zajimat o teorii extrémi nahodnych procest pii studiu
limitniho chovani testovych statistik maximélniho typu, které se pouzivaji
pti detekci bodu zmény.

Ve svém prispévku se chci zabyvat asymptotickym chovanim extrému
gaussovskych posloupnosti { X; } a gaussovskych procesti { X (¢)}, pfesnéji cho-
vanim

P( max X; >u), jestlize n—oo a u-— 00,
i=1,...,n

P(max X(t) >u), jestlize U — 00
0<t<T

nebo jestlize T — o0 a wu— o0.

Prestoze matematické myslenky, postupy i ziskané vysledky teorie ex-

N

spociva v tom, ze konvergence je velmi pomald a rozumné aproximace lze
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ziskat az pro velmi vysoké rozsahy vybéri n nebo pro prili§ vysoké, a tudiz
prakticky nezajimavé, hranice pfekroceni u.

I kdyz v posledni dobé vyslo nékolik zajimavych knih tykajicich se ex-
trémd, viz napf. [3], mij vyklad se opird o klasickou knihu [6]. Snazila jsem
se pritom ziskat pfedstavu o tom, jak limitni véty asymptotické teorie ex-
trémut funguji, to znamena pro jaké rozsahy a jak vysoké tirovné prekroceni
maji pro pouziti smysl.

2 Extrémy gaussovskych posloupnosti

2.1 Extrémy nezavislych standardné normalné rozdéle-
nych velicin

Nejprve uvazujme nejjednodussi mozny piipad, to znamena posloupnost ne-

zavislych stejné N (0, 1) rozdélenych ndhodnych velic¢in {e;}. Zfejmé pro kaz-

dé n plati

i=1,...,n

P ( max e; < u) = f[lP(ei <u) = (P(u))",

kde @(-) znadi distribucni funkei standardniho norméalniho rozdéleni, zatimco
¢(+) bude déle znacit jeho hustotu.

Pro libovolné n € N tak zname nejen distribu¢ni funkci maxima, ale
i véechny momenty (alespoit numericky), a tedy i napf. stfedni hodnotu,
rozptyl, sikmost, $picatost apod.

Studujme dale limitni chovani max;—i,. ,e;, kdyz n — oo. Vzhledem
k tomu, Ze pro vSechna u € R; plati ®(u) < 1, pak zfejmé pro vSechna
u € Ry plati

P <Z_r111axnei < u> — 0, kdyz n— oc.

To znamend, 7e max;—1,...,¢; jde s poctem pozorovani nade vSechny meze.
Nasi snahou je proto najit posloupnost {u,} (u, — oo pro n — o0) tako-
vou, aby P(max;—1,_. ne€; < u,) konvergovala k hodnoté z intervalu (0, 1).
Pfijemné by bylo, kdyby se podafilo najit posloupnost {u,} ve tvaru u, =

b, + apx tak, aby
P (maxi—l,...,n e; — by < I)
A

méla limitu v intervalu (0,1) pro kazdé = € R;. Nésledujici véta fika, ze
je mozné takové posloupnosti {a,} a {b,} nalézt, a udava také, jak mohou
vypadat.

Véta 2.1. Necht {e;} je posloupnost nezdvislych N(0,1) rozdélenych ndhod-
nych velicin. Necht ddle {a,} a {b,} jsou posloupnosti redlngch éisel splriu-
jicich

Lloglogn + Llog4r 1
bn = \/2logn — 2 2 "= 1
osn v2logn aa v2logn (1)
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Pro kazdé x € Ry plati

P ( max e; <b,+ anx) —e " pro n — oQ.
i=1,...,n

Poznamka 2.1. Tabulka 1 udava konkrétni hodnoty a, a b, pro nékterd

vybrana n. Je patrné, ze s rostoucim n se hodnoty obou posloupnosti méni

jen velmi pomalu.

n =100 | n =500 | n= 1000 | n = 5000
b, | 2.3662 2.9074 3.1164 3.5611
an | 0.3295 0.2836 0.2690 0.2423

Tabulka 1: Hodnoty konstant a, a b, pro nékolik vybranych hodnot n.

Pozndmka 2.2. Véta 2.1 1ika, ze pro velka n je rozdéleni maxima nezavislych
standardnich veli¢in pfiblizné Gumbelovo s parametrem posunuti b,, a para-
metrem méritka a,,, to znamena, ze plati

_u=b,
P ( max ¢; < y) =e ¢
i=1,...,

e

Obrazek 1 ukazuje tvar hustoty Gumbelova rozdéleni pro parametr posu-
nuti rovny 0 a parametr méritka rovny 1.

0.4

0.351- q

0.3 q

0.25 4

0.151 4

0.1 7

0.051- q

Obrazek 1: Hustota Gumbelova rozdéleni.
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n =100 | n =500 | n = 1000 | n = 5000
EY, 2.556 3.071 3.272 3.701
sdY, 0.423 0.364 0.345 0.311

Tabulka 2: Stfedni hodnota a smérodatna odchylka Gumbelova rozdéleni,
které aproximuje rozdéleni maxima nezavislych N(0,1) rozdélenych veli¢in
pro vybrané hodnoty n.

Pro nédhodnou velicinu Y,, s Gumbelovym rozdélenim s parametrem posu-
nuti b, a parametrem méritka a,, plati:

EY, =b,+0.5722qa,, sdY, =+v1.6449a,, sSikmostY; = 1.2986.

Tabulka 2 udava sttedni hodnotu a smérodatnou odchylku pro rizné hodnoty
n € N a opét ilustruje pomaly vyvoj téchto charakteristik.

Diikaz véty 2.1. Ozna¢me u,, = b, +a, x pron € N. Ziejmé chceme dokazat

—x

(P(un))" — e,
coz je ekvivalentni s tim, ze

n log (1 — (1 - (u,))) — —e . (2)

Pouzijeme-li aproximaci logaritmu na okoli bodu 1 a znamé aproximace pro
pravdépodobnost prekroc¢eni irovné standardné normalné rozdélenou velici-
nou, tj. 1 — &(x) ~ ¢(x)/x pro x — oo, je (2) ekvivalentni s tim, ze

n(l—®u,)) —e® < nMezﬂl. (3)

Un

Po zlogaritmovani obou stran dochéazime k zavéru, ze chceme najit posloup-
nost {u,} (u, — oo pro n — o) tak, aby spliiovala

2
logn + x — logu,, — % log 2w — %” — 0.

Odtud

up, = +/2logn +d,, kde d,=o(y/2logn),

dy, 1 1
log u,, = log (\/QIOgn (1 + W)) ~log+/2logn = 3 log2—|—§ loglog n.

Posloupnost {d,,} hleddme tedy tak, aby platilo

logn+x—(1/2) log4r —(1/2) loglogn — (logn—i—dn \/210gn+di/2> — 0.
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Takovou posloupnosti je ziejmé
x — (1/2) log4m — (1/2) loglogn
v2logn '

dy =

O

Pozndmka 2.3. Nasledujici tvrzeni ukazuje asymptotické chovani rozdilu mezi
skutecnou distribu¢ni funkei max;—1, .., e; a distribuéni funkci Gumbelova
rozdéleni:

730 —e " —x logl 2
Pl max e; <b,+a,x | —e ¢ ~ 8 ¢ (loglogn) .
i=1,..n 16 logn

Uvedena aproximace ilustruje pomalou konvergenci distribu¢nich funkci ma-
xim. Pro odhad skute¢ného rozdilu mezi obéma distribu¢nimi funkcemi vsak
nemé zadny velky vyznam. Na obrazku 2 vidime rozdil (®(b,, + a, z))" —
e~ " pron = 100. Nejvétsi rozdil je ptiblizné roven 0.06, pficemz pro rtizna
x se rozdily vyrazné lisi.

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01f

Obrazek 2: Rozdil distribu¢ni funkce maxima posloupnosti standardnich nor-
malnich veli¢in o n = 100 ¢lenech pocitané v argumentu b, +a,, = a distribuc¢ni
funkce Gumbelova rozdéleni.

2.2 Extrémy zavislych normalné rozdélenych nahod-
nych posloupnosti

Nyni se zabyvejme otazkou, jaké bude limitni rozdéleni maxima posloupnosti
standardné norméalné rozdélenych veli¢in, jestlize mezi témito veli¢inami exis-
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vvvvvv

sledkem, ktery zde uvedeme, je tvrzeni, ze za velmi obecnych podminek na
autokorela¢ni funkci ma maximum z n ¢lent stacionarni gaussovské posloup-
nosti stejné limitni rozdéleni jako maximum nezévislych normélnich velic¢in.
Tyto podminky jsou splnény napiiklad pro stacionarni gaussovské ARMA
posloupnosti. Tvrzeni o limitnim chovani maxima stacionarni posloupnosti
je jednoduchym disledkem odhadu vzdalenosti mezi distribuénimi funkcemi
maxim dvou stacionarnich gaussovskych vektori s riznymi korela¢nimi ma-
ticemi.

Piedpokladejme, Ze vektor X = (Xi,...,X,)? ma korela¢ni matici R;
a distribuéni funkci Fy(zy,...,z,), zatimco vektor Y = (Yi,...,Y,)T ma
korela¢ni matici Ry a distribu¢ni funkei Fy(x1, ..., 2, ). Budeme hledat horni
odhad rozdilu Fy(x1,...,x,) — Fo(z1,...,z,), protoZe ziejmé plati

P (max(Xy,...,X,) <u)—P (max(Yi,...,Y,) <u) (4)
= Fi(u,u,...,u) — Fo(u, u,...,u).
Pro kazdé h € [0,1] definujme ndhodny vektor Z, = VA X + 1 -hY.

Vektor Z;, méa standardné normélné rozdélené slozky, pfi¢emz jeho korelac¢ni
matice Ry, splituje R, = h Ry + (1 — h) Ry. Oznacme Fj(x1,...,x,) distri-

buéni funkci vektoru Zy, a ¢p(x1,...,x,) jeho hustotu, tj.
Tn 1
Fp(xy,...,zp) :/ / On(Y1y -y yn) dyr - . . dyn.
(oo} (oo}

Veéta 2.2. Plati
Fl(xl, e ,.I'n) - F()(Il, e ,.I'n)

1
= ZZ(TW - TOij)/ Fp(z1,. .. 20| Zni = 24, Znj = x5) dnij(2i, x5) dh
0

i<
< Z Z(Tuj — T0ij) /1 Gnij (i, x5) dh,
i< 0
kde ¢nij(xi, x;) je margindint hustota (i, j)—tych sloZek Zyn; a Zy,; vektoru Zy,.
Drikaz.
Fi(z1,...,xn) — Fo(z1,...,2p)

YoF,(x1,...,xn ! Fo(z1,...,20) Ory;
:/ OFy(x1,...,2 )dh _ Zza w(T1, ... Tn) 57“gdh
0

Oh 0 T 87’1-]- oh
1 x x
n YO0 (Y1, .y Yn
zzz(rmwij)/ / / Wdyl...dyndh
i< 0 —o00 —o00 1)
1 T x 2
" L 0%n(y1, -, Yn)
_ T1ii — Tois — 7 dy; ...dy, dh
ZZ( lig O])/O [m [m ayiayj 1 Yy

<]
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- X3 -
i<j
1 T x1 d d
Y1 ...-AYn
On(Y1y e Ty e Ty Y) ————— dh
/0/—00 /—oo l( ’ / n) dyzdyj
DD T}
i<j
1 rxn, T
[ G 7 TR I dyi...d
// alt ‘ N )(bhij(Ii,Ij)iy In dn
0 —o0

oo Ghij(xi, ;) dy;dy;

=D > (ruij — roiy)-

1<J

1
/ Fo(z1,. .., 20| Zni = x4, Zng = ) bnij(wi, 2;5) dh
0

1
< ZZ(”U’ — T0ij) - /0 Onij(xi, x;) dh.

1<

V predchozim byla vyuzita znamé rovnost pro hustoty vicerozmérného stan-

dardniho normaélniho rozdéleni ¢(z1,...,z,) s korelaéni matici R = ||r4;]|:
Op(x1, ..., xp) _ PP(w1,. .., 20)
87“1']‘ 8Iian '

Véta 2.3. Necht vektor X = (X1,..., X,)T md korelacni matici Ry = ||r1:;]|
a vektor Y = (Y1,...,Y,)T md korelacni matici Ry = ||ro;;|| a necht pro
kaZdou dvojici (i,7) plati r1;; > 10i;. Potom pro kaZdé u € Ry plati

P(max{X1,...,Xp} <wu)> P(max{Y1,..., Yo} < u).

Zjednodusené by se predchozi tvrzeni dalo Fici slovy: Posloupnosti s vyssi
korelact mezi svymi cleny dosahuji mensich mazxim.

Diikaz.
P(max{X1,...,Xp} <u) — P(max{Y1,...,Yn} <u)
= Z Z(T’lij - TOij) Cij (R1, Ry, u),

1<

kde C;;(R, Ry, u) jsou nezaporné konstanty, nebot jsou to integraly z neza-
porné funkce (Fj, je distribuéni funkce a ¢, je hustota). O

Predchozi véta se da zobecnit i na ndhodné procesy.
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Véta 2.4. Necht {X(t), t € [0,T]} a {Y(¢),t € [0,T]} jsou standardizované
gaussouvské procesy s korelaéni funkci Ry(s,t), resp. Ra(s,t). Nechl pro kazdé
s < t plati Ri(s,t) > Ra(s,t), pak pro kazdé u € Ry

P(max X(t)<u> 2P<max Y(t)<u).
t€[0,7) t€[0,7]

Véta 2.5. Pro shora uvazované vektory X a'Y au € Ry plati
P(max{X1,...,Xn} <u)— P(max{Y1,...,Yn})

1
< Z Z|7’1ij - TOij|/0 Pnij(u, u) dh

1 <j

<ZZ|7’ T0ij] 1 ! e p{ v }
> lig —Toijl 5 —/———— &XP§— ~ )
1< 2m \/1*@2;' L+ 75
kde ’F,L'j = max(|r1ij|, |’I“()ij|).

Véta 2.5 dava horni odhad pro vzdalenost distribuc¢nich funkci maxim

dvou vektori standardnich normalnich veli¢in, které se lisi korelaci mezi
svymi ¢leny. Pro praktické tcely (jakmile u neni opravdu velké) je uvedeny
odhad hruby. V nasledujici vété se odhaduje rozdil mezi distribuc¢ni funkci
maxima stacionarni zavislé posloupnosti a distribu¢ni funkci maxima neza-
vislych veli¢in.
Véta 2.6. Necht X1, Xo,... je staciondrni standardizovand gaussovskd po-
sloupnost s korelacnt funkci {p(k)}, kde |p(k)| <1—9 pro vsechna k =1,...,
a Y1, Yo,... je posloupnost nezdvislych normdalnich nahodngch velicin. Pak
pro kazZdé u € Ry a kazZdé n € N plati

|P (max{Xy,..., X} <u)— P(max{Y1,...Y,} <u)|
- 1 1 u?
B S E
; 21 /1~ p(k)? 1+ |p(k)|
n uz
<C — )
<Yl ew {5}
k=1
7 véty 2.6 plyne, ze pro vysoké urovné prekroceni, napriklad u, ~ /2 log n,

je limitni chovéni pravdépodobnosti prekroceni pro stacionarni posloupnosti
s neptili§ pomalu klesajici korelac¢ni funkci stejné jako pro nezavislé velic¢iny.

Véta 2.7. Necht posloupnosti X1, Xo,... a Y1, Ya,... jsou stejné jako ve
vété 2.6 a {u,} je posloupnost redlngch éisel takovd, Ze u,, ~ /2 log n (takovd
je napt. posloupnost w, = b, + a,x z véty 2.1) a Y oo |p(k)| < oo, pak

|P (max{X1,...,Xn} <up)— P(max{Y1,..., Yo} <up)| — 0

pro n — oo. (5)
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Pozndamka 2.4. Plati-li p(n)logn — 0 pro n — oo, pak (5) opét konver-
guje k 0.

Veta 2.8. Necht {X;} je staciondrni gaussovska ARMA posloupnost. Necht
ddle {an} a {b,} jsou posloupnosti redlngch cisel splriugicich

1 1

= loglogn + 5 log4r 1
b, = /2logn — 2 2 a ap=——.
" & v2logn " /2logn

Pro kazdé x € Ry plati

P (Z_nllaxn X; <bp+ an:c> —e " pro n— .

Predchozi véta fika, ze se pro velkd n maxima stacionarnich gaussovskych
ARMA posloupnosti a maxima nezavislych posloupnosti chovaji stejné. Po-
divejme se nyni konkrétnéji na to, jak se 1lisi rozdéleni maxim pro AR po-
sloupnosti a nezavislé posloupnosti. Tabulka 3 udava, jak se lisi distribuc¢ni
funkce F'(-) maxima AR(0.4) posloupnosti (autoregresni posloupnosti 1. fadu
s autoregresnim koeficientem 0.4) od distribu¢ni funkce maxima nezévislych
N(0,1) rozdélenych veli¢in pro délku posloupnosti n = 100. Tabulka 4 udava
zakladni momentové charakteristiky maxim obou posloupnosti. Pozname-
nejme, ze vSechny hodnoty byly ziskany simulacemi o rozsahu 100 000. Rozdil
mezi obéma distribuénimi funkcemi neni p¥ilis velky (nejvétsi je fadové roven
0.045) a také zdkladni charakteristiky rozdéleni se dobfe shoduji. Pomérné
dobrou shodu potvrzuje i obrazek 3. Velice Spatnou shodu vsak dostaneme,
kdyz uvazujeme rozdéleni maxima posloupnosti AR(0.8) o délce n = 100, viz
tabulka 5 a 6 a obréazek 3.

w | Flu) = (@)™ | (&)™
15 0.00367 0.00099
2.0 0.03856 0.10013
2.14 0.04495 0.19574
2.5 0.02764 0.53639
3.0 0.00552 0.87365
3.5 0.00084 0.97700

Tabulka 3: Rozdil mezi distribuénimi funkcemi maxima posloupnosti AR(0.4)
a nezavisle rozdélenych veli¢in pro n = 100.

stfedni hodnota | smérodatna odch. | Sikmost
AR(0.4) 2.4737 0.4467 0.5703
nezavislé 2.5081 0.4293 0.6601

Tabulka 4: Zakladni charakteristiky maxima posloupnosti AR(0.4) a nezévisle
rozdélenych veli¢in pro n = 100.
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Obrazek 3: Hustota maxim nezavislych veli¢in (plnd ¢dra) a maxim auto-
regresni posloupnosti 1. fddu s autoregresnim koeficientem 0.4 (Garkovana
¢éra), respektive 0.8 (Cerchovana ¢ara) pro n = 100 ziskané simulaci o roz-

sahu 10000.

u | Fu) = (@)™ ] (D)
1.5 0.07060 0.00099
2.0 0.24374 0.10013
2.1 0.25395 0.17234
2.5 0.16907 0.53639
3.0 0.04126 0.87365
3.5 0.00568 0.97700

Tabulka 5: Rozdil mezi distribu¢nimi funkcemi maxima posloupnosti AR(0.8)
a nezavisle rozdélenych veli¢in pro n = 100.

stfedni hodnota | smérodatné odch. | Sikmost |
AR(0.8) 2.2453 0.5351 0.3926
nezav. 2.5081 0.4293 0.6601

Tabulka 6: Zakladni charakteristiky maxima posloupnosti AR(0.8) a nezévisle
rozdélenych veli¢in pro n = 100.

Situace se prilis nezlepsi, ani kdyz se délka posloupnosti prodlouzi, napf. na
n = 1000, viz tabulka 7 a 8.
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u | Fu) = (@(u) ™| (@)
2.0 0.00004 0.00000
2.5 0.03156 0.00197
3.0 0.15363 0.25903
3.5 0.04902 0.79243
4.0 0.00584 0.96882
45 0.00059 0.99661

Tabulka 7: Rozdil mezi distribuénimi funkcemi maxima posloupnosti AR(0.8)
a nezavisle rozdélenych veli¢in pro n = 1000.

stfedni hodnota | smérodatna odch. | sikmost |
AR(0.8) 3.1225 0.3884 0.6617
nezav. 3.2414 0.3509 0.7998

Tabulka 8: Zakladni charakteristiky maxima posloupnosti AR(0.8) a nezévisle
rozdélenych veli¢in pro n = 1000.

7 ptedchoziho je zfejmé, ze pokud nas zajima rozdéleni maxima posloup-
nosti délky sto az tisic pozorovani, dava aproximace Gumbelovym rozdélenim
alespon prijatelné vysledky pro nezavislé ¢i velmi slabé zavislé posloupnosti.
Jakmile vSak jsou veli¢iny silné kladné zkorelované (napf. maximum autore-
gresni posloupnosti 1. fadu s autoregresnim koeficientem 0.8, viz [7]), pak je
rozdéleni maxima takové posloupnosti vyrazné odlisné od Gumbelova.

3 Gaussovské procesy

3.1 Stacionarni gaussovské procesy

Néhodny proces {X(t) ¢t > 0} se nazyva gaussovsky proces, jestlize pro
kazdé n € N a kazdou posloupnost 0 < t; < --- < ¢, ma ndhodny vek-
tor (X(t1),...,X(tn))" normalni rozdéleni. Nadale budeme uvazovat pouze
standardizované procesy, tj. procesy, pro které plati E (X (¢)) = 0a E(X (t))2
= 1. Gaussovsky proces je staciondrni, jestlize jeho korelaéni funkce r(¢, s) =
E (X(t) X (s)) zavisi pouze na rozdilu ¢asovych argumenti: r(¢, s) = r(t — s).
Pro standardizovany stacionarni gaussovsky proces plati, Ze veskeré jeho
vlastnosti jsou ureny pouze jeho korela¢ni funkei {r(¢), ¢ > 0}, pfi¢emz
ziejmé r(0) = 1.

Pfi studiu extrému gaussovskych procesu se budeme zabyvat pouze pro-
cesy se spojitou korela¢ni funkci, kterda ma v bodé 0 jeden ze dvou nasledu-
jicich rozvoji:

ri(t)=1—Cit+o(t) pro t—0, (6)

1
7“2(75):1—5027524—0@2) pro t— 0. (7)
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Obrazek 4: Trajektorie procesu s korelaéni funkei r(t) = exp(—t/2).

3.2 Procesy Ornsteinova— Uhlenbeckova typu

Procesy, pro které korela¢ni funkce spliiuje (6), se nékdy nazyvaji procesy
Ornsteinova— Uhlenbeckova typu. Nejjednodussim takovym procesem je po-
chopitelné sam Ornsteintv — Uhlenbeckiiv proces, tj. proces s korela¢ni funkci
r(t) = e~ Na obrazku 4 vidime trajektorie takovéhoto procesu.
Ornsteintiv — Uhlenbecktv proces casto slouzi jako model rychlosti ¢astice vy-
konévajici Browniv pohyb. Ornsteintiv — Uhlenbeckiv proces mtize vzniknout
jako limita spojitych po ¢astech linearnich procesii vytvorenych ze stacionarni
autoregresni posloupnosti 1. fadu

Yir1 =aYy +epyr1, kde 0<a<l,

s autokorela¢ni funkci r(k) = a*, k = 0,1,.... Piedpokladejme, Ze autore-
gresni koeficient a je funkci parametru A a Ze plati:

a(A)=1—aA+0(A) pro A—D0.
Definujme spojity po ¢astech linedrni gaussovsky proces {Ya(t), t > 0} tak,
aby Ya(t) =Yy prot =kA, k=0,1,...
Pro korela¢ni funkce ra(s, s + t) procesu {Ya(t)} plati

ra(s,s+1t) ~ corr (Ya(t), Ya(0)) ~ at/® ~ (1 —a A2 ~ e7o1,

a tedy {Ya(t)} konverguje (v distribuci) pro A — 0 k Ornsteinové— Uhlen-
beckové procesu s korela¢ni funkei r(t) = e=¢.
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3.3 Derivovatelné procesy

Proces { X(t), t > 0} je derivovatelny v Lo, jestlize existuje proces s kone¢nym
rozptylem {X (¢), t > 0} takovy, aby

E(MX@)) —0 pro h—0.

Proces {X(t)} se nazyva derivaci procesu {X(t)}. D4 se ukézat, ze pokud
je proces {X(t)} standardizovany stacionarni gaussovsky, pak i {X(¢)} je
stacionarni gaussovsky proces s nulovou stfedni hodnotou. Vzhledem k tomu,

Ze plati
2
E (W) — Var (X(t)) pro h — 0,

musi korela¢ni funkce {r(t)} procesu {X(¢)} spliiovat

2—-2r(h)
12
a tedy mit rozvoj v bodé 0 typu (7):

— Var (X(O)) (=62) pro h—0,

x

-2
r(h)=1- %hz +o0(h?) pro h—0. (8)

Navic plati
corr (X(t), X(t)) =0

a mezi korelaénimi funkcemi {7(t)} procesu { X (¢)} a {r(t)} procesu { X (t)}je
vztah 7(t) = —r”(t). Plati-li shora uvedené podminky, d4 se ukézat, ze exis-
tuje verze procesu s derivovatelnymi trajektoriemi.

Ornsteintiv— Uhlenbecktv proces neni derivovatelny. Uvedme tedy nékolik
prikladt procest, které derivovatelné jsou:

1. Funkce kosinus s ndhodnou amplitudou a posunutim:
X(t) = Acos(wot) + Bsin(wot) = C cos(wot + ¢).

Predpokladame-li, Zze veli¢iny A a B jsou nezavislé standardné normélné roz-
délené a frekvence wy je fixni a nendhodnd, pak {X(¢)} je standardni gaus-
sovsky proces. Snadno lze ukazat, Ze za téchto predpokladi ma posunuti ¢
rovnomérné rozdéleni R(0, 27) a amplituda C rozdéleni s hustotou

fz) = re— /2 pro >0, f(z)=0 pro x<0.

Korelacni funkce
r(t) = cos(wot)

ma rozvoj v bodé 0:

2
rt)y=1- %tQ +o0(t*) pro t—0.
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Obrazek 5: Trajektorie ,kosinového Obrazek 6: Trajektorie ,kosinového
procesu® s wg = 7. procesu s wg = 107.

Na obrazku 5 vidime trajektorie ,kosinového procesu® s wg = 7 a na ob-
razku 6 s wg = 107.

2. Gaussovsky proces se spektralni hustotou h(w) s [7° w? h(w) dw < co. Pii-
pomernime, ze korelac¢ni funkce je Fourierovou transformaci spektralni hustoty,
a tedy plati

r(t) = /jo e“th(w)dw a h(w)= % /jo cos(wt)r(t) dt.

InzZenyfi si intuitivné predstavuji takovy proces jako ,nekonec¢nou smés kosi-
novych procest“ s ndhodnymi amplitudami a posunutimi:

X(t) = Z A, cos(wt) + By, sin(wt).

My zde budeme uvazovat pouze piipad, kde spektralni hustota h(w) ma jed-
noduchy tvar:

1
h(w):4— pro w € [—wp — a,—wg + a] U [wg — a,wp + a,
a

=0 jinde,
kde wo, a jsou n&jaké zndmé konstanty. Korelaéni funkce procesu { X (¢)}

sin(at)
at

9)

r(t) = (cos(wot))

ma rozvoj v bodé 0:

r(t)=1-

2

2
(wg + %) t?+o(t?) pro t—0.

Obrézek 7 ukazuje ptiklad korela¢ni funkce (9) pro wp = 107 a a = 7.
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Obréazek 8: Trajektorie procesu s ko- Obrazek 9: Trajektorie procesu s ko-
rel. fci (9), kde wp =7 aa=7/3. rel. fef (9), kde wo =107 a a = 7.

Obrazek 8 ukazuje trajektorie procesu s korelacni funkei (9), kde wg = =
a a =m/3, a obrazek 9 trajektorie procesu, kde wy = 107 a a = 7.

3. Gaussovsky proces s korela¢ni funkci

r(t) = geXp (—\/?75) - %eXp (—S@ﬁ) . (10)

Korela¢ni funkce (10) mé rozvoj v bodé 0:
r(t)=1—t*+o0(t*) pro t—0.

Rozptyl procesu derivace Var (X (t)) = 2. Proces nema druhou derivaci,

protoze r"’(0) # 0. Obrazek 10 ukazuje jeho trajektorie. Proces vznikd pii
studiu testové statistiky v problémech vzniku spojitého linearniho trendu
v posloupnosti dat, viz sekce 4.2.
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Obrazek 10: Trajektorie procesu s korela¢ni funkei (10).

3.4 Maximum derivovatelného procesu na pevném in-
tervalu

Necht { X (t)} je standardizovany gaussovsky proces s derivaci { X (t)}. Oznaé-
me Var (X (t)) = ¢2. Pro derivovatelny proces je velmi dileZity pojem pfe-
kro¢eni tirovné trajektorii. (Funkce f prekroéi v bodé ty troven u smérem
vzhiiru, jestlize existuje e > 0 takové, Ze pro vSechna t € [to — €, tp] plati
f(t) < w a pro vSechna t € [to,to + €] plati f(¢) > u.) Pro stfedni pocet pre-
kroc¢eni trovné v smérem vzhuru E (N,[0, T]) na intervalu [0, T'] totiz existuje
analytické vyjadreni, viz véta 3.2. Ze stacionarity procesu plyne

Pro nas je vSak dulezité, ze pomoci stredniho poc¢tu prekroceni lze omezit
pravdépodobnost prekroceni arovné.

Véta 3.1. Pro standardizovany derivovatelny gaussovsky proces { X (t)} plati:

P <Or<nta<xTX(t) > u> < (1—@(u)) + E(N,[0,T7)
= (1—®(u)) + TE(N,[0,1]).

Jestlize r(t) < 1 pro vechna t # 0, pak
P <Oglta<XTX(t) > u> ~(1—=®(u)) + TE(N,0,1]) pro u—oo. (11)

Vzhledem k tomu, Ze pravdépodobnost (1 — ®(u)) je asymptoticky zanedba-
telnd vzhledem ke strednimu poctu prekrocent urovné, plati také

P (OI%%XTX(t) > u) ~TE(N,0,1]) pro u— oc. (12)
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Diikaz.
P (Orgta%XTX(t) > u) =P(X(0)>u)+P(X(0) <unN,0,T] >1)
< P(X(0)>u)+ P(N,0,T] >1)
< P(X(0) > u) 4+ E(N,0,T7).

Posledni nerovnost plyne z toho, ze

P (N,[0,T] > 1) ZP W[0,T) =14),

E(N ZzP W[0,T] =14).

Dtikaz limitniho chovani (11) je pomérné slozity, zdjemci ho mohou najit
napf. v [6]. O

Vsimnéme si toho, ze horni odhad v (11) je tim pfesnéjsi, ¢im mensi je
pravdépodobnost, zZe proces piekroci tiroven smérem vzhiru vice nez jednou.
Pro ,,pomalu se pohybujici procesy“ bude horni odhad tésnéjéi nei pro ,,rych—

vvvvvv

uvazujeme. Drlve nez budeme zkoumat tesnost horni meze v (11), ukazme,
¢emu se rovna stfedni pocet prekroceni tirovneé.

Véta 3.2. (Riceova véta)
Pro standardizovany staciondrnd derivovatelny gaussovsky proces { X (t)} plati

E (N[0, 1]) = 60 — exp (“—2> , (13)

2 2

kde 6, je smérodatnd odchylka procesu derivace X (t)}.
Pokud proces {X (t)} md stredni hodnotu 0 a smérodatnou odchylku o,
pak

E(N,[0,1]) = % L exp <“72) . (14)

Duikaz provedeme ve dvou krocich.

Véta 3.3. Pro staciondrni derivovatelny proces plati

P(X(0 nx
E (N, [0, 1)) = lim X O <uNX(@) > v)
q—0 q
Diikaz. Pro n = 1,... zavedme procesy {X,(t), t € [0,1]}, které maji po

castech linedrni spojité trajektorii, pricemz

X, (i/2") = X (i/2"), i=0,...,2"
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Ozna¢me N, (u) pocet prekroceni irovné v smérem vzhiru procesem { X, (¢)}.
Ziejmé N, (u) konverguje monoténné k N,,[0,1] pro n — oo. Z Leviho véty
plyne, ze EN,(u) — EN,[0,1]. Vzhledem k tomu, ze proces {X,(t)} mize
prekro¢it troveni u v kazdém z intervalt [(i — 1)/2™,i/2"] nejvyse jednou,
plyne:

EN,(u) = ZP(X((Z‘ —1)/2" <u N X(i/2") > u)

=2"P(X(0) <un X(1/2") >u).

Existuje-li limita P (X (0) < uN X(q) > u) /q, pak k ni posledni vyraz kon-
verguje. O

Véta 3.4. Pro staciondrni derivovatelny proces plati

. P(X(0)<unX(q) >u) o
) . = /0 w fix(0). %oy (1 w) dw
- / W o) (10 X (0) = ) Fxo)(u) duv.
Diikaz.

3P(X(O)<uﬂX(q)>u)

:l/u P(X(Q)X(O) N uv‘X(O):U) Fro () do

qJ - q q

1 u o0
- / / f(x(0),(xX (9)-x(0)) /) (v, w) dw dv
9 J =00 J(u=v)/q

1 o0 u
a /0 / J(x00),(X ()= X (0))/q) (v, w) dv dw.
u—wq

Obrazek 11 ilustruje platnost posledni rovnosti. Dale pokud ¢ — 0, pak
posledni dvojny integral konverguje k integralu

/0 W [ x(0), % (0) (U w) dw = /0 W fx o) (w]X(0) = u) fx (o) (u) dw.

O

Dikaz véty 3.2. Veli¢iny X (0) a X(0) jsou nezavislé normalné rozdélené,
proto

oo

| v beo@lX0) = wdw= [ w i w)du =

Gu

Nor3
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wp

Obrazek 11: Obor hodnot dvojného integralu ve vété 3.4.

Poznamenejme, ze v predchozich tvrzenich jsou tfeba jisté predpoklady na
sdruZenou hustotu vektoru (X (0), (X (q) — X(0))/q), které zabezpecuji exis-
tenci potfebnych limit a zdménu limity a integralu. Pro normalné rozdélené
veli¢iny jsou tyto predpoklady splnéné.

Disledek véty 3.1 a véty 3.2.

Pro standardizovany staciondrni derivovatelny gaussovsky proces {X (t)} plati:

r <Orgnta§XTX(t) > u) ~T \j;_ﬁ ¢(u) pro u— oo. (15)

Polozme si otazku, jak lze Riceovu vétu pouzit ve statistické analyze pro
odhad stredniho poctu prechodu trovni smérem vzhiiru, a odtud poptipadé
pro odhad pravdépodobnosti pfechodu vysokych trovni. Rozptyl procesu de-
rivace totiz obvykle nezname a jeho odhad je ¢asto nespolehlivy. Mtzeme vsak
pouzit vztah (14). Po zlogaritmovani ziskdme linedrni vztah mezi kvadratem
trovné piekroceni u? (nezdvislou proménnou) a logaritmem stfedniho poctu
pfekroceni Grovné (zévisle proménnou) log (E(NV,[0,1])):

log (E(N,[0,1])) = ¢+ du*.

7 udaji o poc¢tu prekroceni nizsich trovni mizeme odhadnout regresni tech-
nikou parametry ¢ a d a ziskany vztah pouzit pro odhad poc¢tu prekroceni
vysoké trovné u, kterd nas zajima.

Nyni si ukazme na nasSich prikladech, jak tésné odhaduje horni hrani-
ce (11) pravdépodobnosti piekroc¢eni meze u smérem vzhiru na intervalu
[0, 1]. Nejprve se zabyvejme piipadem 1, tj. ,kosinovym procesem*:

X(t) = Acos(wot) + Bsin(wot) = C cos(wot + ¢).
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Uvazujme ptipad, kdy wy < 7. V takové situaci je trajektorie procesu v bodé 0
bud v&étsi nez u, coz je ekvivalentni s tim, Ze trajektorie uz droven u béhem
¢asového intervalu [0, 1] nepfekroéi, nebo je v bodé 0 mensi nez u, coz je
ekvivalentni s tim, ze prekroc¢i uroven u pravé jednou. Odtud plyne, Ze se
nerovnost (11) zméni v rovnost:

P < max X (t) > u> =(1—®(u)) + E(N,[0,1]).

0<t<1

Naopak, jestlize wy > 27, pak
P (max X(t) > u) =P(C >u)= e/,
0<t<1

Proces {X (¢)} v pfipadu 2 s korela¢ni funkci r(t) = (cos(wot)) s‘r;f—ft) je
do jisté miry ,podobny“ procesu z pripadu 1, a to tim vice, ¢im mensi je
hodnota a. Neni tedy divu, Ze pro wy < 7 a malé a bude horni hranice v (11)
tésné, zatimco pro wy > 27 bude velmi volné, s vyjimkou pro vysoké hranice
prekroceni, viz tabulky 9 a 10.

Nakonec se jesté podivejme na kvalitu hornitho odhadu (11) pro proces
v piipadu 3 s korelac¢ni funkei (10). Tabulka 11 ukazuje, Ze i zde je horni mez
pomeérné tésna.

Poznamenejme, ze odhady pravdépodobnosti prekroceni byly provedeny ze
simulaci.

1—®(u)| EN, | 1—®(u)+EN, | P(maxX(t) > u)
u=1 0.1587 | 0.3197 0.4784 0.4675
u=2 | 0.0228 | 0.0713 0.0941 0.0871
u=3 | 0.0013 | 0.0059 0.0072 0.0077

Tabulka 9: Porovnani pravdépodobnosti pfekroceni s horni mezi (11) pro
proces s korela¢ni funkeci (9), kde wg =7 a a = m/3.

1-®(u)| EN, |1—®(u)+EN, | P(maxX(t) > u)
u=1 0.1587 | 3.0730 3.2317 0.8731
u =2 0.0228 | 0.6773 0.7001 0.2920
u=3 0.0013 | 0.0556 0.0569 0.0301

Tabulka 10: Porovnani pravdépodobnosti piekroceni s horni mezi (11) pro
proces s korela¢ni funkei (9), kde wo = 107 a a = 7.

1-®(u) | EN, | 1—®(u)+EN, | P(maxX(t) > u)
u=0 0.5000 | 0.2254 0.7254 0.6734
u=1 0.1587 | 0.1365 0.2952 0.2737
U =2 0.0228 | 0.0305 0.0533 0.0514

Tabulka 11: Porovnéni pravdépodobnosti pfekroceni s horni mezi (11) pro

proces s korela¢ni funkei (10).
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3.5 Maximum procesu Ornsteinova— Uhlenbeckova
typu na pevném intervalu

Veta 3.5. Pro standardizované staciondrni gaussovské procesy Ornsteinova —
Uhlenbeckova typu, tj. pro procesy, jejichz korelacni funkce md v bodé 0 roz-
voj (6) plati

P ( max X (t) > u) ~TCud(u) pro u— oo, (16)

0<t<T
kde konstanta C je konstanta vyskytujici se v rozvoji (6).

Dikaz. Dtkaz je pomérné obtizny. Zajemci ho mohou opét najit v knize [6].
O

Zajimavé je srovnani (15) a (16). V obou piipadech lze pravdépodobnost
prekroceni vysoké trovné (chvost rozdéleni maxima) aproximovat vyrazem
T A(u), kde A(u) je funkei hranice piekroéeni u. Pro derivovatelné procesy
plati, ze A(u) = Cyd(u), zatimco pro procesy Ornsteinova—Uhlenbeckova
typu AMu) = Cpgu¢(u) (konstanty Cqg = /Cs/(27) a Cyq = C1 z rozvojt (6)
a (7).

3.6 Maximum stacionarnich procesu na rozsifujicim se
intervalu

V této kapitole se budeme studovat chovani

P ( max X (t) > uT)

0<t<T

pro pripad, kdy T — oo a troven prekroceni up — 0o, ovSem v zavislosti
na T'. Opét se budeme zabyvame pouze procesy, jejichz korela¢ni funkce spl-
fiuje bud (6) nebo (7). Navic budeme predpoklddat, ze r(t) log(t) — 0 pro
t — oo. Je ziejmé, ze limitni chovani bude odlisné pro procesy Ornsteinova—
Uhlenbeckova typu a pro derivovatelné procesy.

Véta 3.6. Pro standardizovany staciondrni derivovatelny proces {X (t)} plati
P(max X(t)>bT+aTac) —1—e*" pro T — oo, (17)
0<t<T

kde
1 , 1
br = /2logT + ———=1o Tx a ar =

—_— 18
2logT g27r v2logT (18)
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Véta 3.7. Pro standardizovany staciondrni proces { X (t)} Ornsteinova- Uhlen-
beckova typu plati

P ( IIlaXTX(t) > by +ar :L'> —1-—e°" pro T — o0, (19)

0<t<
kde
1 1 C 1
br = \/210g T + ———— ( = loglog T + log [ — -
T gL+ 210gT<2 0808 +°g<ﬁ)> & T AlosT
(20)

Néaznak dukazu:

Uvazujme A(u) ze vztahi (12) a (16) a volme u v zavislosti na T tak, aby
AMu) T — 7, jestlize T — oo a soucasné u — co. Pro vysoké trovné u ziejmé
plati

P (Org?,gxlX(t) < u) ~(1—Au).

Kdyby maxima na po sobé jdoucich intervalech o délce 1 byla nezavisla, pak
by platilo

T =T Au -7
P(O@tiXTX(t)<u>N(l>\(u)) ~eTTAW e
Ve skutecnosti bohuzel maxima na po sobé jdoucich intervalech nejsou neza-
visla, a proto se musi postupovat pti dikazu opatrnéji, a to tak, ze se mezi
po sobé jdoucimi intervaly vynechavaji mezery, které na jedné strané zesla-
buji zavislost mezi maximy a na druhé strané neovliviiuji vyslednou limitni
pravdépodobnost.

Nasim pranim je nyni najit aroven prekroceni ve tvaru up = by + apx
tak, aby T A(ur) ~ e~ *. Postup pii odvozeni konstant ar a by a limitniho
rozdéleni je stejny jako ve vété 2.1.

Z vét 3.6 a 3.7 vyplyva, ze v obou pfipadech méd maximum gaussovského
procesu na velmi dlouhych intervalech opét piiblizné Gumbelovo rozdéleni.
Rozdil mezi obéma rozdélenimi je vSak v parametru méfitka a parametru
posunuti.

4 Aplikace

Poté, co jsem se seznamila s teorii extrémii gaussovskych procesti jsem byla na
pochybéach, jak teorii pouzit ve statistice. Predstavme si, ze méfime ve velmi
kratkych casovych okamzicich po velmi dlouhou dobu hodnoty gaussovského
procesu. Na naméfenou fadu se mizeme divat jako na realizaci gaussovské
posloupnosti. Jsou-li vSak intervaly mezi po sobé jdoucimi méfenimi velmi
kratké, bude korelace mezi odpovidajicimi tdaji blizka jedné. Jak bylo jiz fe-
¢eno dfive, aproximace rozdéleni maxima pomoci Gumbelova rozdéleni s pa-
rametry (1) nebude asi p#ilis dobra. Na druhé strané se také mizeme divat na
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data jako na hodnoty gaussovského procesu méreného v ¢asecht =1,...,T.
Jak ale v tom pripadé zjistit chovani korela¢ni funkce na okoli bodu 07 Navic
mize existovat mnoho trajektorii, pro které [X (1) < u]N---N[X(T) < u],
ale maxo<;<7 X(t) > u. Odtud plyne napiiklad i neshoda mezi konstan-
tami a, a b, pro maximum AR(1) posloupnosti a konstantami ar a by (pfi
T = n) pro maximum Ornsteinova— Uhlenbeckova procesu. Pozorovany pro-
ces také nemusi byt dokonale normalni. Zda se, Ze nejrozumnéji lze pouzit
teorii extrému tak, ze se diky obecnému principu modeluje rozdéleni maxim
Gumbelovym rozdélenim s parametry odhadnutymi z namérenych dat. Apro-
ximace Gumbelovym rozdélenim je tim lepsi, ¢im vyssi arovné prekroceni nas
zajimaji.

4.1 Odchylky milanské teplotni rady

Rada dennich priimérnych teplot méfenych v Milané je piikladem velmi
dlouhé fady vzniklé prirozenym zptisobem, nikoliv simulaci. Bohuzel diky
zménam teploty béhem roku se nejedné o fadu stacionarni. Radu jsme sta-
cionarizovali tak, ze jsme odecetli primér a vydélili smérodatnou odchylkou
spoctenych z hodnot v daném kalendainim dni. To znamend, ze naptiklad od
udaji pro 1. leden jsme odecetli primér spocteny ze vSech teplot v prvnich
lednech a rozdily vydélili smérodatnou odchylkou prvnich lednii, podobné
od udaji z 2. ledna jsme odecetli priméry z druhych lednt a podélili smé-
rodatnou odchylkou druhych lednt atd. Timto zptsobem jsme ziskali fadu
standardizovanych odchylek fady od prumérné teploty pro prislusny kalen-
darni den. Velké hodnoty tedy znamenaji neobvykle vysoké teploty pro dany
kalendaini den v roce.

Studovana rada obsahuje 86 000 idaji. Na obrazku 12 vidime jeji histo-
gram. Je ziejmé, ze rozdéleni je mirné zaporné sesikmené (Sikmost=-0.2195),
takze neni dokonale normalni, jak bychom si pféli. Na obrazku 13 vidime au-
tokorela¢ni funkci. Zd4 se, ze vhodnym modelem by mohla byt autoregresni
posloupnost 1. fadu s autoregresnim koeficientem 0.81. Shoda empirické au-
tokorelacni funkce s teoretickou autokorela¢ni funkci je az zarazejicim zpiso-
bem dobré pro posunuti (lag) mensi nez 10. Pro vétsi hodnoty posunuti klesé
empiricka autokorela¢ni funkce pomaleji nez by odpovidalo autoregresni po-
sloupnosti 1. fadu. To maze byt zpusobeno pomalym stochastickym kolisanim
fady, tedy jejim ,slabé nestacionadrnim chovanim®. Je zndmo, Ze se delsi (né-
kdy i nékolikaletd) obdobi s vyssi teplotou st¥idaji s obdobimi s nizsi teplotou.
Také kladny trend v primérné roc¢ni teploté pozorovany béhem poslednich
let se miize v autokorela¢ni funkci projevit podobnym zptisobem.

Radu o délce 86000 tdaji jsme rozdélili na 86 tsek@ po 1000 datech
a z kazdého tseku jsme spocitali maximum. Q-Q plot pro Gumbelovo rozdé-
leni je na obrazku 14.

Metodou maximalni vérohodnosti jsme odhadli parametr méritka a a para-
metr posunuti b Gumbelova rozdéleni a = 0.2893 a b= 2.5377, které jsou
vyrazné odlisné od a, a b, pro n = 1000 z tabulky 1. Tabulka 12 ukazuje
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Obréazek 12: Histogram milanskych Obrazek 13: Autokorelacni fce mi-
teplotnich odchylek. lanskych teplotnich odchylek.
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Obrazek 14: Q-Q plot pro maxima milanskych
teplotnich odchylek proti Gumbelovu rozdéleni.

empiricky | Gumbel

u=3 0.1860 0.1832
u=3.2 0.0930 0.0964
u=3.4 0.0581 0.0495

Tabulka 12: Pravdépodobnosti prekroc¢eni tirovné u odhadované empiricky
a pomoci Gumbelova rozdéleni.

pravdépodobnosti pfekrodeni trovné P(max X; > u) odhadované jednak ne-
parametricky, z empirické distribu¢ni funkce, a pak pomoci Gumbelova roz-
déleni s parametry a a b.
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Priklad ilustruje, ze navzdory tomu, ze konvergence rozdéleni extrémt staci-
onarni posloupnosti ke Gumbelovu rozdéleni je pomald (zvlasté pro fady se
silnou kladnou korelaci mezi blizkymi ¢leny), je pro dostatecné dlouhé fady
a vysoké urovné prekroceni shoda mezi relativni ¢etnosti prekroceni a odpo-
vidajici pravdépodobnosti spo¢tenou z Gumbelova rozdéleni vcelku dobra.

4.2 Aplikace teorie extrému na problémy detekce bodu
zmény

Nakonec uvedme jesté dvé aplikace teorie extrémt pro detekci bodu zmény.
Problémy bodu zmény se zabyvaly jiz dva prispévky na minulych Robustech,
viz [5] a [1], budeme proto stru¢ni.

Nahla zména stfedni hodnoty

Uvazujme situaci, ktera se objevuje ve statistické kontrole jakosti. Pokud je
vyrobni proces ,,pod kontrolou“, kolisd mérena charakteristika kvality kolem
ur¢ité znamé hodnoty se zndmym rozptylem. Statistik by fekl, ze v caso-
vych okamzicich ¢t = 1,2,...,n pozoruje nezavislé nahodné veli¢iny se zna-
mou stfedni hodnotou a zndmym rozptylem. Je zfejmé, Ze misto puvodnich
veli¢in mizeme uvazovat jejich standardizované verze {X;}, kde EX; = 0
a VarX; =1 proi=1,...,n. Navic budeme pfedpokladat, ze vSechna {X;}
maji norméalni rozdéleni.

Diky poruse ve vyrobnim procesu se vSak muze stochastické chovani pozo-
rovanych veli¢in zménit. Jednim z typt zmén, které mohou nastat, je posun
stfedni hodnoty pfi zachovani stejného rozptylu. To znamena, ze poc¢inaje né-
jakym neznamym casovym okamzikem neni jiz stfedni hodnota pozorovanych
veli¢in nulové, ale je rovna néjakému p # 0. Pfedpokadejme, Ze vime pie-
dem, ze p > 0. V matematické statistice se rozhodnuti, zda ke zméné doslo,
obvykle provadi na zakladé vysledku testovani hypotéz. Testujeme nulovou
hypotézu H proti alternativé A:

H: X, =e¢, i=1,...,n, (21)
Ay : 3k € {0,...,n—1} takové, Ze

X; = ey, 1=1,...,k,

X =+ e, i=k+1,...,n,

kde {e;} jsou nezdvislé N (0, 1) rozdélené ndhodné veli¢iny a i > 0 je nezndma
konstanta. Protoze v ¢ase n zname vsSechny hodnoty pozorovanych veli¢in
mizeme (kvili zjednoduseni matematickych formuli) zménit jejich pofadi na
poradi uvazované od konce X/"? = X" | (déle budeme zjednodusené psat
misto X"V pouze X;) a misto alternativy A; testovat alternativu Af:

Al 3k € {1,...,n} takové, Ze
Xi:u—l—ei, izl,...,k,
Xi:ei, Z:k+1,,n
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Kdybychom védéli, ze pokud ke zméné dojde, pak muze nastat jediné
v Case k, pouzili bychom k testovani odhad p metodou nejmensich ¢tverct

zalozeny pouze na prvnich k pozorovani, tj ji = (Zle XZ-) /k, nebo jesté

lépe jeho standardizovanou verzi (Zle XZ-> / V'k. Nulovou hypotézu bychom
zamitli, jestlize by tato testova statistika prekrocila kritickou hodnotu. Pokud
bod zmény k nezndme, pocitame statistiku pro vsechna mozna k a nulovou
hypotézu zamitneme, jestlize alespor jedna ze statistik {(Zle Xi) Ik, k=

1,...,n} nabude velké hodnoty, nebo jinak feceno, jestlize

1 k
m{ﬁZX} @)

nabude velké hodnoty. Kromé statistiky (22) také pouzivame jeji useknutou
verzi:

k
1

ma; — Xz, 23

(Bn] iz { Vk ; } 23)

kde [ je néjaké malé kladné cislo.

Nulovou hypotézu zamitdme, jestlize statistika (22), resp. statistika (23),
nabude tak velké hodnoty, Ze prekroci kritickou hodnotu odpovidajici poza-
dované hladiné vyznamnosti. Je tedy zapotiebi znat rozdéleni statistik (22),
resp. (23), za platnosti nulové hypotézy. Obé dvé statistiky jsou maximem
posloupnosti standardizovanych normélnich veli¢in s korelaci:

k ) m )
corr <Zi\_/1EX1, Z%)Q) =+Vk/m pro k<m. (24)

Pouzit presné rozdéleni statistik (22) a (23) za platnosti Hy k nalezeni kritic-
kych hodnot je velmi obtizné. Pro velky pocet dat n lze pouzit ptfiblizné kri-
tické hodnoty zalozené na limitnim chovanim (22) a (23). Definujme ndhodné
procesy {U,(t), t € [1/n, 1]} se spojitymi po ¢astech linedrnimi trajektoriemi,
pro které

k .
U,(k/n) = % pro k=1,...,n,
a tedy, viz (24),
corr(Uy,(t) Un(s)) = [[ZZ%Z +0(1/n) pro t<s., (25)

a zajimejme se o rozdéleni maxima procesu {U,(t)} na intervalu [1/n,1],
resp. na intervalu [, 1], nebot
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Obréazek 15: Proces {U,(t)} pron = Obrazek 16: Proces {U,(t)} pron =
250 za platnosti Hy a 5% kritické 250 za platnosti A}, kde k = 140
hodnoty spoc¢tené podle (27) s 5 = a i = 0.25 a 5% kritické hodnoty
0.1 a (28). spoctené podle (27) s 8 = 0.1 a (28).

k
1
Un(t) = — Xip,
2, O m{@z }

k
1
= e X:' .
A5 00 = e, { vk ; }

Na obrazku 15 vidime trajektorii procesu {U,(f)} za platnosti nulové
hypotézy H a na obrazku 16 trajektorii téhoz procesu za platnosti alternativy
Al's k=140, p = 0.25.

Maximum procesu {U,(t)} je mozno aproximovat maximem limitniho
procesu {U(t)}, ktery bude mit vzhledem k (25) korela¢ni funkci

corr (U(t),U(s)) =+/t/s pro t<s.
Pouzijeme-li transformaci ¢asu, pak

Ut) = U - Ut) =
1/%?5%1 (t) ogglgaﬁgn (exp( S))’ﬁngl?é () og?l%fg(uﬁ

U (exp(—s)).

(26)
Proces {U (exp(—7)), 7 > 0} je Ornsteintiv — Uhlenbecktiv proces s korela¢ni
funkei (1) = exp(—7/2). Maxima (26) jsou pak maxima tohoto procesu na

pevném a na rozsifujicim se intervalu, proto z (16) a (19) plyne

v ([mlﬁ??gn He x) ~ (1/2) 2 gle)log(1/B). (27)
r <1I?;?§n Xi> ﬂf) ~ 1 exp (—e 1)), (28)

kde
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1 1 1
b, = v/2logl ——— ( —loglogl I —
" oglogn + 2loglogn (2 o808 ogn+0g(2ﬁ))7
1

V2Toglogn’

Ay —

Postupna linearni zmeéna stfedni hodnoty

Kromé nahlého skoku ve stfedni hodnoté se mizeme téz snazit odhalit po-
malu vznikajici kladny linearni trend. Pomoci matematické statistiky mii-
zeme nase rozhodnuti, zda k takovéto zméné v nezndmém case doslo, zalozit
opét na testovani hypotéz. Jestlize stejné jako v minulém prikladu pracujeme
s veli¢inami X"V = X3 | (opét pro zjednoduseni budeme znaéit X"
pouze X;), budeme testovat nulovou hypotézu H proti alternativé As:

H: X; =e;, i=1,...,n, (29)
Ao Tk € {1,...,n} takové, ze

Xi=b-(k—i+1)+e, i=1,...,k,

X; = e, i=k+1,...,n,

kde b > 0 je neznama konstanta a {e;} jsou nezavislé N(0, 1) rozdélené na-
hodné veli¢iny. Necht b, oznacuje odhad regresniho koeficientu b v ¢ase k Vj,
jeho standardizovana verze

LS k-t D)X, S (k—i+ 1) X,
bp = == Vi =

N S T

Testova statistika pro testovani problému (29) mé tvar maxi<y<, Vi nebo
max(g,<k<n Vk, PFi¢emz mezi cleny posloupnosti {Vi, &k =1,...,n} je kore-
lace: -

Somintem) (i 1) (m— i+ 1)

VY k= i+ 12/ =i+ 17

Definujeme-li podobnym zpisobem jako v predchozim pripadé spojity po
¢astech linedrni proces {V,,(¢), t € (0,1]}, pak

corr(Vig, Vi) =

max Vy = max V,(t), max Vi, = max V,(t).
1<k<n 1/n<t<1 [Bn]<k<n p<i<1

Na obrazku 17 vidime trajektorii procesu {V,,(¢)} za platnosti nulové hy-
potézy H a na obrazku 18 trajektorii téhoz procesu za platnosti alterna-

tivy Ao s k = 140, b = 0.25.
Korela¢ni funkce procesu {V,,(t)} pro t < s:
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2 4 b o _________ 4
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Obrazek 17: Proces {V,,(t)} pron = Obréazek 18: Proces {V,,(¢)} pron =
250 za platnosti Hy a 5% kritické 250 za platnosti As, kde & = 140
hodnoty spoc¢tené podle (30) s 5 = ab = 0.25 a 5% kritické hodnoty
0.1 a (31). spoctené podle (30) s 3 = 0.1 a (31).

corr(V,, (t nceis]

\/ Znt] nt] ¢+1 \/ Zns] [ns]— L+1)

konverguje pro n — oo k

Jolt —2)(s — ) du \[ 1 / t
\/f tfxzda:\/f sfxzda: s 2
Pro velké n 1ze tedy maxima procesu {V,,(¢)} aproximovat odpovidajicimi

maximy procesu {V (t)} s korelaéni funkci (¢, s) = (3/2)\/t/s—(1/2)+/(t/s)?
pro t < s. Po transformaci ¢asu dostavame

1 [7Lt]([nt]7—Li+1)([ns];i+1) o (1)

max V(t)= max V(e™7), max V(t)= max V(e 7).
B<t<1 0<7<log1/pB 1/n<t<1 0<7<logn

Proces {V(e~7)} je staciondrni derivovatelny proces s korela¢ni funkeci

3 1 1 3
T(T):anp —57' —§€Xp _57' .

a je zfejmé az na linearni transformaci ¢asu shodny s tfetim procesem v ka-
pitole 3.3. Jeho korela¢ni funkce ma v bodé 0 rozvoj:

3
T(T)=1—§T2+O(T2) pro T — 0.

To znamena, ze &, = /3/4 (srovnej s (8)) , takze podle (15) a (17)

B L sessn, )

P( max X,->x)%
2w

[Bn]<k<n
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_xz—bn
P <1r<nka<xn X; > x) ~1—exp (76 an ) ’ (31)
kde
1 V3
b, = \/2logl ——— | log——
" oglogn + 2loglogn <0g 47r> ’
1
ap = ———.
v2loglogn
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LOCATING EYES

Jan Kalina, P. Laurie Davies

Keywords: Image analysis, object detection, template matching, robust esti-
mation, eye pattern, algorithm optimization.

Abstract: The aim is to construct and implement an algorithm, which au-
tomatically finds eyes in pictures of human faces. This paper stresses the
motivation for this work and its possible use by a group of genetics resear-
chers. Preliminary transformations of the data are then described; we compa-
red the performance of several robust estimation methods. A combination of
the template matching method and several characteristics or measures ma-
kes it possible to distinguish the eyes from other parts of the face. The paper
summarizes the results obtained so far.

1 Motivation

The primary goal is to find both eyes in a black-and-white picture of a human
face. This problem has been widely investigated for commercial purposes and
fast algorithms implemented in commercial software are now available. Why
we are working on our own software procedure should follow from this section.
Our hope is to write a program useful for the researchers of the Institute
of Human Genetics at the university clinic in Essen. The difficulty consists in
considering also dysmorphic faces of people, whose appearance is influenced
by genetic deformations.

Figure 1 is an example of the input matrix of data. A gray value corre-
sponding to each pixel lies in the interval [0, 1], where low values are black
and high values white.

There exist several approaches to locating the eyes (or landmarks, to be
more general). Typical examples include wavelet transformations, neural ne-
tworks, support vector machines or template matching. Our aim is to con-
struct the procedure to answer the needs of the geneticists, so let us shortly
describe their research. A picture is taken always in a standard position, when
the person is sitting straight against the camera looking in it. Inadmissible are
pictures from a side or with eyes not well visible. These artificial conditions
make the task easier. Still it often happens that the eyes are not in a perfectly
horizontal position. We call such face to be rotated. We stress that the whole
paper considers only this rotation in a plane, such as in Figure 2, where the
whole face is well visible from the front.

The output of our work is primarily to detect the rotation of the face. Then
it can be rotated to have the eyes horizontally. Other facial features such as
the nose, mouth or ears can be then found based on the position and distance
of the eyes. An automatic description of the face by biometric measures is then
possible. Now the medical research has the following ambitions: to diagnose
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Figure 1: Example of a picture.

Figure 2: A picture with extreme rotation.

genetic defects from a picture of a face; to examine the connection between
the genetic code and the size and shape of facial features; and also to visualize
a face based only on its biometric measures.

The everyday experience of the geneticists with available software is unsa-
tisfactory for its high sensitivity even to a small rotation of the face. That is
why they plan to use first our procedure to estimate the rotation of the face
and only then to use the current software to look for other facial features.
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2 Robustification

Filtering or robustification is a transformation often used to remove noise
from images. For example [6] is using the median transform, while [5] gives
theoretical arguments in favour of the trimmed mean and other L-estimators
than the median. We have not found a similar justification of the very robust
methods mentioned below.

As the pictures are taken at the clinic in Essen, the light of two bulbs is
reflected in each of the two eyes. Their position in the eyes is however not
always the same, so they represent a nuisance element which we want to get
rid of. However it is desirable to change only small details, but not the picture
as a whole. In fact Figure 1 is a picture after a suitable LMS-robustification.

For each pixel we take the gray values from its circular neighbourhood
and compute the least median of squares (LMS) or some other very robust
estimator. The information about the coordinates is lost. In this context is
the LMS estimator equivalent to the mean of the shortest half of the data;
see for example [1] for this and other connections among robust estimators.
The computation of the least trimmed squares (LTS) is slower, so is the least
weighted squares (LWS) estimator proposed by [7]. Here the LTS estima-
tor corresponds to the mean of such half of the data (or a group of some
h < n observations), which has the smallest variance. A survey of algori-
thms for computing these robust estimators in (not only) location-model can
be found in [4].

The performance of all these very robust estimators is not very different.
We did not attempt to compare the results systematically. The only poor
results are given by the median, which removes contrast and the resulting
picture is rather grayish.

3 The template approach

Template matching is a tailor made method for object detection which uses
the information about the ideal shape. [3] perceives template matching as
a convolution of the template with the image and studies its theoretical
aspects. A template for the whole face is used for example in [2]. [8] cri-
ticizes that template matching ignores the individual variability and prefers
using priors and Bayesian approach.

We use the template approach only as one of many steps of the algorithm.
Our ambition is not to find the eyes immediately, but only to select several
areas, which can be considered suspicious; see Figure 3, where suspicious
areas are black and the rest of the picture was reduced to a grayish shade.
To convict the non-suspicious areas, other measures and criteria have to be
used.

We compared the performance of several eye templates. The highest corre-
lation with real eyes is attained for average eyes, where the gray values are
taken as an average of eyes from several pictures. Other our templates inclu-
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Figure 3: Areas correlated with the template.

ded real or robustified eyes from one of available pictures or simply a black
circle with a white neighbourhood.

Each template is projected to various sizes, rotated by various angles
and also consider a mirror reflection to detect both right and left eyes. After
each of these possible transformations, we look for such size and rotation
of the template, which lead to its highest correlation with any area. This size
and rotation is then used in the next section.

In the image analysis literature we have found the correlation coefficient
to be the only measure of similarity between a template and an area of the
picture. It seemed to us natural to examine also other measures, for example
the least square estimate of the slope in the regression and also the residual
sum of squares in the regression, where the picture is modelled as a response
of the template. We studied some nonparametric and robust analogies, inclu-
ding the rank correlation coefficient, robust estimates of the slope or robus-
tified sum of squares, for example the trimmed sum of squares in the LTS
context or the weighted sum of squares for the LWS. Aside from a conside-
rable reduction of the speed, the results were not satisfactory. The reason
is that an eye consists of both black and white points. Replacing the gray
values by ranks removes the constrast between both groups and very robust
approaches completely discard one of the groups. A non-robust approach is
therefore desired and the correlation coefficient can be recommended.

4 Other measures and criteria

An important task is to describe the eye pattern by means of such characte-
ristics, which would help to distinguish between eyes and other areas. Each
of the following paragraphs describes one of such measures.
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The total variation compares each pixel with its four neighbours. We add
the absolute values of differences between the gray value in the pixel and
the gray values of its neighbours. The highest values appear at boundaries
between black and white areas, which typically include the eyes.

The eyes usually report a large variability of gray values. Thus we can
take a circular neighbourhood of each pixel and compute the sample variance
or interquartile range of the gray values.

The distribution of gray values in the eyes has a typical structure, which
can be compared with a template. Ignoring the coordinates, we take gray
values from a circular area of the picture and arrange them in ascending order.
Let us denote them by y1,v2, ..., yn. Let the ordered values from a template
be x1,x2,...,x,. We look for such pixels, for which is the minimal sum

n
Z(yi —a— 33i)2
i=1
over all possible a very small. This corresponds to measuring the goodness
of fit between two curves of ordered gray values, allowing for a vertical shift.

Take a rectangular neighbourhood of a pixel and consider average gray
values over each column. Again use a template, based on a typical behaviour
of real eyes. If the optimal template has been found rotated, which suggests
that the face is rotated, then the rectangle needs to be taken also rotated.

The next measure is based on the idea that the middle part of an eye
is more variable than its outer parts. We take a rectangular neighbourhood
of each pixel, compute the sample variance in each column (or row) and
compare these values with a triangular template with the highest values
in the middle. The rectangle should be taken rotated by the same angle as
the template.

5 Constructing the algorithm

We have described all our measures. The ambition is to use them to dis-
tinguish between eyes and other areas. Unfortunately the eyes do not always
have the most extreme values of these measures. Very often there are areas
which have a much larger variability than the eyes. This happens typically
at boundaries between a black sweater and light background or a black shirt
and white collar. Therefore to combine all the measures, we use indicators
if a threshold has been achieved rather than the values of the measures them-
selves.

All the measures are applied to areas rather than to a single pixel. However
in the next part we talk about applying these measures to a particular pixel,
which means we consider an area centered at the desired pixel.

The measures have significant values somewhere in the eyes, but not ne-
cessarily in the center of the iris. For example the total variation is high
at the boundary of the eyes, so the centers would be declared not suspici-
ous. We need to distinguish between the global and local concepts of locating
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and localizing, where locating stands for finding the eye-areas in the whole
picture, in contrary to localizing, which means detecting the precise, exact
position of the center part or most important point of an eye.

We use the following solution several times during the algorithm, which
solves the question of localizing the eyes perfectly. The suspicious areas can
be made larger by considering with each suspicious pixel also its small cir-
cular neighbourhood. An example is Figure 4, obtained from Figure 3 after
several steps of the algorithm. This transformation should be supplemented
by forgetting all previous results and creating new small suspicious areas
centered in the darkest pixels of the previous enlarged areas.

PN -

Figure 4: Suspicious areas after combining several measures.

Now we describe how to combine all measures together. We start with
areas well correlated with the template of the optimal size and rotation,
from the previous section. For the threshold we take the value 0.6 and also
75 % of the maximal correlation attained. These bounds are not very high,
which ensures that the eyes are not lost when the size and rotation of the
template are reasonable.

For each of the suspicious pixels we compute the values of other measures
and compare these with thresholds. The number of suspicious pixels decrea-
ses. The thresholds must be chosen so low that the eyes are kept suspicious
for as many pictures as possible. The results made us certain that even this
liberal approach is sufficient, it is always possible to reject all pixels which
are not the eyes. We use all measures described above and repeatedly use the
transformation helpful for localizing. Because a good localization of eyes is at-
tained only during the algorithm, some measures can be used repeatedly with
stricter thresholds and the eyes are still kept suspicious. So we use 8 measures
altogether, some of which are used twice. If the number of suspicious areas
after these 8 measures is not exactly two, we repeat the steps for a different
rotation of the template.
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The order of measures was optimized in the following way. We started
by the correlation with the template. Then we repeated the next steps. We
found such thresholds for each of the remaining measures, so that the eyes
were kept suspicious for a set of 20 pictures. We then added that measure
to the algorithm which reduced the number of suspicious areas the most.
After examining more pictures we had to lower the thresholds not to lose
the eyes.

6 Results, final remarks

We examined a set of 135 pictures of 192 x 256 pixels taken under similar
conditions. The photographer tried on purpose to create them in some way
standardized. Thus we could take a fixed size of the templates and rotate
them by -10, 0 and 10 degrees. The eyes were found and well located in each
case, except for three pictures with halfway closed eyes. These pictures are
however not interesting for the medical analysis; the eyes were found in other
pictures of the same people.

The program is implemented in C. The results are sent to R, which offers
nice methods for graphical output. The advantage of C is a high speed even
with such massive data. On the other hand it has neither tools for handling
matrices nor image processing functions.

Concerning the speed, the most time is spent on searching for the op-
timal size and rotation of the template. Right now the process takes one
minute for a picture with 250 x 200 pixels when the template is rotated by
180,170,...,0,...,—170 degrees. The extreme rotation is not likely to be
used in practice, allowing only for three possible rotations by 10,0 and 10 de-
grees shortens the time to 10 seconds.

The last two paragraphs of this section discuss what happens with rotated
faces. An extreme rotation by some 90 or 180 degrees is not likely to appear
in practice. Anyway, eye templates with eyebrows are often successful in es-
timating the rotation of the face. As an example we show Figure 2, where
both eyes were found and replaced by templates; these are difficult to reco-
gnize at first glance. Unfortunately the algorithm is not always successful,
because some of the measures work well only when a correct information
about the rotation is available. Modifications are possible, but for practical
use not interesting.

A good example of a small rotation is Figure 1, where the line through the
eyes differs from a horizontal line by an almost invisible angle of 3 degrees.
Because our set of pictures included such with a small rotation, we can take
this as a document of robustness of the template approach.

In the future, the performance of the algorithm should be examined
for pictures with a different size of the head. A possible simplification can
be to examine only the top half of a picture, where the eyes typically are.
An interesting but complicated open problem is the varying pose, in other
words a three-dimensional rotation of the face.



176 Jan Kalina, P. Laurie Davies

References

[1] Davies P.L., Gather U. (2004). Robust statistics. In Gentle J.E., Hirdle
W., Mori Y. (eds.): Handbook of computational statistics. Concepts and
Methods. Springer-Verlag, Heidelberg, 655—695.

[2] Graf H.P., Cosatto E., Gibbon D., Kocheisen M., Petajan E. (1996).
Multi-modal system for locating heads and faces. Technical Report, AT&T
Labs. www.research.att.com/resources/trs

[3] James M. (1987). Pattern recognition. BSP Professional books, Oxford.

[4] Masicek L. (2004). Diagnostika a senzitivita robustnich modelid. Disser-
tation thesis, MFF UK, Praha. (Diagnostics and sensitivity of robust
models. In Czech.)

[5] Pitas I., Venetsanopoulos A.N. (1990). Nonlinear digital filters. Kluwer,
Dordrecht.

[6] Starck J.-L., Murtagh F., Bijaoui A. (1998). Image processing and
data analysis. The multiscale approach. Cambridge University Press,
Cambridge.

[7] Visek J.A. (2001). Regression with high breakdown point. ROBUST 2000,
JCMF and Ceské statisticka spole¢nost, 324 — 356.

[8] Winkler G. (1995). Image analysis, random fields and dynamic Monte
Carlo methods. A mathematical introduction. Springer, Berlin.

Acknowledgement: This work was supported by the grant SFB 475, University
of Dortmund. Participation of J. K. at Robust was supported by the grant
GA CR 402/03/0084 of the Grant Agency of the Czech Republic. Ing. Michal
Dobes, Ph.D. had several suggestions how to improve the paper. J. K. is
thankful to his colleagues for help with hardware and software issues.

Address: J. Kalina, P. Laurie Davies, Universitidt Duisburg—Essen, Fachbere-
ich Mathematik, 45117 Essen, Germany

F-mail: kalina@stat-math.uni-essen.de



ROBUST’2004 © JCMF 2004

KLASIFIKACNI A REGRESNI LESY
Jan Klaschka, Emil Kotré

Klicova slova: Klasifikac¢ni stromy, klasifikacni lesy, bagging, boosting, arcing,
Random Forests.

Abstrakt: Klasifikacni les je klasifika¢ni model vytvofeny kombinaci urci-
tého poctu klasifika¢nich stromil. Kazdy strom pfifazuje hodnoté vektoru
prediktori néjakou t¥idu a vysledna klasifikacni funkce je dana hlasovanim.
Obdobné regresni les sestava z nékolika regresnich stromt a vyslednd regresni
funkce je obvykle definovana jako vazeny prumeér regresnich funkci jednotli-
vych stromt. V préci jsou struéné vysvétleny nékteré metody vytvareni lest,
jmenovité tzv. bagging, boosting, arcing a Random Forests.

1 Uvod

Klasifika¢ni a regresni stromy se péstuji od 60. let. Silnym metodologickym
impulsem byla v 80. letech kniha [3], popisujici tehdy novou metodu CART
(Classification And Regression Trees). Vérozvéstem metody CART a stromu
obecné na ROBUSTu se v r. 1988 stal Jaromir Antoch pfispévkem [1].
Mezitim, co od druhé poloviny 90. let pfibyvaly na ROBUSTu dalsi préace
o stromech [8], [11], [12], odstartovala ve svété — nejvice ale asi v pracovné Leo
Breimana, jednoho z ,otci“ CARTu — nova etapa rozvoje metod analyzy dat
zaloZenych na stromech. Zda se, Ze je na Case probrat ji také na ROBUSTu.
Tématem tohoto ¢lanku jsou klasifikacni a regresni lesy. Klasifikacni les je
klasifikacni model, jehoz klasifika¢ni funkce je ddna kombinaci (podle vhodné
zvoleného pravidla) klasifika¢nich funkei uréitého poctu (typicky nékolika de-
sitek) klasifika¢nich stromti. Obdobné lze charakterizovat regresni les — staci
v predchazejici vété vsude nahradit slovo ,klasifikaéni“ slovem ,regresni®.
Dluzno poznamenat, ze ¢lanek nebude v ramci ¢eské literatury takovym
pionyrskym pocinem jako jiz citovana prace [1]: P¥inejmensim se o nékterych
technikach konstrukce lesii zminuje (byt v obecnéjsi poloze) Berka v knize [2].

2 Klasifikacni a regresni stromy

Les, jak kazdé malé dité vi, se sklada ze stromu. Zopakujme nékterd zakladni
fakta o stromech (podrobnéji viz [3],[1]):

e Klasifikacni strom ptredstavuje model pro data, kde kazdé pozorovani

patfi do nékteré z t¥id C1,...,Ck, k > 2. Soucasné je pozorovani cha-
rakterizovano vektorem x = (x1,...,2;) hodnot vysvétlujicich pro-
ménnych (prediktori) Xi,..., X,,. V jedné a téze tiloze se mohou vy-

skytovat prediktory kvantitativni i kvalitativni.
e Model Ize popsat stromovym grafem sestavajicim z uzli a orientovanych
hran (orientace se nevyznacuje, hrana vede shora dolit).
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e V kazdém netermindlnim uzlu se strom vétvi — z uzlu vedou hrany do
dvou nebo (v nékterych metodéch) vice dcefinnych uzlia. Vétveni je za-
loZzeno na hodnoté jediného prediktoru. Nejbéznéjsi je binarni vétveni
podle odpovédi na otazku tvaru ,x; < ¢?* pro kvantitativni predik-
tory X; a ,x; € B?“ (kde B je neprdzdna vlastni podmnozina mnoziny
vSech hodnot veli¢iny X;) pro prediktory X; kvalitativni. Jedna hrana
je pak pritfazena kladné a druhd zédporné odpovédi. (Nékteré metody
umoznuji i vétveni zaloZzend na linearni kombinaci kvantitativnich pre-
diktorti.)

e Pozorovani podle hodnot prediktori ,,postupuje” od kotfenového uzlu
pres vétveni v netermindlnich uzlech k nékterému termindlnimu uzlu
(listu). Mnozina vSech list urcuje disjunktni rozklad prostoru hodnot
prediktorid X'. Terminalnimu uzlu a zaroven pozorovanim, ktera do néj
patfi, je pfitazena néktera z t¥id C1, . .., Cg. Strom T tak urcuje klasifi-
kaéni funkei dr definovanouna X s hodnotami v mnoziné {C1, ..., Cy}.

Regresni strom se od klasifika¢niho stromu lisi tim, ze kazdému termi-
nalnimu uzlu je prifazena redlnd konstanta — odhad kvantitativni zavisle
proménné Y. Regresni strom 7 definuje redlnou regresni funkci dr, ktera
je uvnitf mnozin odpovidajicich terminalnim uzlim konstantni.

K vytvareni (péstovani) stromt prakticky vsechny bézné metody vyuzi-
vaji tzv. rekurzivni déleni (recursive partitioning). Konstrukce zac¢ina stro-
mem o jediném uzlu, do kterého patii vSechna trénovaci data (kofen je za-
rovei listem). Probere se mnozina vSech moznych vétveni a pro kazdé z nich
se vypocte kriteridlni statistika (splitting criterion), ktera — budiz feceno bez
podrobnosti — hodnoti, nakolik jsou potencialni dcefinné uzly co do hodnot
zévisle proménné vnitiné homogenni a navzajem odlisné. Vétveni s maximalni
hodnotou kritéria se vybere jako nejlepsi a pouzije se v modelu, k némuz tak
pfibude dvojice (popf. v nékterych metodach vétsi pocet) uzli, jez jsou proza-
tim terminalni. Data, kterd patti do kofenového uzlu, se rozdéli podle hodnot
prediktori mezi nové dcefinné uzly. Pro kazdy z téchto provizornich listt se
procedura opakuje, jako by se jednalo o kofen — hleda se nejlepsi vétveni, atd.

Pii konstrukei klasifika¢niho stromu je zZadouci dosdhnout co nejmensi
skutecné (generaliza¢ni) klasifikaéni chyby Rp(T) = P(dr(X) # Y), kde
P je sdruzené rozdéleni vektoru prediktortt X a zavisle proménné Y s hod-
notami v {C1,...,Ck}. V regresnich tilohdch obdobnou roli nejcastéji hraje
(skute¢nd) stiedni kvadratické chyba Rp(T) = Ep (Y — dT(X))Q. S rostouci
velikosti stromu sice stale klesé (nebo alespoii neroste) chyba na trénovacich
datech, ale skuteéna chyba v mnoha typickych situacich klesa jen do urcité
velikosti, pak s dalsim zvétSovanim stromu opét roste.

Podle pristupu k problému stanoveni ,spravné velikosti“ se metody pés-
tovani stromi déli do dvou skupin. Metody z prvé skupiny pfidavaji nova
vétveni, jen dokud to prinasi dostatecné velky okamzity efekt. Kdyz se takové
vétveni nenajde, proces konéi a strom je hotov. Metody druhého typu (napf.
CART [3]) nejdiive vypéstuji tzv. velky strom Tyax, ktery se nasledné prote-
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zava — nékteré uzly se opét odstranuji. Pii kostrukci Thax se uzel stane ter-
minalnim, az kdyz obsahuje méné pozorovani nez zvolena mez nebo vsechna
pozorovani v uzlu patii do téze t¥idy, popf. maji stejné hodnoty vsech pre-
diktoru. O tom, jak velkd ¢ast stromu Ti,ax se mé odstranit, rozhoduji em-
pirické odhady skutecné chyby. Ty se ziskdvaji riznymi zpusoby, naptiklad
pomoci testovacich (valida¢nich) dat, kterd byla k tomu téelu pii konstrukei
stromu ,,ponechana stranou“, nebo slozitéjsim ,trikem®, krizovou validaci
(cross-validation), pfi niz se v opakovanych analyzach vSechna pozorovéani
stfidaji v rolich prvki trénovaci a testovaci mnoziny. (Detaily viz [3], [1]).

Mezi metodami péstovani stromd pozivaji asi nejvétsi prestize Breima-
ntv, Friedmantiv, Olshentv a Stonetiv CART (Classification And Regression
Trees) ([3]) a Quinlanova metoda C4.5 ([9]). Jedina soucasna implementace
CARTu ,,posvécena“ autory metody je Sifena komercéné firmou Salford Sys-
tems! (San Diego, CA, USA). Volné programy tree a rpart v rdmci projektu R?
vsak predstavuji také dosti vérné implementace metodologie CART. Pro-
gram C4.5 je k dispozici bezplatné®. Vylepsenou verzi pod nazvy C5.0 (Unix)
a Seeb (Windows) komeréné §if{ Quinlanova firma Rulequest Research?.

Informace o fadé dalsich programu konstruujicich stromy lze nalézt napr.
na webovych strankdch Yu-Shan Shiha z Tchai-wanu® (spoluautora metod
QUEST a CRUISE).

Vyhodou klasifikac¢nich a regresnich strom je, ze pruzné postihuji vztahy
mezi riznymi typy velic¢in, nelinearni zavislosti, interakce proménnych a zavis-
losti, které maji rozdilnou podobu v raznych ¢astech prostoru X'. Ve srovnani
s klasickymi parametrickymi metodami dosahuji ¢asto srovnatelné presnosti,
ale poskytuji pfitom daleko prehlednéjsi a nazornéjsi modely.

Nevyhodou strom je, zZe jsou obvykle znacné nestabilni: Zhusta pro jedna
a tatdz data existuje mnoho raznych stromu s ptiblizné stejnou chybou a pfi
malé zméné dat nebo vstupnich parametrtt se mize vysledny strom (a pii-
slusné klasifika¢ni nebo regresni funkce) vyrazné zménit.

3 Lesy

Myslenka klasifikacnich a regresnich lest je veelku prosta: Co misto jednoho
stromu T' vypéstovat L stromi 77, ...,Tr, a vytvorit z nich ,komisi®, ktera se
bude o zafazeni pozorovani do tfid, (popf., pijde-li o regresni tlohu, o pre-
dikované hodnoté zévisle proménné) ,usnaset“®? Jinymi slovy, ,agregovana‘

Thttp://wuw.salford-systems.com

2http://cran.r-project.org

Shttp://www.rulequest.com/Personal

4http://wuw.rulequest.com

5Uzs1 vybér http://www.math.ccu.edu.tw/ yshih/trees.html, $irsi, ale ne zcela aktu-
alni prehled http://www.math.ccu.edu.tw/ “yshih/tree.html.

6Jiz jednou jsme se odvolavali na znalosti malych déti, a i toto si dnes kdekteré dité
dokéze predstavit, pokud vidélo ve filmu Dvé véze, druhém dilu trilogie Péan prstent, jak
sném Entt (chodicich stromll) rozhoduje o tom, zda jit do valky, tj. jak resi klasifika¢ni
ulohu, zda vstupni informace, které jsou k dispozici, patfi do t¥idy ,,valka“, nebo ,mir“.
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klasifikaéni (popf. regresni) funkce d4(x) vznikne vhodnym zkombinovanim
klasifikacnich (popf. regresnich) funkei dp (x),. .., dr(x) jednotlivych stromi.
Prirozenym a jednoduchym zptisobem kombinace je u regrese aritmeticky
pramér a u klasifikace vétsinové hlasovani, tj.

da(x) = C;-, pokud #{j;d;(x) = Ci» } = ijlllaxk#{j; d;(x) = Ci},
kde symbol # znaci pocet prvku. (Nejednoznaé’r‘l‘(‘)’st vyplyvajici ze shody
poctu hlast se fesi napt. zndhodnénim.)

Kombinovéni klasifika¢nich funkci (v regresi to je analogické, rozdily si
kazdé z L klasifika¢nich funkci zaviset na chybé stromu na trénovacich datech
(pochopitelné piesnéjsi strom ma vyssi vahu). Vaha hlasu jednotlivého stromu
pripadné nemusi byt stejnd pro vSechny hodnoty vektoru prediktort x — miize
zaviset napt. také na tom, jak je list prislusného stromu, do kterého x patfi,
velky (kolik pozorovani z trénovaciho souboru do néj patii) a ,Gisty“ (jak
uz standardni soucasti nékterych metod konstrukce lest, ale dilem také jesté
pfedmétem vyzkumu (viz napi. [15], [13]).

3.1 Ctvero zpuisob1, jak na to

Dobra, vypéstovat vice stromt, ale kde je vzit? Pouzijeme-li na jedna a ta-
taz data opakované napt. program CART se stejnymi vstupnimi parametry,
dostaneme pokazdé tentyz strom. Kombinovanim totoznych stromii pak nic
nového neziskame. Rozdélit data na L disjunktnich ¢asti a kazdou pouzit ke
konstrukci jednoho stromu se také nezda byt dobry napad. Problém presto
ma FeSeni, resp. vice Feseni. Podivejme se na nékterd z nich.

3.1.1 Bagging je akronym, zkratka ,bootstrap aggregating®“. Zakladni
citace je Breimantv ¢lanek [4].

Z trénovaciho datového souboru £ = {(x1,%1),---,(Xn,Yn)} se vytvori
ndhodnym vybérem s vracenim L soubort Ly, ..., Ly, velikosti n (bootstra-
povych vybéri), kazdy z nich se pouzije k sestrojeni jednoho klasifika¢niho
(popf. regresniho) stromu a vysledny klasifika¢ni (nebo regresni) les je pak
dén vétsinovym hlasovanim se stejnymi vahami (resp. aritmetickym primé-
rem dil¢ich regresnich funkeci).

Do bootstrapového vybéru jsou néktera pozorovani z £ vybrana opako-
vané a nékterd naopak viibec. Pocet opakovani ma pro jednotlivé pozorovani
z L asymptoticky (pro n — oo) Poissonovo rozdéleni se stiedni hodnotou 1.
Pravdépodobnost, Ze pozorovani nebude viibec vybrano, je tedy priblizné
e~! ~ 0.37. Bootstrapovy vybér je tudiz tvofen asi 63% pozorovéni z L,
37% zustéava mimo.

Breiman v [4] uvadi u lest velikosti L = 50 (tvofenych stromy vypéstova-
nymi metodou CART) v nékolika redlnych i umélych klasifika¢nich Glohdch
snizeni generalizacni chyby oproti jednomu stromu o 20-47% a velmi podobn4
éisla — 22-46% — udéava také pro tlohy regresni.
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3.1.2 Boosting a arcing. Boosting (to boost — zesilovat) je ptivodné po-
jem z teorie strojového uceni ([14], [5]) a v analyze dat se tak obvykle oznacuje
algoritmus AdaBoost (adaptive boosting), navrzeny v ¢lanku [7].

Méjme klasifika¢ni metodu (nemusi se jednat jen o stromy), kterd vytvari
klasifikacéni model T na zékladé trénovacich dat (x1,y1),..., (Xn,yn) a vek-
toruw = (ws, ..., w,) vah pfitazenych jednotlivym pozorovanim. Algoritmus
AdaBoost konstruuje posloupnost rozdilnych modelu 71, ..., T s klasifikac-
nimi funkcemi dy (x),. .., dr(x) tak, ze se podle pfedchazejicich vysledki po-
stupné upravuji vahy pripadt. V prvnim kroku se pouzije vahovy vektor wy
zadany uzivatelem (napf. rovnomérné vahy) a vytvori se model T;. V dalsich
krocich se pak vzdy ke konstrukci modelu T; (¢ = 2,..., L) pouZije vahovy
vektor w; ziskany takovou upravou vektoru w;_;, Zze se vahy pozorovani
chybné klasifikovanych modelem T;_; zvysi a spravné klasifikovanych snizi.
Klasifika¢ni metoda tak stale vice ,soustfedi pozornost“ na ,,obtizna“ pozo-
rovani, kterd vzdoruji zarazeni do spravné t¥idy. Vaha modelu pii hlasovani
zavisi na chybé modelu na trénovacich datech. (Konkrétnéji viz [7], [5], [2].)

Algoritmus nazvany v ¢ldnku [7] AdaBoost je vlastné urcen jen pro kla-
sifika¢ni tllohu se dvéma tfidami, ale v ¢lanku jsou popsany také modifikace
AdaBoost.M1 a AdaBoost.M2 pro tlohy s vice tfidami a AdaBoost.R pro re-
gresni tlohy s hodnotami zavisle proménné v intervalu [0, 1].

Arcing je dalsi Breimantiv akronym (adaptive resampling and combin-
ing). Zakladni praci je ¢lanek [5]. Arcing pfedstavuje spojeni myslenky bag-
gingu a boostingu. Vahy pripadid se postupné upravuji stejnym zptisobem
jako v AdaBoostu, ale pouzivaji se jinak: Misto toho, aby s témito vahami
vstupovala vSechna pozorovani do analyzy, jsou jako v baggingu vytvareny
vybéry s vracenim, pfi¢emz vahy (nalezité normované) slouzi jako pravdépo-
dobnosti ,,vytazeni®.

Ukazuje se (viz napt. [10], [5]), Ze boosting i arcing u klasifika¢nich stromii
vétsinou snizuji generalizacni chybu jesté vice nez bagging. V nékterych pii-
padech vsak mohou vysledky byt naopak katastrofalni — zejména tehdy,
kdyz data jsou ,zaSuména“ a u ¢asti trénovacich dat je hodnota zavisle pro-
ménné y; jina, nez ,by spravné méla byt“. Boosting nebo arcing pak vede
k tomu, ze se uc¢ime opakovat chyby v datech.

3.1.3 Metoda Random Forests je opét ,ditkem“ Leo Breimana, jehoz
¢lanek [6] predstavuje zdkladni citaci. Je zaloZena na nékolika ,tricich®:

e Trénovaci soubory pro jednotlivé stromy jsou (jako v baggingu) boot-
strapové vybéry z datového souboru L.

e Pii volbé vétveni pro dany uzel se z m prediktoru X, ..., X,,, které
jsou k dispozici, nejdiive ndhodné vybere nékterych mg, nacez se nej-
lepsi vétveni hleda jiz klasicky, ale jen mezi témi vétvenimi, ktera jsou
zalozena na vybranych mg veli¢inach.

e Péstuji se velké stromy (viz sekci 2), které se neprofezavaji.
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Nejen ze nahodny vybér prediktort vyrazné urychluje vypocty, ale ex-
perimenty v [6] také davaji zejména v klasifika¢nich tlohéch velmi dobré
vysledky — mj. srovnani s metodou AdaBoost vyzniva pro Random Forests
piiznivé. (V regresi je efekt méné vyrazny a zda se, ze jsou o néco vyhodnéjsi
nékteré modifikace uvedeného postupu.) Zvlasté pfinosna se metoda ukazuje
u problémt, kde existuje velky pocet prediktort, z nichz kazdy sam o sobé
obsahuje jen malo informace o zavisle proménné.

Jak volit parametr my? Nejvhodnéjsi hodnota zavisi na tloze a uzivatel
miuzZe experimentovat. Jednoduché rozumné doporuceni je pouzit mg blizké
logy, m.

U nékterych problémi se jako dobré, nebo dokonce nejlepsi ukazuje mg=1.
To znamend, ze se prediktor, ktery se ma v uzlu pouzit pro vétveni, vybira
zcela ndhodné! Jinymi slovy, na tom, jaké vétveni se vybere, v podstaté ne-
zélezi, hlavné Ze se prostor hodnot prediktort viibec néjak rozparceluje —
hlasovani (nebo v piipadé regrese primérovéni) to dé do potradku. To je
mimochodem zcela protichtidné optimalizaci stromi, o niz byly v minulych
letech na ROBUSTu dva piispévky ([11], [12]) — pFipomertime, Ze vétveni se
optimalizuje za cenu drastickych vypocetnich ndklada a s vysledky (co do
generaliza¢ni chyby) mnohdy ne pravé uspokojivymi.

Vidime zde jeden podstatny rozdil mezi baggingem, boostingem a arcin-
gem na jedné strané a metodou Random Forests na strané druhé. Bagging,
boosting a arcing jsou nadstavbou nad klasickymi metodami (jako CART
nebo C4.5) zaméfenymi na péstovani co nejpresnéjsich stromt. U metody
Random Forests na kvalité jednotlivych stromu tolik nezalezi; cilem neni mi-
nimalizovat chybu stromf, ale jen celého lesa.

3.2 Proc¢ to funguje

Zatim jsme se omezili na popisny pristup — fikame, jak ktera metoda postu-
puje, ale ne pro¢. Stejné tak informujeme, jaké jsou empirické vysledky, ale
nevysvétlujeme, jak je mozné, ze to tak je. Mize se tak zdat, ze nové zpusoby
konstrukce lesti se navrhuji podle vzoru ,, Myslim, myslim, nevim dal, co bych
jesté udeélal.«

Ve skutecnosti se pfi studiu vlastnosti lesd neuplatnuji jen numerické
experimenty, ale také teoretické Gvahy, byt ¢dste¢né heuristického charakteru.
Ctenéfe v tomto ohledu odkazujeme na diive citovanou literaturu, ale alespoii
néco malo naznacime.

Z metod uvedenych v paragrafu 3.1 se jen Random Forests tyka specificky
stromt a lesti. Bagging, boosting a arcing lze aplikovat nejen na stromy,
ale na vcelku libovolnou klasifikaéni ¢i regresni metodu. (VSimnéme si, Ze
v nézvech ¢lanki [4] a [5] se mluvi obecné o prediktorech a klasifikdtorech,
nikoli o stromech.)

Plati, vagné feCeno, ze agregovany klasifikacni model, jehoz klasifika¢ni
funkce d4 je dana kombinaci dil¢ich klasifika¢nich funkei dy, ..., d; pomoci
hlasovani, je tim pfesnéjsi (tj. ma tim mensi skuteénou chybu), ¢im pfes-
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vevs

néjsi jsou dil¢i klasifikatory a ¢im jsou si funkce dy,...,d; vzajemné méné
podobné. U regrese s agregaci primeérovanim je to obdobné.

»Alchymie“ pridavani ndhody do konstrukce modelu sleduje cil najit co
nejlepsi kompromis: co mozna zvysit vzajemnou nepodobnost funkci d;, ale
tak, aby presnost dil¢ich model neutrpéla presprilis.

Skrze lesy se ve vyhodu obraci nevyhoda stromt — jejich nestabilita, tj.
fakt, ze mald zména dat zpravidla vede k velké zméné stromu T a jeho klasi-
fika¢ni (nebo regresni) funkce dp. K dalsim nestabilnim metoddm patii tieba
neuronové sité nebo krokova linearni regrese. Priklady stabilnich metod jsou
linearni diskrimina¢ni analyza nebo metoda k nejblizsich sousedt. Nestabilni
metody lze pomoci baggingu a obdobnych technik vyrazné zpfesnit, zatimco
u stabilnich metod je efekt minimalni, poptipadé dokonce zaporny.

3.3 Software

Repertoar softwaru pro péstovani lesi je zatim skromnéjsi nez nabidka pro-
gramil pro konstrukci stromti. Uvedme nékolik soucasnych moznosti.

e Komer¢ni verze programu CART zahrnuje bagging a arcing.
e Quinlanovy programy C5.0 a Seeb (viz sekci 2) obsahuji boosting.

o Softwarovy systém Weka” zaméfeny na strojové uéeni, vyvinuty na Uni-
versity of Waikato na Novém Zélandu, obsahuje pod nazvem j48 imple-
mentaci metody C4.5, a déle procedury Bagging a AdaBoostM1, které
se daji v kombinaci s j48 pouzit k péstovani lesti. Weka je freeware.

e Breimantv vlastni software Random Forests je volné k dispozici® a zéro-

ven existuje komercni verze sifend firmou Salford Systems. Implemen-
tace randomForest v projektu R je freeware.

Pokud néjaky program pro konstrukci stromi umoznuje snadné zadavani
vstupnich idaji a dava vystupy ve vhodném tvaru, ,,dotvorit* jej na software
pro péstovani lest je programatorsky nendrocné. Do puvodniho programu
neni tfeba zasahovat, takze nevadi, neni-li dostupny ve zdrojovém tvaru.

4 Zavér

Klasifikacni a regresni lesy predstavuji vyznamné zdokonaleni metodologii
zalozenych na stromech. Za cenu inosného zvyseni vypocetni naroc¢nosti se
dosahuje vyrazného zpresnéni modelt.

Patrné jedinou nevyhodou lestt oproti stromtm je to, Ze se ztraci pro
stromy tak charakteristicka prehlednost. Na les tvoreny desitkami nebo stov-
kami stromt nejsme schopni, stejné jako je tomu napt. u neuronovych siti, se
divat jinak nez jako na ,cCernou skiinku“. Jinymi slovy, do lesa neni vidét.

"http://www.cs.waikato.ac.nz/"ml/index.html
Shttp://www.stat.berkeley.edu/users/breiman/RandomForests
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MOSUM-TYPE TESTS
FOR A CHANGE-POINT PROBLEM
WITH CENSORED DATA
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Abstract: The contribution concerns about MOSUM-type test statistics for
detection of a change in the distribution of variables that are independent
but possibly censored. The MOSUM-type test statistic is suitable if we ex-
pect more than one change and it is useful as a diagnostic tool. The test
statistics are derived using the same principle as for uncensored data. The
limit behavior for such a class of test statistics is investigated under the hy-
pothesis of “no-change” in the distribution of censored variables and further,
the consistency of the test procedure is shown.

1 Introduction

We introduce a general model of random censorship, see e.g. Kalbfleisch and
Prentice [12]. Typically, X9, X9, ..., X0 is a sequence of independent nonne-
gative random variables (the lifetimes or the survival times), where the index i
of X? corresponds to the chronological order the subject of interest (e.g. pati-
ent) has entered the study. The patient can be withdrawn from the study due
to many reasons, e.g. an accidental death, a migration of human population
or limited time of the study. More precisely, the lifetimes can be censored
from the right by independent random variables Cy, Co, ..., C), the so-called
censoring times. In other words, instead of the survival times we observe the
pairs (X1,A1), (X2, As), ..., (X, A,,) only, where

1, if X is uncensored,

. 0 0
Xi= mln(X]- Ca)y By = I(Xj =05) = {0, if X; is censored.
for 7 =1,2,...,n. We assume that the lifetimes and the censoring times are
independent variables.
We consider the following modification called as the random censorship
model with multiple changes. We suppose that there exist 0 = 79 < 11 <
- < 9 < Vg1 = 1 with some finite ¢ € N such that the survival ti-

mes X (L)n Y1 X f, i 4200 X (L)n vt ha.ve an absolutely continuous distribu-
tion function Fiy1 and the censoring times C|,, |11, Clny, 425+ -+ Clnyisy |
have an absolutely continuous distribution function G;y; for i = 0,1,...,q.

Further suppose that F;; # F; and Giy1 # G4, i = 1,2,...,q. We would
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like to test the no-change null hypothesis against the alternative that at least
one change has occurred:

Ho:m=m==7%=7%+1=1

Hi vy <92 <--- <9y < 7g+1, where at least one inequality is strict
and where the integer ¢ > 1 can be known or unknown. In our testing problem
is the basic task to decide if there is a change (or changes) in the model e.g.
due to medical care in our case. The null hypothesis says that the lifetimes are
i.i.d. random variables with common distribution function F} and moreover,
the censoring variables are also i.i.d. and they have the common distribution
function G1.

Remark 1.1. The considered model introduced above includes the so-called
Koziol-Green model with multiple changes. In this model, the survival func-
tion of the censoring times is supposed to be a power of the survival function
of the lifetimes. Supposing at least one change, i.e. ¢ > 1, we get

VE>0  1-Gi(t)=1—F@t)% withf; >0, i=1,2,...,q+1.

There are only a few papers dealing with detection of a change in the dis-
tribution when only censored data are available. Stute [16] suggested estima-
tors based on U-statistics for the change point and he studied their proper-
ties. His results were extended by Ferger [4] and Horvath [8]. Aly [1] treated
the uncensored and the censored observations separately and finally, he mi-
xed both the proposed test statistics based on the quantile processes together.
Gombay and Liu [6] based their test on a generalization of the Wilcoxon rank
statistic which can be expressed as a U-statistic. Extensive studies for such
procedures were conducted in the doctoral thesis of Liu [15]. In all the papers
listed above the censoring times Cy,Cs, ..., C, are supposed to be i.i.d. va-
riables. Huskova and Neuhaus [10] developed their test as a generalization of
two-sample rank tests under the random censoring. In contrast to the other
mentioned authors, they considered not only the change in the distribution of
the survival variables but also the change in the distribution of the censoring
variables.

2 Test statistic

Motivated by the work of Huskova and Neuhaus [10] and the type of statistic
used to test multiple changes in uncensored case (Csorgé, Horvath [3] or An-
toch, Huskovd, Jaruskova [2]) we propose for testing (Hg, H;) the MOSUM-
type rank statistic as follows

k+D k .
17 p(10) =  max | 222 k410 () = 205 py1 an(d)]
p(70) =

™ D<k<n—D \/ﬁgn(a) (1)
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with 02(a) = 2 Y| a2(j) and the scores which are weighted and have the

n j=1"n
following form

i) = [0 = [ ) = s (ZN ). @

where Y;(t) = I(X; > t) and N;(t) = A, I(X; < t). The value 7y denoting
the end of medical study is such a positive number for which

0< 71 <7:=sup{x; Fi(x)Gi(z) <lyi=1,...,¢+1}.

The test statistic also depends on D. We assume that D = D(n) satisfies, as
n — 00,

D n2/(2+u) Jogn
P 0, — 0 0, (3)

where w is a positive constant such that = >"_ |an(j) — @, [*"? = Op(1), as
n — 0o0. The assumption (3) means that D tends to infinity together with n
but not too fast.

Next we describe the form of the considered weight function w, (X, Aj;
1 <j<n)>0. An important class of weight functions is

0]

an(t) = ate-) ( ))RI(Y(t) - 0), @)

n
where p,x > 0 and S, (t—) = [lix, < (1 - %) is the left-continuous
Kaplan—Meier estimate of the survival function. Such a class of weighted test
statistics includes commonly used test statistics in practice like the log-rank
statistic (p = 0, K = 0), the Prentice-Wilcozon statistic (p = 1, kK = 0)
and the Gehan—Wilcozon statistic (p = 0, K = 1) which are generalizati-
ons of the Savage and the Wilcoxon statistic for uncensored data, for more
information see e.g. Hajek et al [7].

3 Test procedure

We describe the exact (permutation) test based on T}7 ,(70) and we construct
the asymptotic decision rule for (Hy, H;) based on the limit distribution of
Ty p(70) under Ho.

Since under Hy the observations (X,A) = ((X1,A1),...,(Xn, Ay)) are
iid., we can apply the permutation principle (see e.g. Lehmann [14] or
Good [5]). It means that the permutation distribution F, p(-,(X,A)) of
the test statistic 7,7 ,(70) can be described as the conditional distribution
given (X,A) of

i I (@) = X by an(Q))]
Iip(10,Q) = DkneD ’ \/ﬁgnz ) ’
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where @ = (Q1,Q2,...,Qy) is a random permutation of (1,2,...,n), preci-
sely it can be expressed for x € R as follows

. #{q S Qn,ng (T07Q) S Z}
Fop(z,(X,A)) = P(T2 p(r) < | (X, A)) = D :

" n!

where Q,, is the set of all permutations of integers (1,2,...,n). Denoting by
cn,p(a, (X, A)) the corresponding 100(1 — a))%-quantile the critical region of
the exact (permutation) test based on T)7 ,(70) with the level a has the form

T7 p(10,Q) > cn,p(a, (X, A)).

Under Hy the distributions of 7,7 ,(70) and T)7 (70,Q) are the same and
the permutation distribution provides the exact critical values for our testing
problem.

Practically, for large n it is not possible to calculate the value of the sta-
tistic T,7 p(70,q) for all n! permutations ¢q. So instead, we generate a random
sample from all possible permutations of size B large enough and determine
the empirical critical value x,, p(«, (X,A)) from this sample. Such calcula-
ted critical value =, p(c, (X,A)) provides a good estimate for the actual
value ¢, p(o, (X, A)). We do the so-called bootstrap without replacement, for
concrete example see Section Simulations.

The other way how to obtain appropriate approximation of critical values
is through the limit behavior of the test statistic. Here we state the limit
distribution of the MOSUM-type test statistic T),,p (70, Q).

Theorem 3.1. Suppose the random censorship model with multiple changes.
Let

S [wn(t) = w(t)] = op(1), (5)

where w is a continuous nonrandom function on [0,79] and

/ W) (1= Go(O)dF,(t) >0, i=1,2,....q+1, (6)
0
be satisfied. Then for all y € R we have, as n — oo,
n n P _
2\ 7o < il LN _9eY
P(dl(D) TnyD(TO,Q)_y+d2(D>|(X,A)> exp{ 2e },

where Q@ = (Q1,Q2, ..., Qy) denotes a random permutation of (1,2,...,n).
Moreover under Hy : v, =1 fori=1,2,...,q

P (d(5) Ton(m) <y+da()) = exp{ —2e77}

with di and ds defined as follows

3
di(t) = /2logt, daft) :2logt+%loglogt—%logw—i—log(i). (7)
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Diikaz. We mention the basic idea of the proof. Realize that the random va-
riables Z?Zl an(Qj), k=1,2,...,n, given (X,A), can be viewed as simple
linear rank statistics, where the role of ranks is played by the random permu-
tation @ = (Q1,Q2,...,Qy). Consequently, the statistic )7 (70, @) given
(X,A) can be viewed as a function of a simple linear rank statistic and the
theorem (Theorem 2 in Huskova [9]) on rank statistics for change point pro-
blem can be used. The assumptions (5) and (6) ensure that the assumptions
of the applied theorem are fulfilled for our scores.

The whole proof can be found in Komarkova [13], Corollary 2.4. O

We get the same limit distribution as for completely observable data, com-
pare with the results given by Huskova, Slaby [11]. It can be seen that the re-
Jection criterion of the asymptotic test based on T7 p(70) has the following
form

—log(—log(v1 —a)) + d2(5)
di(5)

: (8)

w.p(10) >

4 Consistency

Here we present the result on limit behavior of 7)Y ,(70) under alternatives.
Particularly, we concentrate on the consistency of the test. Notice that for
the considered class of test statistics under Hy we have, as n — oo,

77 p(70) (logn) =% = Op(1).

Therefore to show the consistency it suffices to show that under alternatives

Ty p(70) (logn)ﬂ/2 £, 00, asmn — oo.

Now, we formulate the assertion on the consistency of the test procedure
based on 17 (o).

Theorem 4.1. Suppose the random censorship model with multiple changes.
Let (5) and (6) be satisfied. If

q+1
e " (v =) (L= F(#)(A - G;(1))
| 2 AT LG 1) (- BO) - G5(0)
(1= Figa () (1 = Giga (£)) (Aiga (1) — A4 (1))
- (4= RO - GO0 - v@) ] >0 ©)
holds, where \;(t) = — fjf;j((tt)) is the hazard functions corresponding to F}(t),

17=1,2,...,q+ 1. Then we have for any u > 0, as n — oo,
D”_%T;L”D(To) LN

and hence the test based on T, ,(10) is consistent.
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Diikaz. We describe only the main steps of the proof. It can be assumed w.l.g.
that

[nvi-1] < |nvi] =D < [nvi] +D < [nyia]), i=1,2,...,q.
By the definition of the test statistic 7)7 (7o) we have

[nvi]+D [nyi
‘ZJ WL”%J‘H an(j) — Z] 7Ln’qu D41 @ (3)‘
T i=1,2,...,q \/ﬁo‘n(a) .

By the appropriate asymptotic approximation we receive, as n — oo,

q+1

o2(@) = > {5~ 1) / w0 (1 - G5 1) B (1)} + op(D)

j=1

By the assumption (6) of our theorem we get that o2(a) is asymptotically
bounded away from 0. The asymptotic representation (convergence in pro-
bability) for
[nvi]+D : (i) :
ijl_n’)’ij-i-l an(]) - Z =|nv;]— D+1 (])
D

has the form

q+1

" ) = )L B0 i)
Z{/ O i ) - RO - 6,0)
e () — A (0)

(1= Fen(0)(1 - Gia (1)
— (1= Fi®)(A — G() () — A1) dt}.

This and the assumption (9) imply, as n — oo,

|nvi]+D [nvi .
Za th%Hl n(7) - Z] Van p+19n(J)

P
max — const > 0.
i=1,2,...,q D

The whole proof can be again found in Komarkova [13], Theorem 2.10. [

5 Discussion

We finalize the paper with few remarks. Firstly, we note that the theorems
can easily be modified for the situation when during the observation period
the lifetimes change their distribution only and the censoring variables are
i.i.d. Further, the approach of this paper could generally be extended to
the situation when the distribution of the censoring variables can change
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at different times than the distribution of the survival variables. However,
the test procedure becomes then rather complicated since some estimators
for the time of changes in the censoring distribution are needed. We refer the
reader to Komarkova [13] where some suggestions can be found. The same
work by Komarkova [13] contains additionally simulated critical values for
the test presented in this paper.

Finally, it is worth to emphasize that we have studied performance of
the test under the null hypothesis and proved consistency. However, it would
be worthwhile to study properties of the test under the local alternatives.
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INFORMACE A DEZINFORMACE —
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Abstrakt: Pii praci se statistickymi odhady sdilené informace

RN o

teT xeX

nastavaji nékteré zdanlivé neocekavatelné situace. Protoze pravdépodobnosti
(hustoty) p(z,t), p(x),p(t) pro nas nejsou dostupné, pracujeme s jejich od-
hady e(x,t) ~ p(x,t),e(x) ~ p(x),e(t) = p(t) nebo s jejich nékterou para-
metrickou reprezentaci (ale ta je také odhadem). Potom odhad I,,(X : T') =
=131 eé“ét(t)) Skonverguje k“ 3=, . > v p(x,t)lg fxet(t) Tento vy-
raz budeme znaéit I(X : T;e) a bude déle nazyvan sdilenou informaci mezi
ndhodnymi proménnymi X a 7' pii vyuziti modelt e(x,t),e(z),e(t). Ob-
dobn4 situace nastava i pro dalsi pojmy z teorie informace jako je entropie
a divergence. V tomto sdéleni jsou prezentovany nékteré vybrané moznosti
vyuziti uvedeného jevu a vlastnosti predlozenych ,vybérovych mér* (napf.
I(X : T;e) mize byt i zépornd). Rozdil Di(X : T;e) =I(X : T;e)—I1(X : T)
pak mize byt uzite¢nou charakteristikou ,,p¥ijatelnosti“ (i napt. vychylenosti)
zvolenych modelt e(z,t),e(z),e(t). Pro tento rozdil jsme zvolili pracovni
nazev ,dezinformace“. Nazev je motivovan tim, ze ,vhodnou“ volbou mo-
deltt 1ze dosdhnout pomérné sirokého spektra hodnot ,vybérové“ informace
I(X : T;e) a tim i pfipadné moznych rozhodnuti (manipulace s daty a mo-
delem).

1 Uvod

Vyse uvedeny koncept vybérové informace je vyuzitelny jak pro spojitd, tak
i diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti. Autori se domnivaji, Ze otevira pro-
stor zkoumani a popisovani jevii v tlohéach klasifikace, rozhodovani a i testo-
vani hypotéz. V tomto prispévku budou prezentovany nékteré vysledky pro
diskrétni rozdéleni, zamérené na vyuziti pfi odhadovani. Prezentace je za-
méfena do dvou oblasti. Prvni oblasti budou naznaky toho, jak lze ziskat
klasické formule odhad® s vyuzitim navrhovaného aparatu. Druhou oblasti
bude naznak nékterych neottelejsich postupii. Prispévek vsak bude z divodu
prehlednosti ¢lenén podle klasickych prostiedku teorie informace, obé oblasti
se budou prolinat.
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2 Vybérova entropie

Méjme abecedu X = {x,,2p, ..., T} - soustavu elementarnich jevl a n ne-
zavislych pozorovani x1,xs,...,x, - ,produkce” zdroje s touto abecedou.
Necht je takovy zdroj staciondrni s pravdépodobnostmi vyskytu jednotlivych
pismen p(z). Toto pravdépodobnostni rozdéleni je ndm nedostupné a je mode-
lovano ndmi predpoklddanym rozdélenim e(x). Potom budeme za vybérovou
entropii H, (X;e) povazovat vyraz:

1 n
Hy(Xie) = —— §lg (e()-
Ten lze jinak psat:

Ho(Xie) == Y =g (c(a)).

zeX

kde n(z) je pocet pozorovani pismene (jevu) x. S rostoucim n vybérové en-
tropie H,(X;e) konverguje k vyrazu —y__ p(z)lg(e(r)). Konvergence je
ve smyslu pravdépodobnosti [4] (zdkon velkych ¢isel). ,Limitni vybérovou
entropii“ budeme pak rozumét:

H(X;e) == Y p(a)lg (e(x).

zeX

Tento pojem neni originalni. Je zndm pod nazvem ,,Cross Entropy*, napf. [7].
Nejprve vlastnosti:

1. H(X;e) je konvexnim funkcionédlem e().

2. H(X;e) je spojitym funkciondlem e(), Ve(), pro které je e(x) > 0,Vz € X.
3. H(X;e) nabyvé svého minima pro e() = p(), pokud p(z) > 0,Vz € X.

Vlastnost 1. je zfejm4, je disledkem konvexity funkce — 1g(). Vlastnost 2.
dokazeme pomoci konceptu sub-derivace ve sméru.
Rozdéleni ey 4(z) = (1 — A)e(z) + Ag(x) budeme pro 0 < A < 1 nazyvat
(\) variaci rozdéleni e() ve ,sméru® g().
Sub-derivaci H(X;e) ve sméru g budeme rozumét vyraz [2], [3]:
H(X;exg) — H(X;e)

/ . _ .
Hy(X;e) = /\ILI& S )

Potom:

Hj(X;e) = lim %H(X;e,\): Jim { Zp(x)w}

A—0, d A0

Ly eyt =),

= e(z)
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Derivace je definovédna pro vSechny modely e(), pro které je e(x) > 0,
Va € X. Tedy je i funkcional H(X;e) pro takové modely spojity v e() [2], [3].
Vlastnost 3. je disledkem obou predchozich a faktu, ze: H, ; (X;p) =0 pro ta-
kova p(), pro které je p(x) > 0,Vz € X. Pozadavek nenulovosti je, u diskrétni
verze, prirozeny. Mohou s nim vS8ak byt problémy u odhadu pfi nulovém poctu
pozorovani jevu (pismene), u kterého je predpoklad nenulové pravdépodob-
nosti (zero frequency problem). Minimalita H(X;e) pro e() = p() vede na
nasledujici heuristiku pri odhadovani:

1 n
Hledame takové e*(), pro které je H,(X;e*)=— HZ lg (e* (Xi)) minimélni.
i=1

To vSak neni nic jiného nez metoda maximéalni vérohodnosti, protoze, pokud
takové e*() existuje, pak:

—Ly g (@) < —2 500 Ig (o)) ©
Y lg (@) = Sl (el@) & Ty € (@) > T, efa).

A to je velice uziteény prostiedek, zvlasté pro parametrické odhadovani. Do-
konce lze i pomoci klasického diferencidlniho poc¢tu nalézt (v ptipadé ko-
necného souboru elementédrnich jevil) odhad é(x) minimalizujici H,(X;e).
Tedy hledame cisla é(x,), é(xp), ..., é(zm), pro kterd plati: Y7 _\ é(x) =1
a H,(X;é) — min. Potom s pouzitim metody Lagrangeovych multiplikdtori
se jedna o nalezeni minima:

QUe(ra).e(as)..... o). v} = — 30 " ig (o) + v (1- 3 etw).

reX rexX
pak
0Q__ nl) 1 0°Q _n(x) 1 :
= _ _ - |
aé(x) n é(x) Y a 8é2(x) n éQ(I) >0, pokud e(x) >0
ReSenim rovnic:
09 _ 51 — . n(x)
5ele) 0 a Z é(z) =1 dostaneme é(x) = - pokud n(z) > 0.

reX

A to neni nic jiného nez klasicky frekvenc¢ni odhad pravdépodobnosti za pred-
pokladu, Ze pro v8echny mozné jevy (pismena) méme alespoii jedno pozoro-
vani.

3 Vybérova divergence a informace ve specialnich
pripadech

Divergence pravdépodobnostnich modelt je definovéna [1], [2]:

Dels) = 3 pla) 128

= s(x)
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7 obdobnych duvodi jako vysSe, mizeme zavést:

Dy(plls;e) = %T/) 1g 42

zeX 5($)

vybérovou divergenci modelu e() proti modelu s() a jeji limitni formu:

~—

D(pllsie) = Y p(x)-lg %

zeX

~—

Za pouziti shodnych prostfedku jako u entropie lze dokazat obdobné vlast-
nosti:

1. D(p||s; ) je konkédvnim funkcionalem e().

2. D(pl|s; e) je spojitym funkciondlem e(), Ve(), pro které je e(x) > 0,Vz € X.
3. D(pl|s; e) nabyvé svého maxima pro e() = p(), pokud p(z) > 0,Vx € X.
4. D(pl|s;s) = 0.

Vlastnosti 1. a 4. jsou trivialni. Vlastnosti 2. a 3. jsou dokazatelné opét za
pouziti sub-derivace ve sméru:

i 2@llsierg) — Dpllsie) 3 p(z) 28— €@).

D! (ps;e) =
g(pH&@) A0, A = e(:c)

Ta je az na znaménko shodna se sub-derivaci u limitni vybérové entropie. To
je prirozené, nebot:

Dlse) = Y pe)le S = X pla)ts (elo) — 3 plo) e (s(0) =

reX r - reX reX
> pla)ig (s()-
ex

Jak bylo uvedeno v préci [8], uvedené vlastnosti umoziiuji klasifikovat
mozné modely e() ve vztahu ke srovnavacimu s() podle nasledujici stupnice:

= —H(X;e)—

A D(llsip) = max

<+— | Oblast "sub p" - kladna

D(pl|s;s) =0

<+—— Oblast "sub s" - zaporna
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Samoziejmé se téz nabizi problém nalezeni ,nejvic odlisného* modelu od s().
Je vsak namisté poznamenat, ze divergence neni metrikou.

To miZzeme naznacit nasledujici tlohou: Hleddme sdruzené rozdéleni prav-
dépodobnosti p(z,y) za predpokladu, ze jsou dany a znadmy jeho marginaly
p(z) a p(y), a to takové, ze ,maximalizuje* divergenci ,od“ sdruzeného roz-
déleni za predpokladu nezavislosti p(x)p(y). Tedy:

(z,y)
Z Z n(:c,y) lg p(xay) =y max
n p(

ey 2)ply)

pfi vazbach:

p) = plxy)ivzeX a  ply)=) pxy);VyeY.

yey xeX

Reseni tohoto problému klasickou cestou vede opét na vyuziti Lagrangeovych
multiplikator:

Q()av) = 3 3 Mg

= z)p(y)

+ Z Qp (p(x) — Zp(ac, y)) + Z by (p(y) - p(z, y))

reX yey yey reX

Z toho dostaneme rovnici ,sedlovych bodu“:

_ 0@ n(@y
T op(z,y)  nplmy) " Oy

a pro matici druhych parcidlnich derivaci (pfesnéji jeji diagonélu):

’rQ  n(xy)

op*(x,y) np*(x,y)’

tedy v pfipadnych sedlov§ch bodech bude maximum. Resenim rovnice sedlo-
vych bodu dostaneme:

__nx,y)

Hodnoty o, 1, zjistime numerickym feSenim vazebnich rovnic:

I @) e L n(e)
pa)==3" ot o e XS p(y)—n;(aﬁwy),\wex

yey
pokud takové Teseni existuje.
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Uvedenou tlohu lze modifikovat, napr.:

( ’ )
Z Z n(x,y) g plz,y) ply max,
n p

ey Gt (=)p(y)

pii vazbé : p(z) = Z p(z,y),Vz € X.
yey

Tj. prilis ndm nezalezi na splnéni podminek:

ply)=>_ p(x,y),Vy €Y.

zeX

Pak dostaneme feseni pro odhad p(z, y) ve tvaru p(z,y) = (@) p(z)

a odpovidajici marginalni pravdépodobnost p(y) = Z M p(x).

= @)

Tato FeSeni jsou vlastné klasickym (frekvencénim) odhadem podminéné prav-
dépodobnosti p(y/x).
Jesté volnéjsi modifikace je:

( b )
Sy n(z,y) " pz,y) ply i
n p

s Gt (=)p(y)

Tj. vibec nam nezalezi na dodrzeni marginali. Pak dostaneme feSeni pro
odhad p(z,y) ve tvaru:
n(z,y)

n

p(z,y) =
a tomu odpovidajici marginalni pravdépodobnosti:

. n(z) W) n(y)

n n

A to je vlastné ,nejklasi¢téjsi“ frekvenéni tvar odhadu.
4 Zavér

Predlozena prace mé ambici prokazat, Ze nastinéné pojeti ,,vybérovych“ en-
tropii, divergenci a informaci spolu s jejich limitnimi tvary je konzistentni
s nékterymi klasickymi technikami odhadovani. Nejen to, ukazuje se, Ze je
v ném mozna skryt dalsi, vlastni, potencial pro rozvoj. Nakolik je tento do-
jem presvédcivy i mimo skupinu autorti, ponechavame na ¢tenari.
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PRAVDEPODOBNOST A MATEMATICKA
STATISTIKA V INFORMATICKYCH
OBORECH

Alena Koubkova, Jaroslav Kral

Klicova slova: Teorie pravdépodobnosti, matematicka statistika, informatika.

Abstrakt: Cilem tohoto prispévku je podnitit diskusi o pouziti pravdépo-
dobnostnich a statistickych metod v informatice, o spolupréaci informatiku
a statistiku pri FeSeni teoretickych i praktickych tloh z nejruznéjsich oblasti
informatiky a hlavné o vyuce pravdépodobnosti a statistiky pro studenty
informatickych oboru.

1 Kde mohou informatici uplatnit pravdépodobnost
a statistiku?

Pokud si nékdo pod oznacenim informatik predstavuje jen rutinniho progra-
méatora znamych algoritmi, spravce serveru nebo tvirce webovych stranek,
pak bude celkem opravnéné tvrdit, ze informatika se bez pravdépodobnosti
a statistiky obejde. Musime bohuzel konstatovat, ze tuto predstavu ma nejen
vétsina laické vefejnosti, ale i nezanedbatelna ¢ast studentu, ktefi se na nasi
fakulté na tento obor hlasi. Prace informatika ovSem zahrnuje i analyzy pro-
blému, které se maji fesit, navrhy novych algoritmu a zkoumani jejich vlast-
nosti, testovani programovych systému v ruznych podminkach provozu atd.
A zde uz se prostor pro pravdépodobnostni a statistické metody najde.
Nésledujici prehled neni v zaddném pripadé vycerpavajici a ani dostatecné
reprezentativni. Vychazime pouze z nasSich osobnich zkuSenosti a vime, ze
fada nasich kolegu by ho mohla doplnit o zajimavé priklady ze své praxe.

Piiklad 1: Teoreticka analyza algoritmu

Analyza algoritmu se kromé dukazu spravnosti zabyva také odhadovanim
rychlosti a pamétové narocnosti vypoctu (tzv. casové a prostorové sloZitosti)
v zévislosti na rozsahu vstupnich dat. Jde tedy vlastné o nalezeni néjaké
funkce f takové, ze doba vypoétu (resp. velikost pouZité paméti) pro data
velikosti n je f(n). Protoze hledand funkce by méla mit obecnou platnost
bez ohledu na to, v jakém jazyce bude dany algoritmus naprogramovan a na
jakém konkrétnim pocitaci bude vypocet realizovan, méti se ¢asova slozitost
ne v jednotkach ¢asu, ale po¢tem provedenych operaci. Pritom aditivni i mul-
tiplikativni konstanty se ve vypoctech zanedbavaji, protoze asymptoticky pro
velka n nehraji podstatnou roli. Je zfejmé, Ze jeden a tentyz algoritmus muze
pracovat ruzné rychle pro dvé stejné velké, ale jinak usporadané mmnoziny
vstupnich dat. Z toho duvodu se rozlisuje sloZitost v nejhorsim pripadé a oce-
kdvand sloZitost. Zatimco v prvnim piipadé je hodnota f(n) dobou vypoétu
pro nejhorsi mozna data, tj. dobou, kterda pro ostatni data dané velikosti
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rozhodné nebude piekroéena, ve druhém piipadé je to stfedni (oc¢ekdvand)
hodnota doby vypoctu, ktera zavisi na pravdépodobnostnim rozlozeni vstup-
nich dat. Ta by méla byt doplnéna jesté alespon o rozptyl nebo odhady prav-
dépodobnosti velkych odchylek. Jenze tyto vypoc¢ty mohou byt i pro velmi
jednoduché algoritmy komplikované, a to i tehdy, kdyz predpokladame, zZe
vstupni data maji rovnomérné rozdéleni. Casto se ani samotnou stiedni hod-
notu nepodafi spocitat presné a musime se spokojit s néjakym jejim hornim
¢i dolnim odhadem. Rozptyl nebo dal$i momenty se vétsinou z diavodu ob-
tiznosti ani nepoé¢itaji. Radu ukédzkovych analjz tohoto typu lze najit napf.
v monografiich [2], [3], [17]. Je z nich vidét, ze ¢lovék, ktery ma podobné
vypocty provadét, musi byt schopny matematik a rozhodné nevystaci s pou-
hou definici stfedni hodnoty nebo vytvorujici funkce. Musi to tedy byt bud
informatik s rozsahlymi matematickymi znalostmi, nebo matematik se za-
jmem o informatické problémy. Teoreticka informatika, jejiz ¢asti je i analyza
algoritmu, ma vubec k matematice velmi blizko a pro ¢lovéka zabyvajiciho
se pravdépodobnosti by mohla byt docela zajimavou aplikaci.

Priklad 2: Randomizované algoritmy

Takzvané randomizované (nebo také pravdépodobnostni) algoritmy se od
klasickych deterministickych 1isi v tom, ze v nékterych krocich provadéji na-
hodnou volbu, ktera urcuje dalsi pokracovani vypoctu. Typickym prikladem
jsou tfeba nahodné prochazky na grafech. Tato ndhodné volba muZe v né-
kterych pripadech vypocet urychlit, v jinych zpomalit. Podstatné je ovsem
to, ze spustime-li takovy algoritmus nékolikrat na naprosto stejnych datech,
dostaneme pokazdé jiny prubéh a tim i jinou dobu vypoctu. U randomi-
zovanych algoritmu mé tedy smysl pouze ocekavand slozitost, kterd zavisi
na pravdépodobnostnim rozdéleni ndhodné generovanych hodnot. Nékteré
pravdépodobnostni algoritmy maji navic tu vlastnost, ze v nékterych pripa-
dech muzeme dostat naprosto chybny vysledek. Je jasné, ze aby takovy al-
goritmus byl vibec pouzitelny, musime umét odhadnout pravdépodobnost
takové chyby a tato pravdépodobnost musi byt zanedbatelna. Pravdépodob-
nostni algoritmy se ¢asto pouzivaji k feseni velmi obtiznych tloh, kdy ptfesny
vypocet deterministickym algoritmem by trval netinosné dlouho. Z pravdépo-
dobnostnich metod se pfi analyze randomizovanych algoritmu uplatni kromé
ruznych technik vypoctu stfedni hodnoty a dalsich momenti také markovské
procesy. Vice se lze do¢ist napf. v monografii [14].

Priklad 3: Experimentalni algoritmika

Experimentalni algoritmika je empirickym protéjskem teoretické analyzy al-
goritmu. M4 nékolik cili. Pfedné chce navrzené algoritmy uvést do praxe, to
znamena vytvorit efektivni implementace a ve formé programovych knihoven
je nabidnout uzivatelum. Déle prakticky provérit chovani algoritmu nebo po-
moci experimentti odhadnout o¢ekavanou slozitost v pripadech, kdy ji teore-
ticky spoc¢itat neumime. Vysledky experimnti pak mohou zpétné pomahat
teoretické analyze. V neposledni fadé je tkolem experimentalni algoritmiky
vytvorit knihovny testovacich dat pro experimentovani s algoritmy a poslou-
zit tak tvurcum algoritmu i jejich uzivatelum.
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Experimentalni algoritmika nabizi moZnost provérit chovani algoritmu
pro nejruznéjsi typy rozdéleni vstupnich dat, pokud tato data umime nasimu-
lovat. P¥i vyhodnocovani vysledku experimentu jsou pouzitelné napi. statis-
tické testy o stfedni hodnoté a dalsich charakteristikach a zejména regrese pri
snaze experimentalné urcit funkéni zavislost doby vypoctu algoritmu na ve-
likosti vstupnich dat. Aktudlni jsou otédzky o potiebném pocétu provedenych
méfeni, aby ziskané vysledky byly statisticky prikazné, uplatnilo by se i pla-
novani experimenti. Vse byva nélezité komplikovano tim, ze data ziskana pfi
experimentech vétsinou nesplnuji idealni predpoklady bézné znamych statis-
tickych metod, zejména vsudypritomnou nezavislost a normalitu rozdéleni,
a je zde tedy opét zapotiebi zkusenéjsiho statistika. Statistické povédomi je
nutné i pfi zévérecné interpretaci vysledku.

Experimentalni algoritmika je pomérné velmi mladou disciplinou, jeji roz-
voj byl umoznén zejména moznosti publikovat v elektronické formé a ziskavat
programové produkty a datové soubory po internetu. Zajemce o tuto proble-
matiku odkazujeme napf. na ¢asopis Journal of Experimental Algorithmics
vydévany Association for Computing Machinery (ACM) nebo na publikace
[11] a [13].

Priklad 4: Datové struktury a databaze

Teoreticky patfi tento obor do analyzy algoritmu, zabyvéa se ale jen specialni-
mi algoritmy, které umoznuji vyhledavani v datech, vkladani novych zazna-
mu, mazani starych, t¥idéni apod. Pfi rizném zpusobu ulozeni dat v pocitaci
dosahuji tyto algoritmy riizné efektivity. Ukolem tedy je najit takovy zptisob
reprezentace dat, ktery je optimalni pro nejcastéji provadéné operace. Mi-
rou casové slozitosti algoritmu pracujicich nad datovymi strukturami uloze-
nymi v interni paméti poéitace je opét pocet provedenych operaci (predevsim
porovnavani kli¢u), u algoritmu pracujicich nad databdzemi uloZenymi na ex-
ternich médiich je to pocet prenost datovych blokl mezi externi paméti (dis-
kem) a interni paméti, protoze tato operace je ¢asové nejndro¢néjsi. Problémy
spojené s vypoctem stfedni hodnoty této miry jsou tytéz jako v Prikladu 1.
Datovymi strukturami a jejich analyzou se zabyva napf. monografie [10].

Piiklad 5: Dokumentografické informacni systémy

V téchto systémech se pracuje s databazemi specialniho typu. Zaznamy v nich
nejsou prisné strukturované, ale jsou to texty. Proto se v nich nevyhledava
podle hodnot néjakého klice, ale podle jakéhosi dotazu uzivatele. Prikladem
jsou treba resersni systémy, kde muzeme vyhledavat nejen podle jména au-
tora nebo nazvu publikace, ale i podle tématu nebo klicovych slov. Ucelem
ovSem neni vyhledat vSechny c¢lanky, ve kterych se zadané heslo vyskytne
alespon jednou, protoze vétsina z nich by se patrné ukazala jako irelevantni.
Proto se hledaji modely, v nichz se terminim v dokumentech i v dotazech
prifazuji vahy podle dulezitosti, a stanovuji se miry podobnosti mezi do-
kumentem a dotazem. Na zakladé této podobnosti by mél systém s velkou
pravdépodobnosti vyhledat relevantni dokumenty. Pravdépodobnost se zde
pouziva jednak v procesu stanoveni vah, ale i jako charakteristika tispésnosti
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prace systému. Konkrétné se pouzivaji napt. metody bayesovské analyzy, ba-
yesovské sité a shlukova analyza. Nejjednodussi pravépodobnostni modely
dokumentografického informac¢niho systému lze najit napi. v [16].

Piiklad 6: Data mining

Je opravdu tézké si predstavit disciplinu, kterd by vice vybizela informatiky
a statistiky ke vzadjemné spolupraci. Misto ni jsme ale leckdy svédky rtev-
nivosti az nesnasenlivosti, pohrdani partnerem a snahy piivlastnit si tento
obor a veskeré zasluhy o jeho rozvoj. Jako lidé, ktefi se ve svém zivoté zaby-
vali jak statistikou tak informatikou, médme moznost vidét spole¢né i rozdilné
znaky obou disciplin. Spolecné je pfedevsim snaha najit vhodny model pro
analyzovana data, pripadné detekovat odchylky od tohoto modelu, hledat
zavislosti, trendy, predpovidat budouci vyvoj. Rozdilny je zpusob ziskavani
dat a hlavné jejich objem. Zatimco klasicka statistika pracuje obvykle s vy-
bérem nevelkého rozsahu, na jehoz zakladé déla zavéry platné (s néjakou
pripustnou statistickou chybou) pro cely zdkladni soubor, data mining chce
vyuzit vSechna dostupna data. Neuplatni se zde tedy prili§ metody vybéro-
vych Setfeni nebo planovani experimentu. Pred vlastni analyzou je nutno
potifebné zaznamy v databazich efektivné vyhledat, odfiltrovat z nich nad-
bytecné udaje, vyradit zdznamy netplné nebo néjak poskozené a podobné,
coz je informaticka zalezitost. Kvili obrovskému objemu vstupnich dat se
vhodnost statistické metody musi posuzovat i z hlediska ¢asové narocnosti
vypoctu, je tfeba na ni pohliZzet jako na kterykoli jiny algoritmus, ktery ma
byt analyzovan a efektivné implementovan, coz je opét informaticky problém.
Naopak vysostné statistickéa je volba spravné metody, ovéreni jejich predpo-
kladt a zavérecna interpretace vysledku. Statisticky a informaticky pristup
by se zde tedy mél vhodné doplnovat.

Priklad 7: Operac¢ni systémy

Z pohledu statistika neni opera¢ni systém nic jiného nez systém hromadné
obsluhy, kde obsluznym zafizenim je procesor (nebo server, sdilené tiskarna
apod.) a zakaznici jsou procesy (klientské terminaly, pozadavky na tisk). Uko-
lem je najit strategii rezimu fronty a stanovovani priorit, ktera by byla opti-
malni jak z hlediska provozu systému, tak z hlediska c¢ekajicich uzivateld, coz
byva ¢asto v pfimém rozporu. O mozném pouziti teorie front v operacnich
systémech pojednavaji nékteré kapitoly [1] nebo [9].

Piiklad 8: Pocitac¢ova grafika

V pocitacové grafice se pravdépodobnostni metody daji pouZzit napf. pri ana-
lyze a rekonstrukci digitalniho obrazu. Na obraz se pohlizi jako na pole bodu
(pizeld) ruznych barev oddélenych mikrohranami a pfipadné doplnénych dal-
$imi charakteristikami (napf. pfislusnosti k urcité texture apod). K obrazu
byva casto primichédn Sum, ktery se tam muze dostat tfeba nekvalitnim na-
snimanim nebo pfi prenosu dat. Ukolem je tento $um odstranit a co nejlépe
zrekonstruovat original. Jinou tlohou muze byt popis a nasledné syntetické
generovani textur a mnoho dalSich. Daji se pouzit rizné osvédéené heuris-
tiky, ale také napt. bayesovska analyza nebo rovinna markovska pole. Zajemce
o tuto problematiku odkazujeme na publikace [7], [8], [18].
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Piiklad 9: Tvorba softwarovych systému

Statistika se zde muze uplatnit z nékolika divodu. Pfedné i baliky statis-
tickych programu vytvareji informatici, takze by méli mit alespon néjakou
povédomost o tom, co vlastné programuji. V programech pro ekonomickou
sféru se uplatni metody analyzy dat, v systémech pro podporu managementu
tfeba teorie rizik atd. Kromé toho, af uz je softwarovy systém urden pro
pouziti v jakékoli oblasti, bude vzdy posuzovan z hlediska spolehlivosti, jeho
tvurci tedy musi Fesit takové otazky, jako kdy se jesté vyplati programy déle
upravovat a ladit a odkdy uz je lepsi je kompletné prepsat. V tom jim mohou
pomoci znalosti z teorie spolehlivosti.

Priklad 10: Kryptografie

Kryptografie jiz davno neni pouze predmétem zajmu tajnych sluzeb, ale stava
se zalezitosti doslova kazdého z nas. Problematika elektronickych podpisu, in-
ternetové bankovnictvi ¢i ochrana dat vSeho druhu si zasluhuje nejvyssi po-
zornost. Kryptografie sice stoji hlavné na teorii Cisel, ale i statistické metody
se zde uplatni, a to hlavné pfi ndhodném generovani klicu. V kryptografii se
nedaji pouzit jednoduché kongruencni generatory, protoze jsou malo nadhodné
a snadno desifrovatelné. Navic klicem by obvykle mélo byt hodné velké pr-
vocislo, fadové o stovkach cifer. Protoze neni mozné tak velké prvocislo efek-
tivné spocitat, generuje se posloupnost cifer ndhodné a vysledek se podrobuje
testtim, zda je to skuteéné prvoéislo ¢ ne. Rada téchto testi jsou randomizo-
vané algoritmy. Dalsim problémem je dukladnéa pravdépodobnostni analyza
algoritmu pouzivanych v tzv. verejnijch kryptografickijch systémech. Jde o to,
aby algoritmy, pomoci nichz by mohla zprava byt i bez znalosti klice desif-
rovana, mély exponencialni slozitost nejen v nejhor$im, ale i v prumérném
pfipadé. Vice se lze docist napf. v [15].

2 Jak to vypada s vyukou?

Pred zhruba patnacti lety se studenti informatiky na MFF UK neucili pravdé-
podobnost a statistiku viibec. Situace se od té doby vyrazné zmeénila k lepsi-
mu. V soucasné dobé maji studenti jednosemestralni prednasku z pravdé-
podobnosti a jednosemestralni prednasku ze statistiky, oboji se cvi¢enimi,
vyuku zajistuje KPMS. Tato vyuka sice neni striktné povinnd, ale tyto pred-
méty se az do letosniho roku zkousely u statnic jako soucast vseobecného za-
kladu, takze je vétsina studenti navstévovala. V zacinajicim reformovaném
studiu dokonce jesté jeden semestr pribude. V bakalaiském studiu bude po-
vinna jednosemestrova prednaska ze zakladu pravdépodobnosti a statistiky,
na ni budou navazovat v magisterském studiu (alespon pro nékteré obory) se-
mestr pravdépodobnosti a semestr statistiky vénované pokrocilejsim partiim,
které budou alespon v nékterych specializacich povinné ¢i povinné volitelné.
Kromé toho existuje i nékolik vybérovych prednasek zaméifenych pouze na
nékteré vybrané kapitoly potfebné pro dany obor a prednasek snazicich se
ukézat aplikace stochastickych metod v ruznych oborech informatiky, které
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si jednotlivé katedry informatické sekce zajistuji samy. Obecné ale pozadavky
z pravdépodobnosti a statistiky nebudou nadale soucasti statnich zavéreénych
zkousek.

S poctem hodin i s tématy predndsek muzememe byt celkem spokojeni,
presto podle nas vyuka zcela nespliiuje svuj tcel. Pro¢? Jeden duvod je, ze je
zafazena az do vyssich roénikid. V soucasnosti si ji studenti sice mohou zapsat
kdykoli, ale z nejriznéjsich diuvodu to odkladaji, dokud je k tomu okolnosti
nedonuti. Témi okolnostmi byva nejcastéji to, ze na néco ze statistiky narazi
pfi praci na diplomce. K tomu dojde az na samém konci studia, takze to, co se
nauci, uz nemohou pouzit v jinych odbornych predmétech a casto se ani nedo-
zvédi, kde vSude by se jim to mohlo hodit. U¢itelé fady odbornych predmétu
se dostavaji do situace, ze potfebné partie z pravdépodobnosti si bud musi
sami odpfednéset (na ukor nééeho jiného a casto i v ruznych predmétetch
opakované), nebo se tém témattum, kde by je potfebovali, prosté vyhnout.
Najde se i par dobrodruhu, ktefi predpokladaji, Ze to studenti znaji, a kdyz
ne, Ze maji moznost se to naucit v predmeétech k tomu urcéenych, ale ti vét-
Sinou splacou nad vysledkem, protoze pro studenty se pak jejich prednaska
stane nesrozumitelnou (a neoblibenou). V reformovaném studiu se situace
ponékud zlepsi u magistru, ale bakalaii na tom budou prakticky stejné, pro-
toze pravdépodobnost je zafazena az do tretiho, tj. posledniho ro¢niku jejich
studia. Druhym davodem k nespokojenosti je, Ze studenti vétsinou povazuji
statistiku za nezajimavou a hlavné pro né nepotfebnou.

Protoze soucasné studium uz tak jako tak dobihé, bavme se dale pouze
o reformovaném studiu. Pferadit vyuku pravdépodobnosti a statistiky do
druhého roc¢niku se zda byt momentalné neprichodné. Pocet vyucovacich
hodin v nizsich rocnicich je pevné dany a je tfeba do nich doslova nacpat
mnozstvi odbornych predmétu, bez kterych studenti nemohou zacit pracovat
na zavérecném projektu. Takova je alesponi momentalni predstava a teprve
dalgich nékolik let ukaze, zda je spravnd a jedind mozna. Teorie (a to nejen
pravdépodobnost) se zkratka z tohoto hlediska jevi jako postradatelny luxus.
Prednaska z pravdépodobnosti pro bakalafe tak bude mit vyznam hlavné
pro ty z nich, ktefi budou ve studiu pokracovat, pokud s ni ovSsem néco
neudélame.

Nelze-li posunout vyuku pravdépodobnosti a statistiky do nizsich roc-
niku, tak, aby bylo mozno studentim v odbornych predmétech ukazat jeji
vyuziti, nezbyva zfejmé nic jiného, nez zaradit priklady aplikaci v informa-
tice pfimo do této prednéasky. Namisto prikladu “ze zivota”, kde se statisticky
vyhodnocuje tfeba vyvoj kojenecké timrtnosti, znecisténi zivotniho prostredi
nebo zavislost barvy o¢i a barvy vlasu, je tfeba volit piiklady z oboru, které
nasi studenti studuji. To bude vyzadovat tzkou spolupraci uditeli z obou
stran, vybrat vhodné ptiklady totiz vibec nebude lehké. Bylo by vhodné,
aby zvolené ptiklady pokryvaly co nejvice informatickych disciplin, bude tedy
zapotiebi spoluprace vétsiho poctu lidi. Navic bude nutna synchronizace s od-
bornymi pfedméty, aby nedochéazelo k opa¢nému extrému, ze by se v prav-
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dépodobnosti pocital priklad z oboru, ktery studenti jesté neméli, a naopak
statistik by jim musel vysvétlovat jeho zdklady. A kromé toho, opravdu jed-
noduchych uéebnicovych prikladu nebude nijak mnoho. Idedlni by bylo mit
Casem skripta nebo ucebnici pravdépodobnosti a statistiky prfimo pro infor-
matiky, podobnou, jako je ve svém oboru monografie [12]. V soucasné dobé
bude ale zfejmé kamenem urazu nedostatek ¢asu na obou stranach, protoze
rozbihajici se bakalarské studium s sebou pfinasi napt. vétsi pocet zkousek,
vedeni a oponovani vétsiho po¢tu diplomovych praci a v zacatcich i podstatné
zmény ve vyucovanych predmeétech.

3 Vime, co chceme?

K tomu, co zde o vyznamu pravdépodobnosti a statistiky pro informatiku
jiz bylo feCeno, dodejme jesté, ze v posledni dobé zaznamenavame uvahy
o tom, jaky by vlastné mél byt profil absolventa oboru informatika na mate-
maticko-fyzikdlni fakulté (viz napi. [4], [5], [6]). Jestli by to mél byt v prvni
fadé zruény programator nebo spis vSestrannéji vybaveny c¢lovék, ktery by se
uplatnil pfi analyze problému a navrzich jejich feseni, dovedl by se orientovat
v mnozstvi jiz existujicich programu a programovych komponent a posoudit
jejich vykonnost, spolehlivost i cenu, ktery by dovedl jednat s uzZivatelem
a mél i zadkladni manazerské schopnosti. Je jasné, ze statistika muze k vSe-
strannosti informatika podstatné pfispét. Schopnost odhadnout a porovnat
parametry systému nebo programu, urcit spolehlivost, odhadnout rizika volby
apod. se muze jediné hodit.

Na druhé strané doufame, ze i statistici si uvédomuji, ze informatika pro
né neznamena jen to, ze mohou mit na stole pocitac¢ s editorem pro psani
védeckych publikaci a s pristupem na internet, ale Ze ji chapou jako jednu
z aplikaci svého oboru. Ze se o ni budou zajimat stejné jako o ekonomii,
biologii nebo fyziku, ze si nékteri z nich osvoji terminologii a zdklady né-
kterého z informatickych oboru a budou feSit problémy, které mohou byt
i ze statistického hlediska zajimavé. V nékterych situacich by zcela jisté bylo
jednodussi vysvétlit statistikovi nékolikaradkovy algoritmus, na jehoz prav-
dépodobnostni analyzu by mohl vynalozit vSechny své zkuSenosti ziskané léty
studii a vlastni odborné prace, nez ucit informatika pét let statistiku, aby si
tu analyzu mohl udélat sam.

Co rici na zavér? Snad jen to, ze doufame, ze diskuse na toto téma
bude pokracovat a spoluprace statistiku a informatiku se bude prohlubovat
k uzitku vsech.
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Abstract: This work concerns on phase II cancer clinical trials design, which
create an important step in drug testing, before it can be used in practice.
We specialize on anticancer drugs.

Since different cancers are similar, the idea of this wirk is to use to estimate
the activity of the drug in some specific cancer based on the results of testing
the drug in another cancer. The main aim is then to determine an optimal
sequence of the cancer locations, how they should be tested, in order to gain
as much as possible.

1 Introduction

This contribution is about drug testing and it is a summary of the prepared
paper [3].

When a new drug is developed, it needs to come through a number of tests
before it is accepted for use in clinical practice. First are the chemical tests in
laboratories, then come tests on animals and the last stage consists of tests
on humans, so called clinical trials. There are four stages (phases) of clinical
trials. In phase I clinical trials the toxicity of the new agent is screened, in
phase II its efficacy is estimated, in phase III the drug is compared with the
standard treatments and in phase IV rare side effects are monitored.

This work deals with phase II cancer clinical trials. The main aim is to
estimate the efficacy of the drug described by its response rate. It is the
number of patients for which the drug shows desired activity divided by the
total number of patients treated. There are strong criteria on patients, who
can enter the tests. The result of phase II clinical trial is either to recommend
the drug for phase III trials or to reject it from any further study.

For most of the cancers, there exist some active drugs. These drugs deter-
mine the minimal response rate, based on which the new agent is evaluated
as active or not. The new agent needs to be preferable than the standard one
and it should show at least the same activity.

The phase II clinical trials are one arm studies, in which only moderate
number of patients (about 30) with one specific cancer type is treated. Since
different cancers behave similarly, one anticancer drug can be active against
more of them. Herson [1] came with an idea of a multi-stage design including
patients with different tumor types. He wanted to estimate the predictive
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probabilities of response using some prior information on the response rate
as well as on the degree of tumor non-specificity in response, which would be
adjusted as the trial would go on.

In this work we use a similar idea, i.e. to involve the similarity between the
cancers in prediction of the drug efficacy. We propose a series of sequentially
conducted clinical trials in different tumor locations. To this purpose we
develop a decision function determining order of the tumors in the sequence,
so that one can gain as much as possible by conducting a trial in the first
tumor type. This function takes into account similarity between the cancer
types, similarity between the drugs, aggressivity and incidence of the cancers,
penalty for treating a patient successfully or unsuccessfully and the results
from the clinical trials finished with the new agent. The functional values are
updated each time a trial with the new agent is finished.

2 Correlation matrices between the tumor types

Since no easy measure of similarity between the cancers is known, we estimate
it by ourselves. There exist more than 100 different cancers. Since many of
them are very rare, we used only 25 selected cancer types instead of the
particular diseases. These are adrenal, bladder, brain, breast, cervix, colon,
endometrium, esophagus, kidneys, acute lymphocytic leukemia (ALL), acute
myelogenous leukemia (AML), chronic lymphocytic leukemia (CLL), chronic
myelogenous leukemia (CML), liver, Hodgkin’s lymphoma, non-Hodgkin’s
lymphoma, small cells lung, non-small cells lung, ovaries, pancreas, prostate,
skin, stomach, testes, and urethra cancers.

We studied these cancer types from 4 different points of view based on
which we calculated 5 correlation structures. Finally, we add one more matrix
concerning the healthy body locations corresponding to the above cancers,
instead of the diseases themselves.

The matrix assuming the healthy body organs names Biological corre-
lation matriz and it is calculated as a sample correlation matrix based on
51 features like similarity in structure, cellular base and functions of the or-
gans. Since about 90% of the cancers develop in the epithelial tissue, special
emphasis is laid on it.

Next we create Two matrices based on drug response. The first one takes
into account 99 different drugs and 105 drug combinations, whereas the se-
cond one concerns only the 99 drugs. For the first matrix, the activity of the
drugs was described by a weighted average of response rates coming from the
recent clinical trials. For the second one we use an indicator describing, whe-
ther the drug is used alone in the location, or it is used only in combinations,
or it is not used at all.

All the cancers are caused due to mutations in genes involved in cell
growth and division. There are two kinds of such mutations, the first one
activates the genes for rapid growth (oncogenes), the second one inactivates
the genes controlling the growth. The Genetic correlation matriz takes into



A statistical proposal for sequential clinical trials . .. 211

account properties of the mutations, their locations and expression of some
markers.

The last two matrices, each concerns mutation only in one special gene.
The P53 correlation matrix characterizes mutations in P53 gene, which cont-
rols the cell growth and division. The EGFR correlation matriz is calculated
based on expression of Epidermal Growth Factor Receptor, which is involved
in cellular growth.

Each of the proposed matrices shows quite different pattern. Based on
First correlation matriz based on drug response, the tumors seem almost
independent (the coefficients take values around 0.05). On the other hand,
in the EGFR correlation matriz, there are more than 68 coefficients between
different tumor types equal to one. The coefficients of the other matrices take
values from quite wide range, but mostly they are around 0.2.

3 Decision function

Denote 6; the true response rate of the new agent in the i-th tumor location,
gi, h; the gain and loss for treating a patient with i-th tumor type successfully
or unsuccessfully respectively and G(i) the value of the gain function for i-th
location. The appropriate gain function consists of three parts, and its idea
is partially based on [2].

Part I. The first part of the function describes the gain obtained in the
phase II trial. For phase II trials, it is reasonable to assume the same sample
size in all the tumor locations and we choose ny = 30. In the trial performed
in the i-th tumor location, there will be 6;n; patients treated successfully
and (1 — 0;)ny unsuccessfully, so the gain will be

G(phase H,i) = gﬂml — hi(l — Hi)nl = (gi + hl)eml — h;ny.

Part II. With probability

i <7;1)9;”(1 —g)m

r=k1,i+1

the new agent will enter the phase III trials. The critical values k;; are
calculated based on the equality Py, , {the drug is evaluated as ineffective} <
[ = 0.1 describing the type II error.

In phase III trials the sample sizes are different for the particular tumor
types and reflect their incidence. We assume the sample sizes from the range
[200, 600] and calculate them as ny ; = 200+ 1.81 - (incidence per year)/1000.
In the phase III trial conducted in the tumor type 7, there will be 0;n2 ;
successfully treated patients and (1 — 0;)ns,; unsuccessfully treated patients.
So the gain will be

G(phase III, Z) = gﬁmw — hz(]. — Hi)ngyz- = (gz —+ hz)ﬁmm — hinQ’i.
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Part III. To the clinical practice the new agent will come with probability

n2

5 (et

r=ka ;+1

For calculation of the critical values k3 ; we used the threshold response rates
6o.,; as before, but this time we determine them from the equality for the type
I error rate (with o = 0.05).

The numbers of patients treated with the new agent in clinical practice,
ng,; can highly vary for the different tumor types and they will depend on the
incidence of the diseases. We assume ng; = 1/2 - (incidence per year) yearly
treated patients per year. It means that in the i-th tumor location, 6;ns;
patients will be treated successfully and (1 — 6;)ns ; unsuccessfully per year.
This leads to the last part of the gain function

G(practice, i) = g;0;n3,; — hi(1 — 0;)ns; = (g; + hi)0;n3; — hing ;.

The three parts together give the complete gain function. Since we don’t
know the true response rates ;, we need to estimate them. If we know the
distributions of #;, we can use their expectations, or their sample means, or
we can integrate the gain function over the parameter ; using its density.

Finally, the pure gain is often not of interest. Preferentially, the more
aggressive cancers are treated first. So we add one more term to our gain
function. This term is kt;, where k is an appropriate constant used to influence
the decision function in the desired way, and ¢; is an aggressivity coefficient,
for example the death rate. The final gain function is

G(i) = (gi +hi)bina — hany + | D (7;1)9;(1 —g)me

r=k1,i+1
n2,q
na,i -
X |(gi + hi)0inz; — hinz; + Z < 271) 07 (1—0;)"> Y
y=ka i+1

x ((g; + hi)0ins,; — hins,i)] + k-1

4 Multimodal response rate distribution

To evaluate the above decision function, the distributions of the response
rates #; need to be estimated. The calculation is divided into two parts. In
the first one we assume only the ability of the tumors to respond and the
similarity between the drugs, based on which the basic prior distribution,
q(6;) is determined. In the second part we adjust the basic prior for the
information of the finished phase II trials performed with the new agent and
we get the advanced response rate distribution r(6;|X), where X denotes the
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results from the finished trials. The distribution r(#;|X) can be either prior
or posterior depending on whether a trial in tumor type ¢ was done or not.

Since the response rates 6; are in fact proportions of the binomial distribu-
tion, their appropriate prior distribution is a beta distribution. The first part
of the basic prior distribution of 6;, fi(.) is calculated based on the ability of
the tumor to respond. If the tumor didn’t respond to any drug in the past,
there is a high probability that it will not respond to the new agent neither.
This suggests a beta distribution with the parameters a < 1 and b > 1 and
since we want to have an uninformative prior, we choose a = 0.8,b = 1.2.

If the tumor responded in the past to any drug, denote the probability
of responding (i.e. the number of active drugs divided by the number of all
drugs) by 7; and the average response rate of the active drugs as ;. Then
we can assume that the new agent will have the true response rate ; with
the probability n; and the other values will be less probable. The distribution
f1(0;) is calculated as a solution of the system of two equations:

1

fi(6;) = méf_Q(l —0,)"2((a—1)(1 - 6;) — (b —1);) =0, "
£1(6;) = B(i I =8y =1,

which correspond to the conditions that f1(6;) should have mode at ; and
its functional value here should be f1(0;) = 1 + n;.

The second part of the basic prior distribution, fa(.), describes the si-
milarity of the new agent to drugs with known response rates. Denote the
correlation coefficient between the new agent and the known drug as D (if
there are more similar known drugs, it is an average of the corresponding
correlation coefficients) and the response rate of the similar known drug in
tumor type ¢ as 0p ; (again, for more similar drugs, it is an averaged response
rate). The distribution f5(6;) should have mode at 6 ; and its functional va-
lue here should be f2(0p,;) = 1+ D, which leads to the following system of
equations determining fo(6;)

f3(0p.i) = 05 (1= 0p,)"*((a = 1)1~ 0p,) = (b= 1)0p,) =0,

B(a,b)

f2(0pi) = 05, (1—0p,)" ' =1+D.

B(a,b)
(2)

The basic prior distribution is a standardized sum of f1(.) and f2(.), i.e.

f1(0:) + £2(6:)  _ f1(6:) + fo(0:)

0:) = —
e Jo (f1(6:) + f2(6:)) df; 2

If a trial is conducted in the tumor location ¢, then the basic prior ¢(6;)
should be replaced by a basic posterior distribution
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fo L(X; |9 ))

where L(X;|6;) is the likelihood from the trial.

These basic distributions should be adjusted by information of the trials
conducted with the new agent in other tumor locations. We will add a part
of the corrected likelihoods to the basic distributions. The amount added de-
pends on the similarity between the tumor types. Assume that the trials were
conducted in tumor types l1,...,l, and denote the correlation matrix be-
tween these tumors as R. Next denote .5; the vector of correlation coefficients
between the examined tumor type ¢ and the tumors [y, ..., [, already tested
and calculate the product R.S;. The likelihoods from the conducted trials
should be corrected with respect of the signs of the terms in R.S;. Denote the
vector of corrected likelihoods as L¢ = (L§,..., Ly,), where L = L(0;|X;)
it {RS;}; > 0 and L§ = 1 — L(0;]X;) if {RS;}; < 0. Then the advanced
distribution of the response rate r(6;|X) is calculated as

q(9 ) + (L) RS
Jo (a(6:) + (L) |RSi]) do

r(0:]X) =

where |RS;| denotes the absolute value of R.S; taken by terms and where
q(6;) is replaced by ¢(6;|X;), when a trial in tumor type ¢ was conducted.

5 Unimodal response rate distribution

The final estimated distribution proposed in the previous section is in general
multimodal. Sometimes it is more convenient to have a unimodal one. In such
a case, it should be a beta distribution with parameters ar; and br;, which
need to be estimated. The estimation procedure consists of three parts.

Part I. Here is estimated the base of the distribution concerning the ability
of the tumor types to respond. If the tumor 7 didn’t respond in the past to any
drug, the parameters of the beta distribution are ap; = 0.8 and bp; = 1.2.
If the tumor responded to some chemical agent, the parameters ap; and bp ;
are calculated by solving the system of equations (1).

Part II. The parameters of a beta distribution, ap; and bp ;, calculated
in this part describe the similarity of the new drug with the known drugs.
These parameters are established by solving the system of equations (2).

Part III. This part concerns on the phase II clinical trials possibly con-
ducted with the new agent. Assume the trials were performed in tumor types
l1,...,lm and as before, denote by R the correlation matrix between them
and by S; the vector of correlation coefficients between them and the exa-
mined tumor type i. Next denote the sample size in the trial conducted in
tumor location j as n; and the number of responses observed there as ;. Now
create two vectors v; and u; of size m, such that v; ; = r; and u; j =n; —1;
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if the j-th term of R.S; is positive, and v; ; = n; — r; and u,; ; = rj, if it is
negative. The parameters a7 ; and by ; are then calculated as

aT,i = |R,SZ|UZ7 bTﬂ' = |RSZ|UZ,

where |R.S;| denotes the vector of absolute values.
The parameters of the final response rate distribution are then simply the
sums of the three parts:

aF; = ap,; +ap,; + ar;, bri =0bp, +bp,;+br;.

The only one exception is the case, where ag; = ap,; = 0.8. Then the final
parameters are ar; = 0.8+ ar; and bp; = 1.2 + by ;.

6 Simulations

A small simulation study to show the properties of the above introduced pro-
cedure was conducted. A drug with the following response rates was assumed:
0.6 in breast cancer and 2|s;|(0.5 + (signs;)(0.6 — 0.5)) in the other cancers,
where s; are the correlation coefficients with breast cancer from the Biological
correlation matriz. This drug was assumed to be dissimilar with any known
drug and the Biological correlation matrix was taken for the calculations. The
gains and losses g, = h; = 1,9, =1 < h; =2 and g, = 2 > h; = 1 for treating
a patient were compared. Also the multimodal and unimodal response rate
distributions were compared.

The simulation procedure was as follows. At first a tumor type for the first
test was selected. Next a trial was simulated here and the decision function
was updated to choose a tumor type for second trial. Then again a trial was
simulated and the decision function was updated once more.

The procedure using equal gain and loss for treating a patient and the
one preferring gain recommended the tumor types with high incidence. The
third procedure gives some balance between the incidence and aggressivity of
the disease. The main difference between the two types of the response rate
distribution is that the unimodal distribution is much more informative than
the multimodal one.

7 Conclusion

A decision procedure was proposed to determine an optimal order of tumor
types for sequential phase II clinical trials with a new anticancer drug. At first
a prior response rate distribution for each tumor type was estimated. It can
be either unimodal or multimodal distribution. Using this distribution a gain
function is evaluated and so the order in the tumor sequence determined.
The gain function takes into account properties of the diseases, such as its
incidence, aggressivity, similarity with other tumors and evaluation for trea-
ting a patient. Also the characteristics of the new drug, such as its similarity
with the known drugs or target, for which it is designed, are assumed. This
function is updated each time a clinical trial with the new agent is finished.
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The properties of the procedure are shown by a small simulation study,
which compares the two types of response rate distribution and also different
penalties for treating a patient.

Appendix

Here is a graph depicting how the distribution of the response rate is
evolved. The first two lines correspond to the multimodal response rate dis-
tribution and the second two lines to the unimodal one. In both cases, the
distributions of response rate in breast cancer and in prostate cancer is de-
picted.
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PROJEVY GLOBALNICH ZMEN
V BIOSFERICKE REZERVACI TREBONSKO

Milena Kovarova
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mokiadni, teplota vzduchu, vlhkost vzduchu, thrny srazkové.

Abstrakt: Teplota vzduchu, pfedevsim maximalni teplota vzduchu, na Mok-
rych Loukach v obdobi 1977-2003 stoupé. Relativni vlhkost vzduchu v tomto
obdobi klesa. Srazky, z hlediska dlouhodobych srazkovych thrnd znac¢né sta-
bilni, vykazuji rostouci tendenci v hodnotach velkych srazek a soucasné klesa
srazkova proménlivost.

1 Uvod

V souvislosti s globalni zménou klimatu je tfeba se zabyvat jejimi projevy
a jejim vlivem na krajinu a naopak. Terminem globalni zména se oznacuji
procesy zmén planetarni geobiosféry zpusobené nebo umocnéné lidskou ¢in-
nosti. Patii sem zejména globalni zména klimatu a s ni spojena chemie atmo-
sféry, zmény hydrologického cyklu vcetné jeho interakci s piidou a krajinou
a vyskytl extrémnich situaci (sucho,povodné), biogeochemické cykly (hlavné
cyklus uhliku, dusiku) a jejich interakei, geomorfologické procesy, zmény vyu-
Ziti tizemi a zemského krytu a redukce biodiverzity. Pro predpovidani budou-
ciho vyvoje klimatu existuje cela fada modela. Tyto modely, které je tieba
neustale verifikovat pomoci realnych skutecné existujicich dat, vychazeji ze
znalosti fyzikalnich zakonistosti o chovani atmosféry a jejich prostfednictvim
je odhadovan budouci vyvoj klimatu. Jinym pfistupem odhadu budouciho vy-
voje klimatu je odhad na zakladé skute¢né namérenych dat. Existuji rozsahlé
databéze klimatologickych udaju, jejichz analyzou lze ziskat informace a zna-
losti o vzajemném piisobeni jednotlivych klimatologickych prvki v zavislosti
na zménach téchto charakteristik. V tomto pfispévku jsou hodnoceny denni
srazkové tthrny, primérna, maximalni a minimalni denni teplota vzduchu,
pramérna a minimalni denni relativni vlhkost naméfené v obdobi 1977-2003
na jedné konkrétni stanici.

2 Meteorologicka stanice Mokré Louky u Tfeboné

V roce 1970 byl na konferenci UNESCO vyhlaSen mezinarodni program eko-
logické spoluprace MaB Clovék a biosféra, ktery mél za cil rozvinout v ramci
prirodnich a socioekonomickych véd zakladnu pro racionalni vyuzivani pii-
rodnich zdroju biosféry a predpovidat disledky dnesnich aktivit na budouc-
nost. V ramci tohoto projektu byla v roce 1977 zfizena Biosféricka rezervace
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Ttebonsko, oblast velkych a rozmanitych mokiadt. V roce 1976 byla na levém
bfehu Prostiedni stoky ve vytopé rybnika Rozmberk vybudovana meteoro-
logicka stanice Mokré Louky, obrazek obr. 1. Od zacatku roku 1977 jsou zde
pravidelné denné méreny zakladni meteorologické prvky v luénim porostu vy-
sokych ostfic (napt. Carex gracilis, Carex vesicaria, Glyceria aquatica a Ca-
lamagrostis canescens), od dubna 1978 do konce roku 1991 také v blizkém
porostu vrby popelavé (Saliz cinerea). Od roku 1983 jsou teploty a vlhkosti
vzduchu méfeny v hodinovych intervalech. Projekt sbéru dat véetné meteoro-
logické stanice zaloZené Botanickym tstavem AV CR piesel v roce 2003 pod
Ustav ekologie krajiny AV CR. Tato téméF t¥icet let dlouha fada meteoro-
logickych pozorovani je ojedinéla zejména tim, Ze stanice je umisténa p¥imo
v prirozeném rozsahlém mokiradnim porostu. Namérené tidaje tedy predsta-
vuji dlouhodobé mikroklimatické podminky v redlném mokifadnim ekosys-
tému.

Obrazek 1: Meteorologicka stanice Mokré Louky.

3 Teplota vzduchu

Priumeérna rocni teplota vzduchu na Mokrych Loukéach ve 2m nad povrchem
v obdobi 1977-2003 byla 7.4°C. Nejvyssi nartst priamérné teploty vzduchu
byl pozorovan v kvétnu o 3.8°C a v srpnu o 3.5°C. Tyto hodnoty, odhad-
nuté z okrajovych obdobi 1977-1980 a 2001-2003 jsou vSak nadhodnocené.
Pro odhad rustu teploty je vhodnéjsi porovnavat teploty v osmé a devaté
dekadé, kde skuteény narust ¢ini v ¢ervnu 1.2°C a v srpnu 1.3°C. Mési¢ni
hodnoty priamérné teploty vzduchu pocitané z dennich a mési¢nich dat jsou
znazornény na obrazku obr. 2. a obr. 3.

Primeérna ro¢ni maximalni teplota vzduchu byla ve stejném obdobi 13.1°C
Mési¢ni hodnoty primérné maximalni teploty vzduchu pocitané z dennich
a meésicnich dat jsou zndzornény na obrazku obr. 4. a obr. 5.
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Obrazek 4: Praimérna denni maxi-  Obréazek 5: Primérnd mési¢ni ma-
malni teplota vzduchu ve 2m v lu¢-  ximélni teplota vzduchu ve 2m
nim porostu ve °C. v luénim porostu ve °C.

Absolutni teplotni maximum ve sledovaném obdobi 1977-2003 zazname-
nané na Mokrych Loukach 27.7.1983 dosahlo hodnoty 37.2°C. Nejcastéjsi
vyskyt teplot nad 30°C byl vSak pozorovan v roce 2003, kdy teplota prekro-
c¢ila 30°C 33krat. Celkovy pocet tropickych dni, to znamena dnt s maximal-
nimi teplotami nad 30°C vcetné se pohybuje od 0 v letech 1977, 1978, 1979
a 1996 do tficetitii dnti v roce 2003. Maximalni teploty mezi obdobimi rostou
pro obdobi 1977-1980 a 2001-2003 v srpnu o 5.2°C a kvétnu o 4.7°C, za rok
0 2°C.

Primeérna roéni minimalni teplota vzduchu byla ve stejném obdobi 1.5°C.
Mésicni hodnoty priimérné minimalni teploty vzduchu pocitané z dennich
a meésicnich dat jsou zndzornény na obrazku obr. 6. a obr. 7.

Absolutni teplotni minimum zaznamenané na Mokrych Loukach 7.1.1985
dosahlo hodnoty —30.9°C. Arktické dny s maximélni teplotou pod —10°C



220 Milena Kovarova

PR 2 15 =
§ o2 0% E o 02002
o % 0 020 1048 1980 n 2 0
S 3 22 &
" -
58 o 1961 —:_g &y é #
52 23
z E S1og EE ™
£S5 1387 s
a
8 3 20 198838 23 5o
£ > 1off *1887 128 E>
SE.] B L ZE.] *1987
=1 Eo
= £ >
= 7 a0 S 154
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
5 58 5 55 B EFEE D 5 58 5 58 B EFEE D
AR BB £ TTEeza g EE
Obrazek 6: Prumérna denni mini-  Obrazek 7: Primérna mési¢ni mi-
malni teplota vzduchu ve 2m v lu¢-  nimalni teplota vzduchu ve 2m
nim porostu ve °C. v luénim porostu ve °C.
= maximalni denni
‘e ] v 4 - vt
E o j‘ R A") \. I' A porostu ve °C
E=>® —~—. \| /.f \’ minimaini denni
cae A . . teplota vzduchu
w5 10 ve 2m v uénim
c3& parostu ve °C
659 W_\N\/-A’ primérmé denni
E>5 teplota vzduchu
‘2Ea ve 2m v lugnim
n:_o E . porostu ve °C
EE? . L
% e N e YL
g % o . -, "_.- ' Y

Obrazek 8: Primérna ro¢ni maximéalni, primérnd a miniméalni teplota vzdu-
chu ve 2m v luénim porostu ve °C.

vcetné se vyskytly od prosince do tinora roce 1985 - 8krat, 1996 - 6krat,
1987 - 3krat a jednou v letech 1979, 1980, 1982, 1986 a 1993. Minim&lni
teploty mezi obdobimi stoupaji méné nez primérné a maximalni, v nékterych
mésicich klesaji. Celkovy vzestup minimalnich teplot mezi obdobimi 1977-
1980 a 2001-2003 i mezi osmou a devatou dekadou ¢ini zhruba 0.5°C.

Hodnoty primeérné ro¢ni maximalni, primérné a minimélni teploty vzdu-
chu v jednotlivych letech jsou znazornény na obrazku obr. 8.

4 Relativni vlhkost vzduchu

Mokré Louky se vyznacuji pomérné vysokymi hodnotami relativni vzdusné
vlhkosti, soucasné vsak lze pozorovat pokles vlhkosti v jarnich a letnich mési-
cich pres dekady. Mési¢éni primérna relativni vlhkost vzduchu poklesla mezi
osmou a devatou dekddou v srpnu z 82.2% na 78.1%, vyznamnost 0.01,
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v ¢ervnu z 80.3% na 78.1%, vyznamnost 0.1. Z dlouhodobého hlediska lze
nejnizsi primérnou relativni vlhkost vzduchu na Mokrych Loukach pozoro-
vat v kvétnu, prfipadné v dubnu, nejvyssi v prosinci, pripadné v lednu ¢i
v listopadu. Mezi nejnizsi hodnotou pro kvéten a nejvyssi pro prosinec je
rozdil 13.2%. Mésicem s nejvyssi proménlivosti vlhkosti je duben, nejnizsi
proménlivost vlhkosti byva v prosinci. Z charakteru relativni vzdusné vlh-
kosti je zfejmé, Ze maximalni primérnd denni relativni vlhkost 99% se muze
vyskytnout kdykoliv béhem roku pti déletrvajicich srazkach nebo mlze. Nizké
hodnoty primérné denni vlhkosti se mohou vyskytnout témét vkterémkoliv
mésici, v zimnich mésicich jsou tyto vyskyty spiSe ojedinélé. Nejnizsi pru-
mérnd denni vlhkost se na Mokrych Loukdch pohybuje nad 45%. Mési¢ni
hodnoty primeérné relativni vlhkosti vzduchu pocitané z dennich a mési¢nich
dat jsou zndzornény na obrazku obr. 9. a obr. 10.

©
&
1

Ao 0198

% ; ks

-

@
]
1

lativni vihkost
il 8
1 1

vzduchu v luénim porostu v%
g
1

ig 149 ﬁ0199

& 192 1990 o199
o997

&rna mésicni re
o
1

~
=]
1

Prumérna denni relativni vihkost
vzduchu v luénim porostu v %
=] 3
1 1

@
@
1

Prim

n=
r—
n

n—|

sten
n—|
|
n—|
zaii—|
fien—|
len—|
nor —|
en—|
en—|
ec |
en—|
CHE
ad—
ec

mmmmmmmmmm
zzzzzzzzzzzz

led
in
listopad -]
prosinec-|
le
bie:
duben—|
kvéten—
er

nnnnn

cerver
ey
listoy
prosi

Obrazek 9: Prumérna denni rela-  Obrazek 10: Prumérna mési¢ni re-
tivmi vlhkost vzduchu v lu¢nim po-  lativmi vlhkost vzduchu v lu¢nim
rostu v procentech. porostu v procentech.

5 Srazky

Hodnoceni srazkovych pomeért Mokrych Luk se vztahuje k obdobi 1961-
2003. Na zakladé porovnani srazkovych tthrnfi meteorologické stanice Ceského
hydrometeorologického tistavu Ttebon a stanice Mokré Louky v obdobi 1977-
1986, které vykazuji jen nepatrné statisticky nevyznamné odchylky v hod-
notach dennich srazkovych thrnt, byla pro obdobi 1961-1976 pouzita data
z nedaleké stanice Ttebon.

Primérny ro¢ni srazkovy thrn za celé obdobi 1961-2003 ¢ini 605,3 mm
vodniho sloupce. Pro oblast Tteboné jsou typické vyssi srazkové tthrny v let-
nich mésicich a pomérné nizké thrny v zimnim obdobi. Mési¢ni hodnoty sraz-
kovych thrnti jsou znazornény na obrazku obr. 11. Mési¢ni srazkové uhrny se
v obdobi 1961-2003 pohybuji od 4 mm v tinoru 1982 do 240 mm v srpnu 2002.
Maximalni srazkové thrny se nejcastéji vyskytnou od kvétna do srpna, mi-
nimalni v lednu, tinoru a fijnu. Nejnizsi prumérné denni srazkové thrny byly
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zaznamenany v lednu a ¢ini 0.84 mm srazek na den, nejvyssi v ¢ervnu 2.85 mm
na den. Hodnota nejvyssiho pozorovaného denniho tthrnu ze dne 7.8.2000 do-
sahuje 129 mm vodniho sloupce.

Vzhledem k velkému meziro¢nimu rozptylu nelze prokizat zmény v hod-
notach dlouhodobych mési¢nich srazkovych thrnd v pribéhu let [4]. Dochézi
vSak ke zménam v proménlivosti srazek, které se projevuji poklesem cet-
nosti srazkovych dni, snizovanim cetnosti stfidani srazkovych a bezesrazko-
vych obdobi a rustem hodnot velkych srazek. Ozna¢me n pocet dni v mésici,
s pocet srazkovych dni v mésici a b pocet bezesrazkovych dni v mésici. Pak
ps = 100 * s/n udava procento srazkovych dni v mésici. Oznacme bl podet
bezesrazkovych dni v mésici bezprostfedné nasledujicich po srazkovém dni.
Definujme index proménlivosti srazek v mésici: indexdiv = 100 % b1/b.

Na obrazku obr. 12. je zndzornéna zavislost indexu proménlivosti srazek
na procentu srazkovych dni. Body lezici nad kfivkou oznacuji roky srazkoveé
promeénlivéjsi a body lezici pod kfivkou oznacuji roky srazkové méné promén-
livé. Z grafu je patrny velky pokles poctu srazkovych dni i indexu proménli-
vosti srazek mezi Sestou dekddou a nasledujicimi dekddami. V devaté dekadeé,
i pfes mirny narust po¢tu srazkovych dni, lze pozorovat pokles promeénlivosti
srazek, ktery dale pokracuje, véetné poklesu poc¢tu srazkovych dni i v poc¢ina-
jici prvni dekadé tretiho tisicileti. Pokles procenta srazkovych dni mezi Sestou
a devatou dekadou je vyznamny na hladiné 0.05. Pokles indexu proménlivosti
mezi Sestou a devatou dekddou je vyznamny na hladiné 0.005.

Primérna éetnost dnt se srazkami se dlouhodobé pohybuje kolem 50%,
nejnizsi je v fijnu s pramérem 13.1 srazkovych dni za mésic. Nejcastéji pr-
Selo v roce 1966 s 215 srazkovymi dny. Nejnizsi pocet 116 srazkovych dni byl
pozorovan v roce 2003. Srazky nad 1mm jsou pravdépodobnéjsi v letnich mé-
sicich, srazky nad 10mm se mohou vyskytnout v kterémkoliv mésici, ¢astéjsi
jsou v lété. Srazky 20mm a vice se vyskytly nejméné jedenkrat v letech 1969,
1983, 1989 a 1992 a nejvice desetkrat v roce 2002. Za celé obdobi 1961-2003
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se srazky veétsi nebo rovné 20mm vyskytly 165krat, coz predstavuje zhruba
2% z celkového poctu srazkovych dni v uvedeném obdobi. Podil téchto srazek
na celkovém srazkovém thrnu vSak dosahuje 20%. Kruskal-Wallisovym pofa-
dovym testem lze ukazat, ze mezi dekddami dochazi k rustu hodnot velkych
srazek. V Sesté dekadé se vyskytlo 41 srazek nad 20mm vcetné, hodnota po-
fadového testu je 70.3, v sedmé dekadeé se 40 vyskyty je hodnota poradového
testu 85.7, v osmé dekadé s 30 vyskyty nabyva pofadovy test hodnoty 70.2,
v devaté dekadeé s 37 vyskyty 97.2 a v obdobi 2001-2003 se 17 vyskyty hod-
noty 99, vyznamnost 0.035.

Z provedenych analyz se zda byt pravdépodobné, ze v poslednich letech
dochazi k naruseni malého vodniho cyklu [9], a ze srdzkové uhrny, ackoliv
dlouhodobé velice stabilni, jsou dorovnavany na troven obvyklych norméala
prostiednictvim zvysSujicich se, jednorazovych srazek. Pokles proménlivosti
srazek se na srazkovych tthrnech ani na poc¢tu srazkovych dni neprojevi, miize
v8ak vést k vysychédni krajiny [8] s naslednym ristem piredevsim maximalnich
teplot, pfipadné ke vzniku povodnovych situaci. Je zfejmé, ze uvedend tvrzeni
by bylo tfeba ovéfit na vétsim poctu co nejdelsich srazkovych fad. Srazkové
fady pred rokem 1960 jsou vSak pomeérné casto zatizeny chybami, protoze
spis nez na presné zaznamenani dennich vyskyti srazek, byl kladen duraz na
zaznamenani celkovych srazkovych thrni, nékdy i vicedennich.

6 Zaveér
Z hodnot sledovanych charakteristik v posledni dekddé minulého stoleti a
v poc¢inajicich letech prvni dekady tfetiho tisicileti plynou mozné dusledky

zmény klimatu, jez mohou vyustit v degradaci mokradi a v omezeni jejich
regulacniho a stabiliza¢niho vlivu na krajinu a ekosystém.
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Abstract: The Cox—Aalen regression model for the intensity of counting
processes suggested by Scheike and Zhang [13] extends the Cox proportional
hazards model as well as the Aalen additive model. We study goodness-of-fit
tests based on the stratified martingale residual process. Asymptotic distri-
bution of this process is complicated (a Gaussian process with a complex co-
variance structure). Therefore, a direct use of, e.g., the Kolmogorov—Smirnov
type test is impossible. We show two ways out of this problem. One possibi-
lity is to simulate realisations from the limiting distribution of the residual
process, as suggested by Lin, Wei and Ying [7] for the Cox model. Ano-
ther approach consists of tranforming (compensating) the limiting process to
a martingale (following ideas of Khmaladze [4]). Both methods are compared
in a simulation study.

1 Introduction

In survival analysis, regression models are used to explain occurence of events
(failures) in time by the influence of explanatory variables (covariates). Let
Zi = {(Za(t),..., Zip(t))T,t € [0,7]} be a vector of covariates (possibly
time-dependent, i.e. predictable stochastic processes) for the i-th observed
individual, Y; be an indicator process (indicating by its value at time ¢ whe-
ther the i-th individual is at risk of the event) and \; be the intensity process
of the corresponding counting process N;. Then the most popular model for
the intensity process is the Cox proportional hazards model of the form

N(t) = Yi(t) exp{ 1 Zi(t) } Do 0),

where )¢ is an unknown baseline hazard function and Sy is a p-vector of
unknown regression parameters. Another frequently used model is the Aalen

additive model
Ai(t) = Yi(H) Xi(t)Ta(t)

with a vector of unknown functions o = {(a1(t),...,aq(t))T,t € [0,7]} and
a vector of covariates Xj;.

There are several ways of combining these two models (e.g. [8], [12]). Here
we study the Cox—Aalen model, which is due to Scheike and Zhang [13]. Their
model follows the form

Ai(t) = Yi(t) exp{fs Zi(O)} Xs(t) a(t),  0<t<m, (1)
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where (X1, ZT)T is a (¢+p)-vector of predictable covariates (usually X;; =1).
Some components of a(t) or X;(t) can even be negative, provided the whole
term X;(t)"a(t) is nonnegative (an intensity always has to be so).

In [13] an estimation procedure was suggested and asymptotic properties
of the estimators were derived. Here we propose a test of goodness of fit. For
the Cox model many goodness-of-fit tests were developed. One approach,
which is here adapted for the situation of the Cox—Aalen model, is based on
the stratified martingale residual process.

The idea was originated by Arjas [3] who suggested a graphical pro-
cedure for assessing goodness of fit of the Cox model. The method is based
on comparison of observed and expected number of failures within a given

stratum. For each observed individual 7 € {1,...,n} this difference is ex-
pressed by the process M; = N; — A;. Hence, 1f a stratum I C {1,...,n}
is chosen, the process Zy = ), IM should fluctuate around zero. Let
0 < Tiyp < Tigp < -+ < Tyxy < 7 be ordered times of the actual

failures in I. Then Arjas’s plots are plots of the values >, ; Ai(T(7 x)) aga-
inst k=3 ,.; Ni(T(1x)). The graph should be close to the line with slope 1
when the fit is good, and should differ otherwise.

Asymptotic behaviour of the residual process for the Cox model was stu-
died by Marzec and Marzec [9]. Under certain conditions they showed that the
limiting distribution of n~/2Z; is that of a continuous zero-mean Gaussian
process. Later, in [10] they presented some generalisations and used a trans-
formation of the limiting process to a martingale which enables construction
of the Kolmogorov—Smirnov type test. The idea of Arjas’s plots and strati-
fied residual processes was successfully used by Volf [14] also for the Aalen
additive model.

In the situation of the Cox—Aalen model of (1), the stratified martingale
residual process has the form

Er(t) = Y _(Ni(t) — Ai(t)

icl

-3 / [ANi(5) = Yi(s) exp{ 57 Zi()} Xi(s) TdA(s)] (2)

(where 3 and A(t) are estimates of 8y and A(t fo s)ds, respectively).

The paper is organised as follows. Section 2 estabhshes asymptotic proper-
ties of the residual process. Section 3 is devoted to the study of several testing
procedures. In Section 4 a simulation study is presented and in Section 5 we
mention some generalisations. Due to the lack of space, some results are only
sketched in a symbolic way and many details are omitted; the author refers
an interested reader to his paper [5].
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2 Asymptotic distribution of the residual process

The estimation procedure for the parameters fy and A(t) = fot a(s)ds is
described in detail in [13]. Here we only mention that it consists of two steps:
first the parameter 3y is estimated by solving a score equation and then
the increments of A(t) are estimated by a weighted least squares principle.
Denote the estimates by B and A. These two steps can be repeated to obtain
better estimates.

By Taylor’s expansion around (3 and after some rearrangement, =Z; can
be expressed as

E1(t) = Tu(t) — Q(B, 3,6) (), (3)

where
Ty (t) = /0 Ki(fo,s)TdM(s)  and  Ts(t) = /O (o, 5)TdM(s)

are martingales. Here M(t) = (My(t),..., M,(t)T, 3 and 5 lie on the line

segment between By and 3, and K;, K5 and () are some processes of di-

mensions n X 1, n X p and p x 1, respectively. The process Q(B7 B, -) converges
uniformly in probability to a function, say ¢(0y,-). The weak convergence
in (D[0,7])**? of the martingale n=/2(T';,T7)T to a zero-mean continuous
Gaussian martingale v = (1,79 )" follows by Rebolledo’s martingale central
limit theorem [2, Theorem 1.2]. Therefore we have the weak convergence

n221() 2o () = () —alfo. V() (D7), (@)
The limiting process £; is a Gaussian process, which, however, is neither
a martingale nor a process with a well-known distribution.

The (co)variance function of v is the limit of the predictable (co)variation
of n=1/2T" and can be estimated uniformly consistently by the quadratic (opti-
onal) (co)variation of n~/2I". Details concerning the covariance structure as
well as explicit forms of all of the processes, a further notation, assumptions,
exact formulation of the results and proofs can be found in [5].

3 Testing procedures

A graphical technique, an analogue of the residual plots of Arjas [3], has
already been explained in Section 1. In this section we describe visual and
mainly numerical methods of investigation of the martingale residual process.
Except for a special case of the model with one dichotomous covariate in
the Cox part [5, Section 4.1], a direct use of the asymptotic distribution is not
possible because of its complexity. For instance, the limiting distribution of
the Kolmogorov—Smirnov type statistic is untractable. We describe how some
approximations and transformations enables us to cope with this difficulcy.
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3.1 The simulation approximation

We shall describe how to approximate the asymptotic distribution of the
martingale residual process through simulations. The simulations can be per-
formed to obtain a sample from the limiting distribution, and hence to assess
both graphically and numerically how unusual the observed residual process
is. Our approach is based on the idea of [7].

In (3) we have found the martingale representation of the residual process
of the form

=1(t) = Tu(t) = / K1 (o, 5)TdM (s) — Q(B, 5, 1)T / Ko(s)TdM (s),

The limiting distribution can be approximated by plugging in the consistent

estimate B in place of (g, B, B, and by replacing the martingale increments
dM;(t) by their simulated values. For the martingales M;, i = 1,...,n it holds
that E M;(t) = 0 and var M;(t) = E[M;(t)?] = EA;(t) = E N;(t). Therefore
Lin, Wei and Ying [7] suggested to approximate M; by M; = G;N; (ie.

M = diag [G]N), where G = (Gy,...,Gy) is a random sample of standard
normal variables independent of the data. We obtain the approximation

[1]:

H(t) = / K,(3, 5) Tdiag [GlAN (s)

QBT / " Ka(s)ding [G)AN (s).

It can be shown (by means similar to that of [7]) that the asymptotic
distribution of n=1/2Z; is equal to that of n=/2=;, i.e. the distribution of
&r. Thus, generating repeatedly a standard normal sample G and computing
27, we obtain a sample from the desired limiting distribution. We can visually
assess goodness of fit by plotting =; together with an appropriate number of
simulated Z;. To test the hypothesis numerically we generate an adequately
large number of realisations of Z; and estimate critical values or the p-value.

Note that the simulation of the asymptotic distribution is conditional
on the data and therefore we do not obtain universal critical values of this
distribution. In other words, the test is not distribution-free and we have to
carry out the simulations for each particular data set separately. This can be
computationally demanding.

3.2 The transformation method

Another way of overcoming the problem with complexity of the asymptotic
distribution of the residual process is based on the idea of Khmaladze [4]. In
the framework of testing whether the distribution of a random variable follows
a parametric form, he suggested a transformation of empirical processes with
plugged-in estimated parameters in order to obtain a well-known asymptotic
distribution which does not depend on the distribution of the data. The idea
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was then used in [1, VI.3.3.4] for testing goodness of fit of parametric models
for intensities and in [10] for assessment of the Cox model.

Here we will find the compensator of &7, say &7, and use the empirical
counterpart ¥ of the Gaussian martingale 1); = &7 —&; as a basis for testing.
The process 1 should be a martingale with respect to the filtration generated
by &7, i.e. with respect to Gy = o{7y(s),s < t;72(7)}, t € [0,7]. As the term
q(Bo, ) Ty2(7) in (4) is measurable w.r.t. Gy, we only need to compensate 7.
The compensator of 71, say 71, can be derived rather heuristically as follows
(cf. [1, VL.3.3.4, pp. 464-466]). Since the process 7 is a Gaussian martingale,
it has independent increments and (dv; (t), v2(7) —72(¢))" is jointly normally
distributed. Therefore

Eldvi(®)]v(s), s <t372(7)] = Eldvi(t)|72(7) — 72(?)]
= cov {dy1(t),y2(1) — v2(t)}var {2(7) = 72(t)}] " r2(7) — 72(t)]
= (B0, dt)T0(Bo, ) [r2() — 12(t)],

where the definition of ¢ and 6 is obvious. Hence a natural candidate for the
compensator of 7y, is

n(t) = / E [dya () (), u < 5 72(7)
:/0 a(7) = 12(s)]T 0B, )~ (B0, ds), t € [0,7].

The compensated residual process is then

() = () - / o () — 12() T80, 5) el o, ds).

Formal verification of the fact that s is actually a Gaussian martingale (with
the same variance function as 7;) is analogous to the proof of Lemma 3.2
in [10]. Finally, the empirical counterpart of ¢; can be
t T R T R R
=20~ [ | [ i) oG toG.e) o
0 s
with C' and © being some estimates of ¢ and #. The issue whether n=1/2¥
truly converges to ¢y is discussed in [5]. Our computational experience shows
that the convergence can be considered valid generally.
Hence the Kolmogorov-Smirnov type statistic sup | (t)|/{var i (7)}'/?

is asymptotically distributed as the variable sup [W(t)| (where W denotes
the Brownian motion).
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4 Simulations

We performed a small simulation study in order to investigate performance of
the tests. We generated survival data following various models with various
censoring patterns and estimated the Cox—Aalen model of the form

Ai(t) = {aa(t) + aa(t) Xi} exp{ 1 Z:}.

Under the null hypothesis Hy the samples came from the distribution with
the intensity

where X; was uniformly distributed on [0, 1] and Z; had the standard normal
distribution. Then two alternatives with additional covariates were conside-
red: Hy, with

Ai(t) ={0.54+ 0.2¢X; + 0.7t X } exp{0.5Z;},

where X had the alternative distribution on {0, 1} with probability 0.5, and
Hs having
Ai(t) ={0.5+0.2tX;} exp{0.5Z; + 0.7Z]}

with Z having the same distribution as X in the previous situation. The
covariates were generated independently. Three censoring schemes were con-
sidered: no censoring, moderate censoring (with censoring times having the
uniform distribution on [0,5]) and heavy censoring (with uniform censoring
times on [0, 2.5]). The censoring times were mutually independent and inde-
pendent of the survival times and covariates. The corresponding censoring
rates are indicated in the tables. The sample sizes were n = 100 and 200. For
the null hypothesis, stratification with respect to both covariates was stu-
died, i.e. the stratum was first I = {i : X; > 0.5} and then I = {i : Z; > 0}.
Under the alternatives, the data were stratified with respect to the missing
covariate: I = {i: X =1} under Hy, and I = {i: Z7 = 1} under Ho.

Under the null hypothesis as well as under the alternatives, we generated
the sample, estimated the model and tested goodness of fit. Two tests were
performed: the test of Subsection 3.1 based on the simulation approximation
(with 2000 realisations of the residual process) and the test of Subsection 3.2
based on the transformation. This was repeated 1000 times and empirical
levels and powers of the tests on the nominal level of 0.05 were computed.
Since the estimation of the model is highly time-consuming, we were able to
carry out only 1000 repetitions in each situation, hence our results give only
a broad image of the behaviour of the tests.

Table 1 reports the sizes of the tests in the above mentioned situations
under Hj. It is seen that the tests maintain approximately their nominal sig-
nificance levels which is not seriously affected by censoring. Table 2 confirms
that the tests have good power against the alternatives H; and Hs of missing
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covariates. When censoring is present, the power decreases. There is no im-
portant difference between the two versions (simulation and transformation)
of the test.

n =100 n =200 n =100 n =200

Without Simulation  0.043 0.043 0.051 0.060
censoring Transform.  0.067 0.054 0.073 0.047
Censoring Simulation  0.044 0.049 0.052 0.047
U[0,5] (31%) Transform. 0.054 0.064 0.053 0.058
Censoring Simulation  0.056 0.071 0.045 0.044
U[0,2.5] (51 %) Transform.  0.041 0.056 0.013 0.009

Table 1: Empirical sizes of the two tests on the nominal level of 0.05.

H,y Hy
n=100 n=200 n=100 n=200
Without Simul. 0.726 0.979 0.889 0.995
censoring Transf.  0.739 0.972 0.887 0.994
Censoring UJ0, 5] Simul. 0.553 0.879 0.794 0.980
(Hy 25%, Ho 24%) Transf.  0.553 0.871 0.777 0.971
Censoring U[0,2.5]  Simul. 0.313 0.633 0.664 0.955
(Hy 45%, Ho 42%) Transf.  0.304 0.621 0.661 0.945

Table 2: Empirical powers of the two tests on the nominal level of 0.05.

5 Generalisations

In this paper we used the idea of stratification. The tests based on the mar-
tingale residual processes M; can be generalised in the following direction.

Instead of the sum of the martingale residuals M;(t) = Ny(t) — A;(t) over
a stratum we can use sums of their transforms of the form

0 =3 [ Han ),

where H; are vectors of some predictable processes. This type of tests was
studied in [6]. A particularly important choice is H;(t) = Z;(t) leading to the
score process which is used for detection of departures from the proportional
hazards assumption. The choice H; = 1;c;y corresponds to the stratified
martingale residual process presented in this paper.

[1]
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vvvvvv

byly ziskany pii studiu linearnich regresnich modelt, ve kterych je vektor
parametru prvniho radu rozdélen na podvektor uzite¢nych parametrii a na
podvektor rusivych parametru.

1 Oznaceni, uvod

Budeme uzivat nasledujici symboly: necht M(A) oznacuje prostor vytvo-
feny sloupci matice A. Je-li M(A) € M(B), V p.s.d., potom symbol
PX oznacuje projekéni matici projektujici na podprostor M(A) vzhledem
k V- seminormé dané matici V, ||x||=vx'Vx; MY =Y — PY4. Obecné plati
P% = A(A'VA)"A'V+F(Y — V" V), kde F je libovolnd matice vhodného
typu, (viz [10], (2.14)).

Necht N,, ,, je p.d. (p.s.d.) matice a A,, ,, libovolnd matice, potom sym-
bol A;L(N) oznacuje matici spliiujici vztah AA;n(N)A =A a NA;L(N)A =
[NA;(N)A]’. Necht

Y:(X,S)(ﬁ)—i—s,ﬁeRkl,meR’”, (1)

KR

kde Y je n-rozmérny observacni vektor, 3 je ki-rozmérny vektor uzite¢nych
parametri, s je ko-rozmérny vektor rusivych parametru, X je dand n x k;
matice planu prislusna uziteénym parametrim, S je dana n x ky matice planu
prislusné rusivym parametrim, € je ndhodny vektor chyb.
Predpokladejme, ze
E(Y) = XB+ Sk, V3 € R*, Vk € R*; var(Y) = Sy = Y0, 9;V;, V9 =
(P1,...,9,) €9 C RP; V4,...,V, dané symetrické matice; ¥ C RP obsahuje
otevienou kouli v RP; je-li ¥} € ¥, je matice Xy pozitivné semidefinitni; matice
Yy neni funkei vektoru (4, k’)’.

Je-li matice Xy pozitivné definitni pro kazdé ¢ € ¥ ar(X,S) = k1+k2 < n,
nazveme model (1) reguldrni, (viz [2], str.13).

S modelem typu (1) se setkdvdme v mnohych oblastech. Nékdy pocet
rusivych parametru fadové prevysuje pocet uziteénych parametriu a to mize
vést k numerickym potizim.
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2 Jednorozmérny linearni model s rusivymi parametry

2.1 Regularni model

Tvrzeni 2.1.1
V reguldarnim modelu (1) plati pro 9-LBLUE parametru (8, ")’

(%) (PG X)X M) o)
& (§'2;18)1ssy v M5

var(f) = C7,

var(k) = (S'8y'8)7 1+ ('%;'9) 1SN I XCT X', S(S'E, tS)

kde C = X'(MsEyMg)*X, (MsEyMg)t =251 —2715(8's,1s)~18's, .

Diikaz viz [6], Theorem 1

Nasledujici tvrzeni se tykaji stejnomérné nejlepsich nevychylenych linear-
nich odhadt (UBLUE) parametrickych funkci v regresnim modelu s rusivymi
parametry. Jsou dokdzany v préci [6].
Tvrzeni 2.1.2
V' regularnim linedrnim modelu (1) je statistika g’Y UBLUE odhad své
stredni hodnoty g'(X( + Sk) pravé kdyz

P
ZVL'M(X,S)Vi

i=1

=Ker =Ker

P
> ViMxM{xV;

i=1

P
Y ViMsMy#V

i=1

geKer

(3)
Tvrzeni 2.1.3
V reguldrnim modelu (1) existuje UBLUE linedrni funkce

v(0) = () =i
prave tehdy, kdyz

p
> ViMx MYV,

i=1

feMK )s( )B}, kde M (B)= Ker

Tvrzeni 2.1.4
V reguldrnim linedrnim modelu (1) existuje UBLUE linedrni funktce f1[
uzitecnych parametri prdve tehdy, kdyz

P
> ViMsMYS VM

=1

f; € M(X'MgC), kde M (C)= Ker
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2.2 Linearni model s rusivymi parametry s podminkou
typu I

V praxi se vyskytuji situace, kdy v regresnim linedrnim modelu s uziteénymi
a ruSivymi parametry jsou dana jistd omezeni na uzitecné parametry, na
rusivé parametry se zadné podminky nekladou.

Definice 2.2.1 (viz [2], str.57]) Je-li parametrickym prostorem parametru g3
misto R¥ v linedrnim modelu (1) pouze linearni varieta

B={B:3cR"b+Bf=o}, (4

~—

kde B je dané ¢ x k1 matice a b € M (B) je dany g-rozmérny vektor, r(B) =
q < ki1, potom se model nazyva model s podminkami typu I na uziteéné
parametry.

Tvrzeni 2.2.2 V reguldrnim modelu (1) s podminkami (4) plati pro -
LBLUE odhady parametri 3 a k

é =Y - C7'B'(BC™'B)"'B] — C"'B/(BC™'B) " 'b,
h=R+(9'2;19) 1S IXC B (BC'B)) " L(b+Bf), C=X'(MsZyMs) X,
kde 3, i jsou odhady v reguldrnim modelu bez podminek (viz Tvrzeni 2.1.1).

Varianéni matice odhadu (3 je ddna vztahem var(3) = [Mp CMp/|*.
Diikaz viz [7], Theorem 2

Tvrzeni 2.2.3 V regularnim modelu (1) s podminkami (4) na uZitecn€ para-
metry je statistika ¢Y UBLUE odhad své stiedni hodnoty prdvé tehdy, kdyZ

P P
g€ K =Ker <Z ViMx)Vi+ Y ViMSPﬂffX,MSX)IB,Vi> . (5)

i=1 i=1
Diikaz viz [7], Theorem 3

Oznaceni 2.2.4 Ozna¢me N takovou matici, ze

p p
Z ViM(x 5 Vi + Z VZ—(MSPJ)\g(SX,MSXﬂB/)VZ—

=1 i=1

M(N) =K = Ker

Tvrzeni 2.2.5 V reguldrnim linedrnim modelu (1) s podminkami (4) ma

funkce
()= ()

svij UBLUE odhad prdve tehdy, kdyz
([ X'N, B
() e (XN ). o

Diikaz viz [7], Theorem 4
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2.3 Linearni model s rusivymi parametry s podminkami
typu 11

Uvazujme stejny linearni model (1) jako v pfedchozich odstavcich, pouze s tou
zménou, ze vektor uziteénych parametri oznac¢ime symbolem [;.

Y(X,S)(%)Jrs, (7)

Predpokladejme opét, ze jsou splnény podminky regularity.

Existuji situace, kdy do podminek kladenych na uziteéné parametry vstu-
puji jesté neobservovatelné parametry. Potom se vektor neznamych parame-
trt (81, ', 35)" sklada ze tii podvektorii. Stiedni hodnota observa¢niho vek-
toru je rovna E(Y) = X01+4Sk, podminky kladené na model obsahuji uziteéné
parametry a vektor neobservovatelnych parametri 2 dimenze k.

Studuje se linedrni model (7) s podminkami ve tvaru (viz [4],str.129])

b+ B181 + B2B2 = o, (8)

kde Bj resp. By jsou dané ¢ X kj resp. ¢ x k matice a kde b € M (By,Ba) je
dany ¢-rozmérny vektor. Tento model se nazyva model nepfimého méreni
s podminkami typu II.

Pfedpoklddejme, ze r(B1,B2) = ¢ < k1 + k, r(B2) =k < g¢. V préci [8]
jsou dokazana nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.3.1 V reguldrnim modelu (7) s podminkami (8) plati pro
Y-LBLUE odhady parametri (1, & a Ba tyto vztahy

él =[Y — C"'B{QB1]6: — C"'B{Qb, 52 = ~DB1/3; — Db,
=it (9'S;519)718'S; IXCIBLQ( + By ),
kde ﬁl, k& jsou odhady v reguldrnim modelu bez podminek (viz Tvrzeni 2.1.1),
C=XMsZyMs)TX, Q= Mp,B;C 'B\Mp,)".
D = [By(B;C B} + ByB,) !'Bo] 'BLy(B,CT'B] + ByB,) L

Tvrzeni 2.3.2 V reguldrnim modelu (7) s podminkami (8) na uZitecné pa-
rametry a na neobservovatelné parametry je statistika g'Y UBLUE odhadem
sv€ stredni hodnoty prdavé kdyz

P P
ge K =Ker <Z ViMx,) Vi + > ViMsPYE o i, VZ-) .9
i=1 i=1
Oznadeni 2.3.3 Necht N je takova matice, ze

p p
M,
D ViMxs) Vi + ) VilMsPY v 1, Vi

i=1 i=1

M (N) =K = Ker
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Tvrzeni 2.3.4 V reguldrnim linedrnim modelu (7) s podminkami (8) ma
funkce

£161 +£502 + f36
svij UBLUE odhad prdve tehdy, kdyz

f) X'N, B
f, lem|[ o, B, |. (10)
f3 SN, O

Vsechna tvrzeni v této kapitole uvedena byla vyslovena pro regularni line-
arni model s rusivymi parametry. Obdobna tvrzeni lze vyslovit i pro pripad,
kdy se regularita modelu nepfedpoklada.

V praxi byva pocet rusivych parametri nékdy i radové vétsi, nez pocet
parametru uzitecnych a vypocty pomoci uvedenych vzorctt mohou piisobit
nemalé potize.

Existuji dva zdkladni pristupy k problematice rusivych parametra.

a) pristup strukturdlni: respektuje se struktura modelu a hleda se tfida tako-
vych linedrnich funkci uzite¢nych parametri, jejichz odhad uréeny pti zane-
dbéni rusivych parametri zstava nestranny i v iplném modelu. Obdobné se
pozaduje, aby rozptyl odhadu funkce z této tridy byl stejny jak v modelu s ru-
Sivymi parametry tak v modelu, kde rusivé parametry neuvazujeme. Urceni
takovych tfid ma velky vyznam pro praxi, pfi vypoctech odhadu linearnich
funkei uziteénych parametri z této tfidy mizeme v modelu (1) vynechat
matici S a zabyvat se modelem

Y ~ [X3,%9], B€ RM. (11)

b) pristup eliminacéni: vhodnou transformaci ptivodniho modelu dosdhneme
toho, ze se v novém modelu jiz rusivé parametry nevyskytuji. Nesmime ovSem
timto postupem ztratit informaci o uzite¢nych parametrech, transformovany
model musi umozinovat stejné kvalitni odhady uzite¢nych parametru jako
model ptivodni.

Poznamka 2.3.5 Pro jednoduchost budeme modelu (1) fikat ,velky*, mo-
delu (11) budeme fikat ,maly*“.

2.4 Strukturalni pristup k rusivym parametrum

Predpokladejme, Ze variancéni matice Xy vektoru pozorovani je zndmé pozi-
tivné semidefinitni matice, odhadujeme pouze parametry 3, k, tzv. parame-
try 1. radu.

Tvrzeni 2.4.1 Linedrni funkciondl g'3, 3 € R*, je velkém modelu (1)
nestranné odhadnutelny (tj. existuje linedrni funkce 'Y takovd, ze E(I'Y) =
g'B,V3 € Rk, Vi € R*2) prdave kdyz g € M (X'Mg).

Diikaz viz [9], Remark 2
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Funkciondl g’ je v malém modelu (11) nestranné odhadnutelny pravé kdyz
ge M(X).

Oznaceni 2.4.2 Ozna¢me symbolem &, resp. £ tiidu vSech linearnich funkci
g’[3, které jsou nestranné odhadnutelné v modelu (1) resp. v modelu (11).

Tvrzeni 2.4.3 Pro tridy E,, £ plati
mathcal E, C &,

pE, =& Leftrightarrow M (X)NM(S) = {o}.

Diikaz 2], str.174

Oznaceni 2.4.4 Ozna¢me symboly g’/\ﬁa resp. g’/\ﬁ Yy-LBLUE odhady
funkce g’ ve velkém modelu (1) resp. v malém modelu (11). Index a bude
signalizovat, Zze uvazovany model je ,velky“, tj. s ruSivymi parametry. Pred-
pokladejme, zZe

M(X,S) C M (Zy). (12)
Tvrzeni 2.4.5 Za predpokladu (12) plati
g8 =g (X'T;X) " X'S;Y, varlg'8) = ¢/ (X'2;X) g, g€ M(X),

e — [(X’E;X)’X’E; — (X%, X)X/, S[S'S,; My S]*S’Z;Mfﬂ Y,
(13)
ge M (X’Ms).

varlg' B, =g [(X'S;X)HX'S,; X)"X'S; S[S'S, My’ S] 85, X(X'S;X) g.

Dikaz [2], str.177

Oznaceni 2.4.6 Oznac¢me symbolem & takovou podtiidu t¥idy &,, kterd
obsahuje vSechny funkce g'3, jejichz BLUE v modelu (1) méa stejny rozptyl
jako v modelu (11).

Tvrzeni 2.4.7

giec& © gXI;X)X'S;S=o.

Diikaz [4], Véta V.2.1.6

Tvrzeni 2.4.8

1. Trida &y je podprostorem &,

2. & ={gB,BER" :ge M (X’EgXMX,Z;S)}.

Diikaz viz [2], Theorem 4.1.4

Tvrzeni 4.2.9 Jiné vyjdadient pro tiidu & je & ={g'fB: g’/\ﬁ = g’/\ﬁa}
Diikaz [2], Theorem 4.1.6

Tvrzeni 2.4.10

dim&y = r(X) — r(X'SyS) = dimé, — {r(X'S;S) — dim[M (X) N M (S)]}.
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Diikaz viz [2], Theorem 4.1.7
Z posledniho tvrzeni plyne, ze

& =& & rX'E5S)=dimM (X)n M (S).

Poznamka 2.4.11 To, zda dané linearni funkce uziteénych parametra patii
do t¥idy &y, ovéiime pomoci identity AA"g =g <& g€ M(A). Vnasem
pifpadé ovéfime zda plati X'S5 XMy is-¢[X'EyXMy/n-5] g = g.
Jestlize g & M (X'Z;XMX,E;S), je nutno pii odhadu funkce g3, 3 € R,
uvazit i rusivé parametry, tj. uzit odhad (13).

Misto podminky (12) je moZno predpokladat splnéni

M(S) € M (Zy+ XX,

potom ve vzorcich pro odhady a ve vyjadieni t¥idy & vystupuje misto matice
Yy matice T = Xy + XX,

Neroziesenou tlohou strukturalniho pristupu k rusivym parametrim je
problém invariance podprostoru & na parametry 2. fadu 9, ¥y = Zle %, V;.

Zajimavé problémy se objevuji v souvislosti s tzv. podparametrizovanim
modelu (kdy je ve skutecnosti spravny velky model, ale odhady uzite¢nych
parametrii po¢itdme v malém modelu) nebo pfeparametrizovanim modelu
(ve skutecnosti plati maly model, ale uzivame vzorce pro odhady uziteénych
parametrii z velkého modelu) v pfipadé, kdy linedrni funkce g’ nepatii do
t¥idy &. Reseni jsou uvedena v piipravované monografii Fiserova, E., Kuba-
¢ek,L., Kunderova,P.: Linear statistical models: regularity and singularities.

2.5 Eliminac¢ni pristup

Uvazujme model (1) s rusivymi parametry kde ¥y je zndma.
a) Tiida 7; elimina¢nich matic
Nejprve budeme studovat tfidu eliminacnich matic

T, = {T:TX = X, TS = O},

kde T je vhodna matice ptislusného rozméru. Volbou matice T € 77 dosta-
neme transformovany model (TY,X3, TSyT’), ve kterém se nezménila ma-
tice planu pfislusna uziteénym parametrtim. Ulohou je najit takovou matici
T € 71, jejiz uziti nezpusobi ztratu informace o uziteénych parametrech.
Tvrzeni 2.5.1 Eliminacni transformace T € Ty v modelu (1) existuje pravé
tehdy, kdyz M (X) N M (S) = {o}.

Diikaz viz [2], Theorem 4.2.1

V nasledujicich tvahach budeme predpokladat splnéni podminky

M (X)N M (S) = {o}. Potom jsou funkce g'3,g € M (X'), nestranné odhad-
nutelné ve velkém i malém modelu, protoze M (X') = M (X'Mg).

Tvrzeni 2.5.2 Tridu 77 eliminacnich matic lze vyjadrit ve tvaru

T, ={T = (X,0)(X,S)” +Z — Z(X,8)(X,S)™ : Z libovolna}.
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Zwolime-li za matici (X,S)~ matici [(X,S)W1(X,8)]~(X,8)W~, W p.d.,
dostaneme tridu

T = {(Y — 2)PMWMT | g\ WIOT g ihovolna).
Polozime-li Z =Y, dostaneme transformacni matici
T = MUWMOT _y g[8/ (My WM ) ™8]~/ (My WM )t

Diikaz viz [2], Theorem 4.2.3 nebo [4], Véta V.2.2.1

Definice 2.5.3 Eliminacni matice ze tridy Ty, pro které s pravdépodobnosti
1 plati

X [(X)mgrs,r] TY = (X,0) {[X.9 ], } V- (14)

se nazyvaji optimdlni vzhledem k uZitecnym parametrum.

Uziti optiméalni transformace T z pfedchozi definice zarucuje, ze odhad
BLUE nevychylené odhadnutelné funkce g’'/3 v modelu (1) je s pravdépodob-
nosti 1 identicky s odhadem v transformovaném modelu (TY, X3, TSy T).

O optimalni transformaéni matici 1ze vyslovit nasledujici dvé véty (viz [2],
Theorem 4.2.8, Theorem 4.2.9)

Tvrzeni 2.5.4 Necht W je libovolnd, pevné zvolend n x n pozitivné definitni
matice. Eliminaéni matice T je v modelu (1) optimdlni vzhledem k uZitecnym
parametrum prave kdyz
w-! -

M(X,S)EﬁT/(X/)m(TEgT’)X/ = 0. (15)
Tvrzeni 2.5.5 Eliminacni matice T, splnujici vztah T =Y — SC,
kde C je libovolna ko x n. matice pro kterou plati CX =0 & CS =Y, je ve
velkém modelu (1) optimdini vzhledem k uZitecnym parametrdim.
Poznamka 2.5.6 (viz [2], Remark 4.2.10, Corollary 4.2.15)
a) Pro libovolnou pozitivné definitni matici W je matice M
optimalni elimina¢ni matici vzhledem k uzite¢nym parametrtm.
b) Plati-li TYy(Y —T)" = O, je T optimélni vzhledem k uziteénym parame-
tram.

(MxWMx)*
S

Velky model (1) 1ze pro libovolnou matici T € 77 vyjadfit v ekvivalentnim
tvaru (viz [2], Lemma 4.2.12)

T v X, O Ié] ¥11, Y12
(2 (o 8) (o) (5 )]
Y11 =var(TY), Y12 =cow[TY,(Y —=T)Y]=%%, s =war[(Y —T)Y].
(16)

Pomoci tohoto modelu lze potom urcit BLUE vektorové funkce uzite¢nych
parametri, jak uvadi nasledujici véta (viz [2], Theorem 4.2.13)
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Tvrzeni 2.5.7 Pro BLUE vektorové funkce X3 v modelu (1), kde
M (X)N M (S) = {o}, platt

B = XI(X') ) (TY = S1255{Y = S[(8); 5,/ HY = T)Y),

kde ¥;;,4,j = 1,2 jsou dany vztahy (16) a kde
A =31 - B85 [0 — En(8),(5,,)8 1822521,

Pro odhad vektorové funkce X3 byla dokdzéna nasledujici véta (viz [2], The-
orem 4.2.21)

I
Tvrzeni 2.5.8 Matice T = XX’ {(XX’ + SS/);@(Z@)} , je jedinou optimdlni
eliminacéni matict takovou, Ze TY je v modelu (1) BLUE odhadem vektorové
funkce X3 skoro vsude.

Eliminaéni transformace, které jsou optimalni vzhledem k parame-
tram prvniho i druhého Fadu
Uvazujme model (1) ve kterém ma varianéni matice specidlni strukturu

Sy =>4, 9;V;, ¥ € Y. Oznatme
T, ={T:T=Y-SC, CX=0, CS=Y}.

Podle Tvrzeni 2.5.5 je tfida 7y elimina¢nich matic optimélni vzhledem k uzi-
te¢nym parametrim. Tato tfida ma dvé dalsi vyhodné vlastnosti. Matice
Y —SC nezavisi na varianéni matici Xy, tedy T je sdruzené (vzhledem k pa-
rametrim druhého fadu) optimdlni vzhledem k uzite¢nym parametriim prv-
niho fadu. Protoze CX = O, CS =Y, je ndhodny vektor CY nevychylenym
odhadem vektoru rusivych parametra x. Transformace (Y —SC)Y =Y — Si
je proto nejprirozenéjsi eliminac¢ni procedurou.

Tvrzeni 2.5.9 Tridu 7y Ize zapsat v ekvivalentnim tvaru
+ - +
To = (MG gyl Mg WAy

kde V je libovolnd ko X n matice, W libovolnd n X n p.d. matice.

Diikaz viz [2], Theorem 4.3.5

Tvrzeni 2.5.10 Oznaéme Xo =Y &, 9o, V;.

a) V reguldrnim modelu (1) je funkce £'9 = >0 _ £;9;, ¥ € ¥, nevychylené,
kvadraticky a invariantné odhadnutelnd ( t.j. odhad je tvaru Y'AY, kde A,, ,,
je symetrickd matice, odhad je invariantni na zménu vektoru (3) pravé tehdy,
kdyé f e M(S(M(X,S)EOM(X,S))+)’ kde

{S(Mix.5 20 Mex 5+ Hid = TrI(Mx,5)Z0M(x,9)) T Vi(M(x,5)ZoMx,s)) " V1,
tj=1,...,p.

b) Spliiuje-li funkce £’ podminku z a), potom pro odhad 9o-MINQUE funkce
0 plati
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p
£9 =3 NY' (Mx,5Z0M(x,5) " Vi(M(x,5)Z0M(x,5) VY,

i=1

kde vektor \ je teSenim soustavy rovnic S(M(X,S)EOM(X,S))+)\ =f.
Diikaz viz [4], Dusledek V.2.2.4

Poznamka 2.5.11 Matice S(M(X.S)ZOM(X )+ se nazyva kriteridlni matice
pro odhadnutelnost funkce 1.

Poznamka 2.5.12 V [4], str. 153 je dokazéano, ze transformadni matice T =
MgMX PMx)* je jedna z moznych eliminac¢nich matic, které eliminuji rusivé
parametry a souc¢asné mizeme v eliminovaném modelu uréit stejné presné (tj.
se stejnou disperzi) jak odhady funkce parametru ( tak odhady funkce para-
metru ¥, pficemz t¥ida nestranné odhadnutelnych funkci se eliminaéni trans-
formaci nezméni. Podstatnou roli zde hraje ptedpoklad M (X)NM (S) = {o}
a skutecnost, ze odhad funkci parametru 9 realizujeme pomoci ¥-MINQUE
metody.

V knize [2] (Theorem 4.3.7, Theorem 4.3.8) jsou dokdzéna nésledujici

zajimava tvrzeni

Tvrzeni 2.5.13 Linedrni funkce £'9 vektorového parametru ¥ € 9 C RP,
kterd je mevychylené a invariantné odhadnutelnd v modelu (1) pfed prove-
denim eliminacni transformace, je nevychylené a invariantné odhadnutelnd
v transformovaném modelu

p
<TY, X8, 19iTViT’> , (17)

i=1
jestlize
TeT = {M(SMXWMX)+ : W libovolna n x n p.d. matice}.

Tvrzeni 2.5.14 Necht T € T * a necht {9, ¥ € 9 je nevychylené a invari-
antné odhadnutelnd funkce. Potom je 99-MINQUE odhad funkce f9 v mo-
delu (1) identicky s odhadem Yo-MINQUE stejné funkce v modelu (17) po
eliminaci.
b) Trida 75 elimina¢nich matic
Uvazujme linedrni model (1) s rusivymi parametry Jestlize budeme brat
transformac¢ni matice z obecnéjsi t¥idy 7o = {T : TS = O}, tj. bude-li po
transformaci zménéna matice planu prislusné uziteénym parametrum, lze zis-
kat nékteré zajimavé vysledky, (zatim byly dokdzény pro reguldrni model).
Po transformaci modelu (1) transformaéni matici T € 75 dostaneme line-

arni model
TY ~ [TXB,TEyT'}. (18)
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Obecné feseni maticové rovnice TS = O ma tvar T = A(Y — SS7), kde
A je libovolnd matice odpovidajiciho typu, S~ je néjaka g-inverze matice S.
Zvolime-li S~ = (S'WS)~S'W, kde W je libovolnd p.s.d. matice takova, Ze

M(S) = M (S'WS), (19)

potom T = AMZVV, kde Mgv je dana jednoznacné.
Nejprve uvazujme transformacni matici T = Mgv, t.j. linedrni model

MYY ~ [MYX3,MYSy(MY )], kde %y je regularni. (20)

Lze dokézat, ze M (Mg) = M ([MY']), t.j. M (X'Mg) = M (X' (M¥')’), tedy
tfidy odhadnutelnych funkei g’ v modelu (1) a v modelu (20) jsou identické.
Tvrzeni 2.5.15 Odhad 9-LBLUE odhadnutelné funkce ¢'3 , g € M(X'Mg)

v modelu (20) je stejny jako v regularnim modelu (1).

Diikaz viz [9], Theorem 3

Tvrzeni 2.5.16 Linedrni funkce f'9 vektorového parametru ¥ € 9 C RP,
kterd je nevychglené odhadnutelnd v requldrnim modelu (1) pred eliminact je
nevychylené odhadnutelnd i v modelu (20).

Diikaz viz [9], Theorem 4

Tvrzeni 2.5.17 Necht {'9, ¥ € O je nevychylené odhadnutelnd funkce.
Potom jsou odhad 99-MINQUE v modelu (1) a odhad 99-MINQUE v modelu
(20) po eliminaci shodné.

Diikaz viz [9], Theorem 5

Uvazujme nésledujici transformovany linearni model

AMGP =My (AKX g, AMGTY M) T (MM A s pd
(21)
kde A je takova matice, ze

M(X'A) = M(X'Msg). (22)

Plati N
BAPs>Ms) Ty

= AX(X’[M520M5]+X)_XI[M5219M5]+(Xﬁ + Sli) = AXpg.

.
Tvrzeni 2.5.18 AP%MSE&MS) Y je nejlepsim odhadem své stredni hodnoty.
Diikaz viz [9], Lemma 2

Tvrzeni 2.5.19 V modelu (21) tvoii odhady APE(MSE"MS)+Y, kde A je
libovolnd matice takovd, e M (X'A") = M (X'Mg), tridu vsech optimdlnich
odhadi vektorové funkce AX(.

Diikaz viz [9], Theorem 6

V pripadé transformaci volenych ze tfidy 72 byla tvrzeni vyslovena pro
reguldrni varianéni matici. Také zde zbyva dokézat tvrzeni pro obecny pripad.
Pro omezeny rozsah ¢lanku nejsou uvedena tvrzeni o rusivych parametrech
v multivariatnim linearnim modelu.
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Abstrakt: Prispévek se zabyva asymptotikou odhadt, a to jak bodovych, tak
intervalovych. Jsou uvazovany odhady, které lze reprezentovat jako funkcio-
naly na pravdépodobnostnich mérach. Pokud je tento funkcional slabé spo-
jity, pak je prislusny bodovy odhad konzistentni. Intervalovy odhad mutzeme
ziskat vyuziti centralni limitni véty, delta véty nebo konvergence procesii.

1 Uvod a znacdeni

Prispévek se zabyva podminkami, které zarucuji vhodné asymptotické chova-
ni odhadt. Obecny postup je takovy, Ze z namérenych tidaju napoc¢teme néja-
kou statistiku, u které vysettujeme jeji asymptotické chovani. Potfebuje, aby
statistika bud konvergovala k teoretické hodnoté parametru, nebo k néjakému
rozdéleni pravdépodobnosti. V prvém pfipadé mluvime o bodovém odhadu
a v druhém pripadé o odhadu intervalovém, potazmo o testovani hypotéz.
Podivejme se na tuto situaci obecné.

Abychom mohli 1épe popsat proces odhadovani a testovani a abychom
do nagich tivah zahrnuli, co nejvice pozivanych statistik, volime ponékud
nezvyklou strukturu dat. Namérena data uvazujeme jako pole indexované
dvéma indexy zjn, k = 1,2,..., Ky, n € N. Jednotlivd pozorovani budou
hodnoty z prostoru X C RY, kde ¢ € N. Pro zjednoduseni zapisu budeme
symbolem z, ,, oznacovat fadek dat x1 ,,z2.p,..., 2K, n-

Pod statistikou rozumime posloupnost funkei S = (S,,n € N), kde pro
kazdé n € N je S, : X%» — R. Vétsina pouzivanych statistik véak ma
specialni strukturu. Aby jsme ji mohli lépe popsat a vyuzit, oznac¢me

° MY(W) — vSechny borelovské pravdépodobnosti na prostoru W;

e D(W) — vSechny diskrétni pravdépodobnosti na prostoru W, tj. jsou
neseny konec¢né body.

Uvazuji se prevazné statistiky typu
Sn(Ten) = S(Pn)v (1)

kde S : D(X) — RaP, € D(X) je empirické rozdéleni pravdépodobnosti x4 ,,
definované

1
Pa(A) = —#{k : 210 € A, k€ {1,2,..., K, }} prokazdé AC X.  (2)
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2 Piiklady
Uvedme si nékolik motivaénich prikladi.

Priklad 1: Pozorujeme posloupnost realnych ¢isel x1, x2, x3,.... a jako sta-
tistiku pouzivame prumeér

%Zxk. (3)

V nasi terminologii pfepiseme takto

Kn = n, (4)
Tk = Tk, (5)
Su(@em) = /t 4P, (1), (6)
R
&
Priklad 2: Pozorujeme posloupnost redlnych ¢isel x1,zs,x3,.... a jako sta-

tistiku pouzivame pramér pozorovani transformovanych funkci ¢ : R — R

n

U3 ). (7)

k=1
V na$i terminologii prepiseme takto
K, = n, (8)
Lkn — Tk, (9)

Sn(Ten) = /]R@(t) dP,.(1). (10)

)
Priklad 3: Pozorujeme posloupnost realnych c¢isel z1, x2, x3,.... a pro kazdé
n € N uspofddejme prvnich n podle velikosti Z(1.,] < Zj2:p] < =+ < T

Pro pevné « € (0, 1) pouzivime empiricky kvantil
Z{[an]:n]- (11)

V na$i terminologii prepiseme takto

K, = n, (12)
xk,n = Tk, (13)
Sn(en) = inf{t € R:P,((—o0,t)) > a}. (14)
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Priklad 4: Pozorujeme posloupnost realnych ¢isel x1, x2, x3,.... a pro kazdé
n € N uspofddejme prvnich n podle velikosti Z(1.,] < Z2:p] < =+ < T
Pro pevné a € (0, 1) pouzivime useknuty primér

1 LA—e)n]

— AT—p (15)

(1-2a)n bTom]

V nasi terminologii pfepiseme takto
K, = n, (16)
xk,n = Tk, (17)
1

Sn(en) 20 /Rﬂlm((—oo,ﬂ>za,Pn<<—oo,t>>§<1—a>] dPn(t). (18)
&
Priklad 5: Pozorujeme posloupnost realnych ¢isel z1, xo, x3, . ... a pro kazdé

n € N uspotadejme prvnich n podle velikosti z[1.,) < Z[2:) < -+ < X[y PrO
lebesgueovsky integrovatelnou vahovou funkei ¢ : [0,1] — R s fol c(t) dt #0
pouzivame vazeny priameér

E0) S

V nasi terminologii prepiseme takto
K, = n, (20)

Tkn = Tk, (21)

Su(Ten) = fy(c,Pn)_l/Rc(Pn((foo,t]))t dP, (1), (22)

kde ~(c, P) = ch(Pn((—oo,t])> dP,.(t).

&
Priklad 6: Pozorujeme posloupnost redlnych ¢isel x1, xs, x3,.... a jako sta-
tistiku pouzivame empiricky moment
1 n—h
R Z TkThth, kde h € N. (23)
k=1
V nasi terminologii pfepiseme takto
K, = n—h, (24)
Tk = (T Thtn), (25)
Sn(l'.yn) = / t1t2 dPn(tl, tz). (26)
R2
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Priklad 7: Pozorujeme posloupnost redlnych ¢isel x1, z2, x3, . ... a pouzivame
U-statistiku

1 n
q Z U(kaxkzv s aqu)' (27)

nd
k1,k2,....kq=1

V nasi terminologii pfepiseme takto

K, = n, (28)
wk,n = Tk, (29)

S(wen) = /un(tl,tg,...,tq)dPn(tl)dPn(tQ)...dPn(tq) (30)

= / ulty, to, ... ty) dPE9(t1,ta, ... t,). (31)
Ra
&
Priklad 8: Pozorujeme posloupnost dvojic redlnych ¢isel (z1,y1), (z2,y2),
(23,93), . ... Po¢itdme M-odhad koeficientii linedrni regrese

(Gn, ) € argmin {Zp(yk —a—bxg):abe R} . (32)

k=1

V nasi terminologii pfepiseme takto
K, = n, (33)
Thp = (Tk,Yr), (34)
Sp(%ern) € argmin {/Rp (s—a—0bt) dP,(t,s) 1 a,b e R} . (35)

&

Priklad 9: Pozorujeme posloupnost dvojic redlnych ¢isel (z1,y1), (z2,y2),
(23,93), . ... Po¢itdme M-odhad koeficientii linedrni regrese

(Gn, By) € argmin {Zp(yk —a—bxg):abe R} . (36)

k=1

Dale se zabyvame testovani, zda jsou splnény predpoklady modelu. Konkrét-
né, zda rozdéleni chyb odpovida predpokladim. Pouzivame statistiku

Z p (yk — Gy — ﬁnwk) : (37)

n
k=1



Asymptotika odhadii pomoci empirického rozdéleni 249

V nasi terminologii pfepiseme takto

K, = n, (38)
Tkn = yk_dn_ﬁnxk; (39)
Suan) = [ olt) dPut) (40)
&

3 Konvergence

V této kapitole uvazujeme data ve tvaru

o X= (zpn,k=1,2,...,K,,neN)
e P, oznacuje empirické rozdéleni radku z, .

Budeme se zabyvat statistikou tvaru S : D(X) — R a konvergentnosti po-
sloupnosti S(P,). Jedna se vlastné o vySetfovani hromadngch bodu dané
statistiky pro dana data, coz je

Ls(S,X) = {vSechny hromadné body posloupnosti S(P,),n € N}
= {lim sup S(P,,),liminf S(P,, ) : ng 1 Jroo}
k—4o00 k—-+o0
= {limsup S(Prn,) :ni T +oo} (41)
k——+oo

= {liminfS(Pnk) tng T +oo}

k—+o0

= {kBI—POO S(Pp,) i g T o0, kBToo S(Pn,) eX1stuJe} .

Konvergenci v pravdépodobnosti dokazeme vysettit, pokud lze nasi statistiku
rozsitit tak, aby S : M{(RY) — R a aby byla spojitd vzhledem ke slabé
konvergenci mér, a kdyz data spliiuji podminku tésnosti, tj.

Ve > 03A > 0 tak, ze Vn € N (42)
P, ({x e X: |zl <A}) =

1
= —#{k: lzpnl <A, ke{l,2,...,Kp,}} >1—¢.
Ky

Véta 3.1. Necht S : MT(R7) — R je spojitd vzhledem ke slabé konvergenci
mér. Kdyz data spliiuji podminku tésnosti (42), pak

Ls(S,X) = {S(P) : existuje ny, T +oo tak, Ze Py, # P} .
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Duikaz:

1. Pokud P, # P, pak ze slabé spojitosti statistiky S vyplyva, ze
limg_, 400 S(Pp,) = S(P). Tudiz S(P) € Ls (S, X).

2. Pokud s € Ls (5, X), pak existuje podposloupnost takova, ze
s =1limp_ 100 S(Pp,)-

Posloupnost Py, , k € N je tésna, nebot tésnost predpokladame.

Pak podle Prochorovovy véty existuje podposloupnost Pnkj, j eN

a pravdépodobnostni mira P tak, ze Pnkj % P.
J—T 00

Ze slabé spojitosti statistiky S vyplyva, ze s = S(P).

Q.E.D.
Nyni si uvédomme, co véta rika pro data, kterd jsou realizaci ndhodného
schematu Xy ,,, k=1,2,...,K,, n € N; tj.

Thn = Xpn(lw), k=1,2,...,K,, neN. (43)

Véta 3.2. Kdyz S : M{(R?) — R je spojitd vzhledem ke slabé konvergenci
meér a pro skoro vechna w € Q data (43) spliuji podminku tésnosti (42)
a Pn(w)+P, kde P je nendhodnd, pak S(Pn(w))A—Jr—%S(P) pro

skoro vsechna w € €.

Tato situace nastavé naptiklad pro Xy, , = X, kde X}, k € N jsou i.i.d.
nebo ergodické (silné) stacionarni posloupnost, viz [4], [2].

Pouziti véty je vSak omezeno predpokladem slabé spojitosti funkcionéalu S.
Uvédomme si, ze prumér (3), medidn (11), useknuty pramér (15), atd. nejsou
reprezentovany slabé spojitym funkcionalem. Naproti tomu primér transfor-
movanych dat (7), pfi ¢ spojité omezené funkci, a vdzeny primér (19), pii
¢ spojité omezené funkci, jsou reprezentovany slabé spojitym funkcionalem.

4 Rychlost konvergence

V této kapitole pokracujeme v diskusi modelu predstaveném v predchozich
kapitolach. Opét uvazujeme statistiku S : M (R?) — R, kterd je slabé

spojita, a data, ktera jsou tésna. Navic predpokladame, ze P, + P.
n—-1+:oo

Z predchozi kapitoly vime, Zze potom Ls(S,X) = {S(P)}. Zajima nés jak
rychle konverguje k nule rozdil

T(P,,P)=S(P,)—S(P), neN. (44)

To znamend, ze hleddme 7, > 0, 7, — —+oo tak, aby 7,,T(P,,P) = O(1).
Nelze ocekavat nenulovou limitu této normalizace. Typicky je tfeba ocekavat
oscilace, plyne to ze zdkona iterovaného logaritmu, viz [1], [4].
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Tudiz se budeme zabyvat pouze daty, které jsou realizaci néjakého nahod-
ného schematu (43). Potom 7,T(P,,P) je ndhodna veli¢ina. Jeji rozdéleni
pravdépodobnosti budeme oznacovat L (7,7 (P, P))

Pro dané T = (1,,,n € N) nés proto zajimaji hromadné body

Lse (S, X,7) = {hromadné body posloupnosti £ (7,7 (P, P)),n € N}

K vySetfeni konvergence mizeme vyuzit nasledujici.

4.1 Centralni limitni véta

Pokud uvazovana statistika je tvaru S(Q) = [g, f(t) dQ(t), pak

=

n

T (Pn,P) =70 ) _(f(Xkn) — S(P)). (46)

el
Il
iR

Tento tvar je vyhodny pokud data splnuji ,,silny zakon velkych ¢isel* a ,,cen-
tralni limitni vétu* pro funkci f. Napriklad pokud X, = X, k£ € N, kde
Xi, k € N jsou i.i.d., to znamena pozadovat E [f(X1)2] < +o0.

4.2 Delta véta

Pokud uvazovana statistika m& Hadamardovu derivaci DS v bodé P, tj. pro
kazdé Q, € M (R, n €N, Q, < (Q existuje limita

n—-+oo

n—-+oo

n (s (P + %(Qn - P)) - S(P)) — . DS(P;Q), (47)

pak mtzeme vyuzit ,delta vétu®.
Delta véta zarucuje, ze kdyz S ma Hadamardovu derivaci v bodé P,

Ty ————+00, 7u(Py —P) % m, (48)
pak
72T (P, P) % DS(P;n). (49)

4.3 Konvergence procesu

Pokud lze psat 7,T(P,,P) = Z(Tn(Pn(f) —-P(f).f € .7:), kde F je dany
systém realnych funkci definovanych na X, pfidemz P(f) = [, f dP.
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Véta 4.1. Kdyz Y(F) C R” je topologicky prostor funkei,

(7 (Puf) = P(F). f € F) € V(F), (50)
(7 (Puf) =P f € F) —2— (H().f € F) 0 I(F), (1)

a Z :R7 — R je spojitd funkce, pak

Z(ra(Pulf) = P().f € F) —2—Z(H(). f € F) vR. (52)

Jako prostor Y(F) muze slouzit [T°°[F] prostor vSech omezenych funkei
na F, prostor spojitych funkei pfipadné Skorochodtv prostor D. Obecnou
slabou konvergenci pravdépodobnostnich mér a s ni spojenou konvergenci
procesu v distribuci je mozno nalézt v [2], [5] a nékteré specidlni piipady
v [3], 4],

Jako mnoziny F je mozno pouzit (Ije<,], v € R?), coz vede na distribuéni
funkce. Déle je mozno pouzit mnozinu vSech spojitych funkci, ¢i néjakou jejich
podmnozinu. Naptiklad polynomy nejvyse stupné 5, atd.
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Abstract: Geodetical measurements when geodetical network coordinates
are supposed to be stochastic can be modelled by twostage regression model.
Two types of estimators of model parameters and their confidence domains
are presented in the paper.

Introduction

Staking out points or determining coordinates of given points are typical
geodetical problems. In such cases some other points, which coordinates are
known, from the government geodetical network are chosen. Then unknown
coordinates are calculated on the basis of measured distances and angles
between these geodetical points and our determining ones.

The mentioned process of the experiment can be modelled if geodetical
network coordinates are supposed to be stochastic — i.e., they are inaccurate
— by the twostage linear model. The first stage concerns the inaccuracy in de-
termining of government geodetical network coordinates and these inaccuracy
will be called the uncertainty of the type B. The second stage is connected
with measurements of distances and angles. The inaccuaracy in the second
stage will be called uncertainty of the type A.

The aim of the paper is to compare standard estimators, H-optimum
estimators in the twostage model and to find their confidence domains.

1 Model of connecting measurements

Let A be an m x n matrix. Let M(A) = {Au: u € R"} C R™ denote the
column space of the matrix A. Let the symbol A~ means a g—inverse of the
matrix A.

Definition 1.1. The model of connecting measurements will be called random
vector Y = (Y1,Y%)’, with the mean values and the covariance matrix:

Y1 Xl, 0 @ 21,17 0
Y, D, X B )’ 0, 3> ’
where X1,D, Xy are known ny X ky,no X ky,ns X ko matrices, such that

M(D') € M(X)); ©,3 are unknown k; and ko-dimensional vectors; 3 4
and X, 9 are known covariance matrices of vectors Y; and Yo.
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In this model the parameter © is estimated on the basis of the vector
Y of the first stage and parameter § on the basis of vectors Yo — DO and
©. The results of measurements from the second stage (this means Ys) we
cannot use for the change of the estimator ©.

The parametric space of this model is

©={(6".3) : B+ CO+a=0},

where B, C are g X ko, q x k1 matrices, a is a ¢g-dimensional vector and
the rank of the matrix B is 7(B) = ¢ < k.

The vector © is the parameter of the first stage (connecting), the vector
3 is the parameter of the second stage (connected). In the second stage we
have the unbiased estimator © = (XgZ;&Xl)’lX’IEHYl from the first
stage and its covariance matrix Var(©) = (XﬁZ;&Xl)’l at our disposal.

The vector Y will be supposed to be normally distributed.

Definition 1.2. The model in Definition 1.1 in this parametric space O is
regular provided r(X1) = k1, r(X2) = ko, 311,222 are positively definite
matrices and r(B) = q.

Lemma 1.1. The class Zj{ﬁ of all linear unbiased estz’matorsﬁ of the parameter
B in the model from Definition 1.1 based on vectors Yo — DO and é, and

satisfaying the (random) condition B3 + CO +a =0 is R
Uz = {fl - B B|[X; + Wi (I - X,X;) + WyBX; | (Y, — DO)
+[-B~ + (I-B " B)W;|CO + (I- B"B)W,a — B~a,
W1 an arbitrary ko X no matriz, Wo an arbitrary ko X ¢ matriz,
X, and B~ are arbitrary but fized g—inverses }

Proof [1], p. 647. O

Corollary 1.1. The covariance matriz of the estimatorg 18

Var(®) = (I-B B)[X; + Wi(I-XuX;) + W,BX; ] Sa5
x [X5 + Wi(I-XoX;) + W2BX; ] (I-B B)
+{(I-B B)-X,;D - W;(I-X,X;)D - W,BX;D
+W,C] - B C}(X}2;X:) {(I-B B)
x [-X; D — Wy (I — X,X; )D-W,BX; D+W,C|]-B~CY.

Definition 1.3. The least squares estimator of the parameter 3 obtained under

~

the condition ¥;; = 0 (= Var(©) = 0) is called the standard estimator if
in this estimator the vector © is substituted by ©.

Theorem 1.1. The standard estimator [3 of the parameter [3 is given as

B = (X5355X5) ' X535 5(Y, — DO)

— (X3%55X2) ' B/[B(X3%;5X2) "B}

x {a+CO + B(X},3;3X,) ' X} %, 3(Y2 — DO)},
whereas this estimator is unbiased, it means E(5) = (.
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Proof [3], p. 72. O

~

Theorem 1.2. If Var(0) # 0 then the covariance matriz of the standard
estimator [3 is formed by “uncertainty A” and “uncertainty B”:

Var(f) =Varg(f)  +AVar(©)A’,

uncertainty — uncertainty
type A type B

where Varg(8) = (X55;3Xs) " —(X5355X,) ' B/[B(X53;5X,) !B/
x B(X555,X2) 7,

A = ({I-(X335,Xs) 'B/[B(X;3;,Xs) 'B|7'B}
X (X5%55Xa) " X538, 5D — (X585 5Xs) ™
x B'B(X5%;3Xs) 'B']7'C).
Proof [3], p. 74. O

Deﬁm’tion~1.4. Let H be a given ko X ko positive semidefinite matrix. The
estimator B from the class ﬁg is H-optimal if it minimizes the function
¢(6) = Tr[HVar(3)], 5 €Up.

Here the symbol Tr[HVar(5)] means the trace of [HVar(3)].

Theorem 1.3. If the estz’matorﬁ from the class Zj{ﬁ is H-optimal, then matrices
W1, Wy in Lemma 1.1 are solutions of the following equation

V17 Tl
Ul(Wl’ W2 )<V2, T, >(P1’ P )’
where
U, - [I-B/(B")H[I-B B
Vi = (I-XpX;)[E22 +D(X|Z X)) 'DJ(I - (X;)'X)),
Vo = BX;[Zp +D(X1Z1Xy) D[ - (X5)'Xy)

— (X, 3 1X)) DI - (X5 )XY,
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P, = —[I-B'(B7)]H[I-B BJX; [, +D(X % ;X;) 'D’
x [I—(X3)'X3] — [I-B'(B7)HB C(Xi2;X;) 'D’]
< [I—(X5)'X3],

Ti = [I—(X5)X5){[Z22+D(X|2;1X;) ' D]

x (X5)'B' = D(X1 27, X)) 'C'},

T, = BX;[Z,+DX)Z X)) 'D(X;)B +C(X|Z1Xy)"'C
- C(X1Z X)) 'D'(X;)'B - BX; D(X| = 1X,) ' C,

P, = —[I-B/(B7)JHI-B B]X;[S»+D(X %] 1X;) 'D](X;)'B’
+[I-B'(B7)HB C(X;2;X;) '[C' - D'(X;)'B]
+[I-B'(B7)H[I-B B]X;D(X|¥;X;) 'C".

Proof [1], p. 653. O

2 Confidence domain

Lemma 2.1. The cross covariance matriz for standard estimator is

w(5)=(aii®, “tn )

where

cov(0,3) = Var(0) {-D'S;}Xs(X53;3X,) "~ C'[B(X4 5, 3 X0) !B/~
x B(X5355X0) 4+ D'E5 5 X5 (X535 3Xs) ' B’
x[B(X5%;5X2) 1B B(X52;55,X0) 1}

cov(B,0) = cov(®, ).

Proof It follows from Theorems 1.1 and from the fact that according to
Definition 1.1 vectors Y; and Y5 are uncorrelated. d

Lemma 2.2. The cross covariance matriz for estimatorg 18
@ ~ ~ ~
Var< ~ ) = < Var:(@A), COV(@:ﬁ) )
B cov(3,0), Var(F)

Var(©) {C'[-B~ + (I- B B)W,]’

where

cov((:),g)

~D'[X; + Wi(I-X2X;) + W2BX;]'(I-B B)'},

cov(g,(:)) = cov((:),g).
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Proof It follows Definition 1.1 and Lemma 1.1. O

Theorem 2.1. Let h(©, 3) be s—dimensional differentiable function. Then the
(1 — «a)—confidence ellipsoid for the vector function h(©, (), based on the
standard estimator h(©, ), is the set

&1-a ((O, §)) = {u ‘ueR?,

(u=h(®,)W5'(u-h(®,0) < }(1-a)},

where

Ws = [(ah(g’ﬂ), ah(gﬂ))m( o ) (311(@,6), 8h(®,6)>’] _

00’ op 164 00’ op

Here the symbol x2(1—«) denotes (1 — «)-quantile of x?-distribution with
s degrees of freedom.

Proof Using the Taylor expansion, the linear approximation of the estimator

~ P

h(©, () is normally distributed and it holds h(©, 3) ~ N,[h(©, 8); W], the
rest of the proof is an obvious consequence of Pearson lemma (cf. [2], p. 87).
a

Remark 2.1. Analogously we can determine the (1 — «)—confidence ellipsoid

for the function h(éﬁ), based on the H-optimum estimator h(é,g)) It is
the set

£1_o(h(O©,8) = {u ue R,

(u— h(B.,5) W5 (u—h(®.3)) < x2(1 - a)} |

where
@ I
W — 8h(@,ﬂ)7 oh(0, ) Var [ 2 8h(®,6), oh(0, ) .
00’ o' 3 00’ op
Remark 2.2. When confidence domains are calculated, functions % and

%?}ﬁ) are substituted by their estimators, i.e., %, %, etc.

3 Numerical example

FEzxzample 3.1. The problem is to estimate plane coordinates of points P,
P, and Pj in a cartesian coordinates from the Figure 1. We have estimated
values Og;_1,02; of coordinates of the point A; = (O2;_1,09;), i = 1,2,
and measured values Y; and Y, of lengths 31, j = 1,2,3,4, and angles [,
k =5,6,7, respectively, at our disposal.
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The aim of this example is to estimate coordiantes of the point P3.
Let results from the first and the second stage of measurement be (01,
05, O3, ©4) = (500.00, 500.00, 879.60, 664.65) and (Y1, Y2, Ya, Yy, Yz, Ve,
Y7) = (134.04, 118.40, 116.17, 71.49, 164.50°, 156.50°, 165.00°).
The values @i, Y, 1 = 1,2,3,4, are in meters, values Y}, j = 5,6,7, in
degrees.
The accuracy of measurements are given by the covariance matrices.
Py = (01 + (1,02)
P> = (©1 + B1 — P2 cos B5, O2 + B2 sin f5)
Py = (01 + f1 — B2 cos B5 + B3 cos(Bs + Be),
O3 + B2sinfBs — Basin(Bs + Bs)) = (h1(O, B), h2(0, 3))
Py = (©1 + 81 — B2 cos B5 + B3 cos(Bs + Bs) — Bacos(Bs + Bs + Br),
©2 + B2 sin 5 — Bz sin(fs + Be) + Basin(Bs + B + B7))

Py = A2
= (637@4)

Ba sin(B5 + Be + B7)

— B3 sin(Bs5 + Bg)

Bao sin(B5)

B1 Py —B2cos(85)  Bzeos(Bs + Bg)  —Pa cos(Bs + Be + B7)

Figure 1: Polygonometric measurement.

In our case we will consider

0.0100, —0.0049, 0.0000, 0.0000

S = —0.0049, 0.0064, 0.0000, 0.0000
: 0.0000, 0.0000, 0.0144, 0.0025
0.0000, 0.0000, 0.0025, 0.0016

We suppose that in the second stage of measurement the angles were

measured with dispersion of 02 = (2”)2, and the distances were measured

with dispersion of 0% = 2% cm?.

One can observe in Figure 1, the condition g(f8,0) = 0 is implied for
parameters © and [, where

9(3,0) = (03— @1)2 + (04 — 0,)% — (ﬁ% — 2312 cos(Bs) + 5;
+ 26133 cos(Bs + B5) — 23233 cos(f4) cos(Bs + Ps) +
+ (3 — 2323 sin(B4) sin(Bs + f5)) ,
= (1 — Bacos(fs) + B3 cos(Bs5 + B6) — Bacos(Bs + Bs + B7) ,
B2 sin(fs) — B3 sin(Bs + Bs) + Basin(Bs + fe + [7) -
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The linear version of the condition g(3,©) = 0, obtained by the using the
Taylor expansion at the approximate point (8°, @0) (Y1,Y5,Y3,Yy,Y5,Y5, Y7,
01, 64, O3, @4) is in the form

Boj + C6O + a = 0, where 65 = 5 — 3°, 66 = © — @°, B = 29076

’ ) o’ )
C= 39([3 @ ) a_g(ﬁo (_)0)

In our hnearlzed model, where X1 = Ijx4, D = 0744 and X = I7«7, the
standard estimator 3 (cf. Theorem 1.1, 1.2) and H-optimum estimatorB (cf.
Lemmas 1.1, Theorem 1.3), where H is in the form

H= (‘%1 + 8h2 )(‘%1 + 8}“ )/, where hy = ©1+ 51 — B3 cos (5 + (3 cos(F5 +
06) and hg 62 + o s1nﬂ5 — B sin(fs + F¢) (see figure 1), are

4 = (134.02982 m, 118.38900 m, 116.15934 m, 71.48050 m, 163.99999°,
156.49999°, 164.99999°),

5 = (134.04002 m, 118.40002 m, 116.17001 m, 71.48998 m, 164.00231°,
156.49518°, 164.94551°)".
By chosen matrix H minimizing data errors in the process estimation of

the vector B we got better estimator of the parameter 3 in comparison with
the standard estimator 3. It follows from the fact that for the chosen matrix

H is Tr(HVar(ﬁ)) = 0.0011 < 0.0129 = Tr(HVar(3)).
Hence, estimated coordinates of the point P3 and their covariance matrices

are
A 837.464 A 0.010672 —0.014312
Py = < 606.519 ) , Var(Py) = < —0.014312  0.008770 > ’

= 837.491 = 0.010254 —0.004641
Ps = < 606.528 ) ;. Var(Pg) = < —0.004641  0.006655 ) '

D% 02 o1 01 005 0 0% 01 08 02 0% -
Figure 2: The 0.95—confidence domains for points A; and As; (solid line —
point Ap, dot line — point As).

Now we will draw the 0.95—confidence domains for points Ay, As, P, P>
and P5. For better graphical comparison, the center of each domain is moved
to the point (0,0).
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025 -02 -015 -01 -005 0 005 01 015 02 025

x

Figure 3: The 0.95—confidence domains for the point Ps; (solid line — standard
estimator, dot line — H-optimum estimator for the point Ps).

025 -02 -015 -01 -005 0 005 01 015 02 025 025 -02 -015 -01 -005 0 005 01 015 02 025

Figure 4: The 0.95—confidence domains for points P; and P; (solid line —
standard estimator, dot line — H-optimum (for the point Ps) estimator).
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OPTIMALNI SEGMENTACE DAT

Petr Novotny
Klicova slova: Vypocetni statistika, po ¢astech spojita regrese.

Abstrakt: Snizeni paméfové naroc¢nosti pii vypocétu po éastech spojitého
regresniho modelu.

Motivace

Ukolem je rozdélit sekvenci DNA na tseky podle obsazené informace (stavba
téla, traveni apod.).

Biologické reseni

DNA se sklad4 ze 4 druhii bazi (adenosin (A), cytosin (C), guanin (G) a thy-
min (T)). Jeden z moznych ptistuptt je rozdélit DNA na tseky podle poméru
dvojic bazi.

Matematické feSeni

Pouzijeme po c¢astech konstantni regresni model a budeme minimalizovat
rezidualni soucet ¢tverct. Napiiklad p¥i hledani poméru A a C ku G a T
budeme kédovat A a C jako 1 a zbylé jako 0. Pocet bodu nespojitosti budeme
navic penalizovat vhodnou funkci.
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0.2

o} 20 40 60 80 100
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Americké vysledky

Po spolupraci s NSA (National Security Agency) a jejich superpocitaci se
americkym védctum podarilo rozdélit DNA bakteriofagu A. DNA tohoto bak-
teriofagu se sklada z 48 502 bazi. Ja jsem schopen dosahnout stejného vysled-
ku s pouzitim souc¢asného PC béhem nékolika malo hodin.

Formalizace zadani

Mame dano:

e Vektor pozorovani

Xi1,..., XN

e Ztratovou funkci

Hledame:

e Optimalni déleni vektoru pozorovani na pravé K tsekt.
Tj. hledame Js,....Jxg : 1 = J; < Jo < ... < Jg < N, ktera
minimalizuji:
K—1
> R(Ji, Jis1 —1) + R(Jk, N)
i=1
J; jsou pocatecni body tsekl optimalniho déleni.

Matice
e Horni trojihelnikova matice R typu N x N:
R(1,1) ... R(1,N)
R=|
0 ... R(N,N)

Tato obrovska matice obsahuje rezidualni soucty ¢tvercti pro vSechny
mozné useky.

e Matice Q typu K X N:
dL1) . LK) .. gLN)
Q= : : : :
0 ... q(K,K) ... q(K,N)

Prvek ¢(i, 7) vyjadfuje ztratu odpovidajici optimalnimu rozdéleni pod-
vektoru Xy, ..., X; na ¢ tsekd.
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e Matice P typu K x N:

p(L1) ... p(LK) ... p(L,N)
P=| z
0 ... p(K,K) ... p(K,N)

Prvek p(i, j) obsahuje odkaz na pfedchozi déleni:
p(i,j) = k= q(i,j) = q(i = 1,k) + R(k + 1, ).

Klasické reSeni

Klasicky algoritmus zalozeny na dynamickém programovani fesi nasi tlohu
ve dvou krocich.

1. Vypocteme si celou matici R.

2. Ve druhém kroku se postupné vytvari matice @ a P.

e Pro prvni radek:
Q(la Z) = R(la Z)
p(la Z) =0

e Pro ostatni radky:

q(i,j) = ming<;(q(i — 1, k) + R(k + 1, ))
p(ivj) = a’rgmink<j(q(i -1 k) + R(k + laj))

Problémy klasického feSeni

Nejvétsim nedostatkem klasického postupu je jeho pamétova naroc¢nost. Ma-
tice R se nam brzy nevejde do operacni paméti a jeji ¢ast se musi ulozit
na pevny disk a pravé diky pomalému pristupu na pevny disk je vypocet
neproveditelny.

Opera¢ni pamét o velikosti 512 MB je spotiebovana jiz pro vektor délky
N =9000. Abychom zvysili mozné N na dvojnasobek potfebujeme ¢tytikrat
vétsi operacni pamét.

Mym cilem bylo tento nedostatek odstranit.

Alternativni model situace

Situaci si mizeme piedstavit jako orientovany graf na mnoziné {0,..., N},
kde z vrcholu ¢ vede hrana do vrcholu j pravé tehdy, kdyz ¢+ < j. Nase data
jsou mezery mezi vrcholy grafu. Cilem je najit nejkratsi cestu z 0 do N,
kterd ma pravé K hran. V tomto algoritmu si u kazdého vrcholu grafu pama-
tuji cenu nejkratsi cesty z 0 do tohoto vrcholu, kterd méa prave 1 az K hran.
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Popis navrzeného algoritmu

Vystavba matic Q a P

e V prvnim kroku spocitdm prvni fadek matice R.

Q(la Z) - R(]-vl)
p(1,i) =0

e V i-tém kroku napoctu i-ty fadek matice R.

e Pokud je i < K, pri¢tu ke vSsem hodnotdm Z;;ll R(h,h) a vysledek
ulozim do i-tého fadku matice Q) od i-té soutradnice a i-ty fadek matice P
inicializuji na 7 — 1.

Tyto hodnoty mi reprezentuji déleni 1,2, .. .1.

e Zacnu prepocitavat hodnoty v dosud obsazenych radcich kromé prvniho
a bude se jednat o slozky s vyssim indexem nez 7. Pokusim se zlepsit
optimalni déleni za predpokladu, ze poc¢atecni bod posledniho intervalu
je 1.
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Schematicky zapis algoritmu:
Pro ! od 2 do min(i, K) a pro j > i délej:
q(l,j) = min(q(l, j), q(l = 1,i = 1) + R(i, j))
Pokud doslo ke zméné optimalni hodnoty pak:
p(l.j) =i—1

Tento zpusob umoznuje pouziti paralelniho prepocitavani jednotli-
vych fadka matic P a Q.

Vysledky simulaci

Vsechny simulace probéhly na pocitaci Pentium IV 2.8 GHz, 512 MB RAM.
Vlastni algoritmus byl naprogramovan v Matlabu, Release 13. Vysledky v ta-
bulce jsou uvedeny v sekundach.

K\N | 10000 | 20000 | 50000 | 100000 | 200000
5 1 0:00:18 | 0:01:09 | 0:07:19 | 0:30:57 | 2:03:20
10 | 0:00:37 | 0:02:36 | 0:16:08 | 1:06:19 | 4:27:15

Simulace vypo¢tu naseho motiva¢niho piikladu (N = 48502 a K = 40) trva-
la 3 hodiny, 27 minut a 41 sekund. Optiméalni segmentace vektoru o délce
10000000 na 5 segmentti by trvala asi 2 dny.

Zrychleni vypoctu rezidui

Pii vypoctu rezidui pouzivdm zrychleny postup, ktery umoznuje vypocitat
R(i,j) z hodnot > 7 _, X a > _, X7.

J J J
1

2 2 1 : 2
2K m sy DN =) X QX

k=1 =1 k=i

Timto zpusobem snizim ¢asovou narocnost o jeden rad. Postupné nacitdm
prvni a druhé mocniny pozorovani a z nich snadno spocitam odpovidajici
rezidudlni soucet ¢tvercti.

V nasich datech jsou si navic prvni a druhé mocniny rovny, protoze stale
séitdm bud 1 nebo 0, coz velmi zrychli vypocet rezidui.

Pamétova a ¢asova narocénost

Zlepseny algoritmus snizi celkovou pamétovou naro¢nost vypoctu z O(N?)
na ((2 x K +1) x N). Casova naro¢nost u tohoto algoritmu je O(N? x K)
oproti O(N? x K) u klasického postupu.



266 Petr Novotny

Zaveér
Navrzeny algoritmus umozriuje nejen podstatné zrychleni naseho vypoctu, ale
zejména vyznamné zvysSeni maximalni délky délenych dat. Obrovskou vyho-
dou je moznost pouziti vektorového paralelniho programovani, které odsouva
pocet déleni do pozadi naseho zajmu.

Dalsi zlepseni pti hledani optiméalniho déleni jiz zfejmé neni mozné, zbyva
jen problematicka heuristika.
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THE TEST OF FULL SPECIFICATION
OF THE NORMAL DISTRIBUTION

Marek Omelka
Keywords: Testing statistical hypothesis, Bahadur efficiency.

Abstract: For a random sample Xi,..., X, from the normal distribution
N (u,0?) we test the hypothesis H: (u,02)"T = (0,1)7 against K: (u,0%)7 #
(0,1)T. Next to three classical tests — Likelihood ratio test, Wald test and Rao
score test, we consider also special tests which were suggested for this problem
in the literature. Within these tests we will be especially interested in the test
which locally maximizes the average power, Isaacson’s approximation of the
type D test and test based on Fisher’s combination of independent statistics.
We investigate both local and global properties of these tests. The Monte
Carlo study confirms the importance of the condition of local unbiasedness
of the test. We also show the Bahadur efficiency to be a good concept of the
global performance of the test in this problem.

1 Introduction

Let X1,...,X, be a sample from the normal distribution N (u,o?), where
both parameters are unknown and we want to test the null hypothesis that
the parameters (11, 02) equal to some prescribed values (ug, 02). Without loss
of generality we can suppose oy = 0 and o3 = 1. Our problem is a little
atypical, because in applications we are usually interested only in the lo-
cation parameter and the scale parameter is nuisance. But we hope that this
problem can be also of some practical interest. Although several tests have
been proposed in the literature, no comparison of these tests leading to some
practical recommendations is known to the author. And this is just the aim
of this paper, which does not present any new theoretical results but may
be of interest for people who would like to test the hypothesis of the full
specification of the normal distribution in practice.

In Section 2 we explain some definitions useful for our problem and the
Section 3 contains the results of our Monte Carlo study. And in the appendix
we sketch the computation of the Bahadur slopes of the proposed tests.

2 Basic concepts and definitions

Consider a random sample X = (X1, ..., X,,) from a distribution with density
f(z,0) which depends on the unknown vector parameter 6. Let H be a null
hypothesis about this parameter and ® be a test function defined on the
sample space which gives the probability of rejecting H when the sample
X = x is observed. Denote 34(0) = Eg®(X) the power function of this test.
A natural condition imposed on tests of the simple hypothesis H: 6 = 6,
against two-sided alternatives K : 6 # 6 is that of the local unbiasedness:
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Definition 2.1. A level a test @ is said to be locally unbiased, if there exists
A >0 such that Bs(0) > « for all 0 with 0 < d(0) < A.

Suppose that the power function is twice continuously differentiable, which
is always true when the underlying density f(z, #) belongs to the exponential
family of distributions) and denote the first and second derivative of the
power function by (g(6) and s () respectively. Then we can define two
tests which are in some sense locally optimal. The first one was proposed by
Isaacson [2] and is called type D test. This test maximizes the determinant
of the matrix {34 (o)} subject to the conditions of size and unbiasedness.
The disadvantage of this test is that it is very difficult to construct. To
overcome this inconvenience, Gupta and Vermaire [1] came up with the test
which is also locally unbiased but which maximizes the trace of the matrix
{Bs(fo)}. We shall refer to this test as the LMMPU (Locally Most Mean
Powerful Unbiased) test.

Remark. We can easily see that (s (0o) = 0 is the necessary condition for the
test @ of the hypothesis H: 0 = 0y against two-sided alternative to be locally
unbiased.

3 Monte Carlo study

Let Xq,..., X, be a sample from the normal distribution with the density

)= \/;T e 7oz (=)’ , where both parameters p and o are unknown. Set
(11, 0)T and consider testing H: 6 = (0,1)7 against K: 6 # (0,1)T. Let
( ,S%)T be the maximum likelihood estimate of the parameter 6, where
Z? . X;and 52 = L3 (X, — X)2. The Fisher score function is

o\ T
1(X,0) = (9/00)log L(X,0) = (Z Xz-ag " 7% N Z %>

and the Fisher information matrix is

®><b\
I @

3|>—‘ N\

(e} qm|3

Jn<9>Eel<X,9>1(X,9)T[ 0 ] (1)

We shall consider the following tests:

1. Likelihood ratio (LR) test with the test statistic
LR =2{log L(X,0) —log L(X,0p)} = nX?% + n (S? — 1 — log(S?)).

2. Wald (W) test with the test statistic

nX? . n(S%—1)?
S2 254
The matrix J,,(f) is sometimes replaced with J,,(6). But this would

lead to a test which would be almost identical with the approximate D
type test introduced later.

WT = (6 —00)"J(0)(0 — ) =
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3. Rao score (RS) test with the test statistic
RST = 1(X, 00)73,,(60) 11X, 0p) = n X2+ 2 (X2 4+ 52— 1)°.

4. Approximate type D (AD) test — with the test statistic

_ -1 2 2
AD =nx?4+ " nS )
2 n—1

This test was proposed Isaacson [2], as he was not able to construct the
type D test.

5. LMMPU test ([1]) with the critical region (X2 + S? — C)2+4X2 > K2,
where constants C, K are determined subject to the conditions of size
and unbiasedness.

6. Fisher test: Let ® stand for a distribution function of a standard normal
variable and G, for a distribution function of a variable with a y?-
distribution with p degrees of freedom. The Fisher test is based on the
statistic

Fisher = —2log {2[1 — ®(] v/nX,, |)]} — 2 log {1 — Go[—2log(H,)]},

where H,, = 2G,,_1(nS?) if nS? < Gp_1or H, =2 [1 — Gn_l(nSQ)}
otherwise, and C;‘n,l stands for the median of the distribution G,,_1.

This construction is known as Fisher’s method of combining independent test
statistics. Under the null hypothesis the statistic Fisher has y2-distribution
with 4 degrees of freedom. The test is a one sample analogue of the test of
Littel and Folks [3] who were dealing with the two sample problem. Analo-
gously as in [3], it can be shown that our test is optimal in the sense of the
Bahadur efficiency.

It is worth noting that all these tests try to combine the information
from X and S2. It is not so surprising as the pair (X, S?) forms the minimal
sufficient statistics for the normal distribution when both parameters are
unknown.

We prescribe the size a = 0.05 and fix the sample size n = 20. It is well
known that under the null hypothesis the statistics LR, WT', RS and also AD
have asymptotically the y2-distribution with 2 degrees of freedom. In practice
we mostly approximate the critical values of these tests by the asymptotic
ones. In [4] is shown that this approximation works fine with the exception
of the W test. But to make the comparison of the tests fair, in the sequel the
estimates of the true critical values are used ensuring that all the test have
approximately the size 0.05.

At first, let us now look at local properties of the proposed tests. For
convenience we will denote the first and second derivatives of power functions



270 Marek Omelka

Test By By Boy det{Bs} tr{Bs}
LR 0 2.78 1.59 4.44 4.38
W -0.23 0.87 1.31 1.15 2.19
RS 0.30 3.07 1.39 4.26 4.46
AD 0.27 2.87 1.67 4.81 4.55
LMMPU 0 3.71 0.97 3.61 4.69
Fisher 0 2.98 0.05 0.15 3.03

Table 1: The derivatives of the power functions of the tests at fy sample size
n = 20.

of tests at 0y as

_ 9Ba(0) wmd = P5e0)

Bi .
09; |g_s, 00,00, |,_,.

These derivatives can be easily estimated by the means of Monte Carlo simu-
lation ([4]) and are given in Table 1. The table does not include the values of
derivatives 51, 512(: Bgl), since their values are zero for each of considered
tests.

Firstly, we should note that the W, RS, and AD test are not locally
unbiased. In agreement with the asymptotic results of Peers [5], the W test is
more powerful when o2 < 1, and the RS test is more powerful when o2 > 1.
This fact is also in a good agreement with the relative Bahadur efficieny of
these two tests. We can also see that the LMMPU really maximizes the trace
of the matrix {Bq)} and the AD test maximizes the determinant of this matrix
although it is only an approximation of the type D test. When estimating the
derivatives of the power functions for larger sample sizes another apparent
fact is that the ratio of the second derivatives tends to one for any pair
of the LR test, W test, RS test and AD test. But this is not true for the
LMMPU tests and for the Fisher test, whose local performance seems to be
completely different. The LMMPU test seems being extremely sensitive to
small departures of p from the null hypothesis and much less sensitive to
small departures of o2 than these four tests. This is not so surprising because
the LMMPU test gives more power in the direction where more information
is available. And from the Fisher information matrix in (1) we can see that in
the direction of the location parameter ;1 we have twice as much information
as in the direction of the scale parameter o2. The sensitivity of the Fisher
test to small departures of i is even only average size, and this test seems to
be quite insensitive to small departures of o2.

Global properties

After the local considerations, let us shortly consider also the global be-
havior of the considered tests. Some of the results for the sample size n = 20
can be found in Figures 1 and 2. In the first figure we can see the power
functions of the tests. The x and y axes shows the true value of parameters.
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Power of W test

Power of LR test

Figure 1: The plot of the power functions of the tests. The plane at the height
0.05 represents the prescribed size « of the test; 7 = log(o).

For the scale parameter the logarithmic transformation is used. In all of
the pictures of this figure there is a plane at the height of z = 0.05 which
represents the prescribed size a of the test. So the area where this plane is
above the surface of the power function marks the part of the parameter
space where the power of a test is lower than «a, which indicates that the
test is doing very badly for the true values of the parameters in these region.
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Figure 2: The contour plot of the difference of the power function of the LR
test with respect to the power functions of the other tests.

Notice that especially the WT test is doing very badly for o2 > 0 but also
the regions where the RS test and AD test are doing badly are not negligible.
To be able to compare the power of the tests but to avoid large tables we
draw Figure 2. Here we can see the contour plot of the difference of the power
function of the LR test with respect to the power functions of the other tests.
Because of the symmetry of the power functions in the parameter u, only
1 > 0 are considered. We see immediately that the LR test has a very good
performance. Although this test is not uniformly most powerful, the lack of
power in the part of the parameter space is small in comparison with the
excess of the power in the rest. This is especially true for the W, RS, and
AD, which are not locally unbiased. The only tests which are comparable with
the LR test are the locally unbiased tests. Moreover, it is interesting that the
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Fisher test behaves very well, despite the small values of the derivative of
the power function. As a conclusion, we recommend to choose the LMMPU
test if the sensitivity to the changes in the location parameter is our main
interest. However, it is difficult to compute the constants C, K of its critical
region. On the other hand, the preference between the LR and Fisher tests
might be a matter of taste. While the LR test does better for 02 < 1, the
Fisher test is preferable in the opposite case. Table 1 also confirms a better
local sensitivity of the LR test. However, the exact knowledge of the null
distribution of the Fisher statistic strongly speaks in favour of this test, while
the asymptotic critical value of the LR test, being used for small sample
sizes, leads to the size exceeding 0.05 (see [4]). Therefore, the Fisher test may
be a slightly more convenient. Nevertheless, our conclusions are in a good
accordance with the theory of testing statistical hypotheses, because both
these two most advisable tests are optimal in the Bahadur sense.

Appendix

In the following we will compute the Bahadur slopes of the considered tests.
Suppose that the null hypothesis H : 6 = 6 is rejected for large values of
a test statistic 7),, and that

—2log Py, (T > t) — f(t),  for every t, (2)
T, — ¢(0), in probabilityPy, (3)

for n — oo, where f(t) is a function of ¢. Then the quantity e(0) = f(¢(0)) is
called the Bahadur slope of the test. Loosely speaking, the Bahadur slope me-
asures how quickly the P-value of the test converges to zero under alternative
for n — oo.

In our problem the 6 = (u,0?%) so Py is the probability measure of the
normal distribution A (y,0?) and the T}, can be any of the test statistics
suitably normalized. At first we compute the Bahadur slopes for the LR, W,
RS and AD test. Let pg is the density of the distribution Py. Then it is well
known (see e.g., [6]) that the upper bound for the Bahadur slope is 2 K (6, 6p),
where K (0,00) is the Kullback-Leibler information number defined by

K(6,60) = Eglog 22 = 1(~log(0?) — 1+ 0® + ).
Do,
Now denote ¢rr(Py) = plim, oo L& = p? + 02 — 1 — log(o?). Similarly

n
2 2
dw (Pp) = ﬁ—z + 0D Grs(Py) = 12 + 3(u? + 02 — 1)? and dap(Py) =
p? + (02 —1)% . To calculate the limit (2) we use Sanov’s theorem (see [6]
pp. 209—-210) and for the LR test we get

. Po . 2 2 2
t) =2 inf Eplog— = inf —log(o®) —1+0° + =t.
fLr(t) oot Folog ¢LR(P9)2t( g(o”) w)
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Analogously we get

fw () = inf gy, (pyy>i(—log(0?) — 1+ 0% + p2) = 292 _og (1;/2?) —1

frs(t) = fap(t) = V2t — log(V2t + 1).

Now the Bahadur slopes of the tests are

erLr(0) = fLr(dLr(P)) = ¢rr(Py) = p? + 0% — 1 — log(o?)
ewr(8) = fwr(owr(Ps)) = %? —log (%?) -1

2 2 2
_pu? | (0%-1)
=zt 5o

ERS(G) = fRS(¢RS(P9)) = \/% - log(\/% + 1)|t:u2+%(u2+o’2—1)2
eap(0) = fap(dan(Pe)) = V2t —1og(V2t + 1)]ip2s 1 (02— 1)2-

The Bahadur slope of the Fisher test can be computed for example in this
way. At first we obtain the individual Bahadur slopes of the test statistics X
and S?, which are y? and 02 — 1 —log(c?), respectively. Then, as noted in [3],
we can get the Bahadur slope of the Fisher test simply by adding these two
slopes together.

The author unfortunately does not know how to calculate the Bahadur slope
of the LMMPU test.
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TESTY A ODHADY PARETOVA INDEXU

Jan Picek

Klicovd slova: Paretuv index, rozdéleni extrémnich hodnot, sféra pritazlivosti,
Hilltv odhad.

Abstrakt: Necht X7, X, ... jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny
s distribu¢ni funkei F' a necht M,, = max(X3,...,X,). Pro vétsinu obvyklych
distribu¢nich funkci vhodné standardizovana maxima M,, konverguji v dis-
tribuci k rozdéleni extrémnich hodnot G.. Podle hodnot shape parametru
v rozlisujeme tri zékladni tfidy distribuc¢nich funkeci: v > 0 — Fréchetova
tfida, v = 0 Gumbelova a v < 0 Weibullova. Z hlediska extrémnich uda-
losti je pfedevsim zajimava tiida Fréchetova, v se v tomto kontextu casto
nazyva Paretovym indexem. V pfispévku se proto budeme zabyvat semipa-
rametrickymi odhady ~ predevsim pro tuto tiidu a testy o v, zvlasté se bude
jednat o testy hypotézy v = 0 proti alternativé v > 0, tj. ndhodny vybér je
z rozdéleni, ktery patii do Gumbelovy tfidy proti alternativé, ze rozdéleni je
z Fréchetovy tridy.

1 Uvod

Necht X7, Xo,... jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny s distri-
buéni funkci F'. NaSe pozornost v tomto ¢lanku bude soustfedéna na ex-
tremalni udalosti. Necht tedy M,, = max(Xy,...,X,). Zfejmé distribu¢ni
funkce M, je

PM,<z)=P(X;<ux,...,X, <z)=F"(z) sj..
Jednoduse je potom mozné ukazat, ze M,, — xr s.j. pro n — oo, kde
xp:=sup{z € R: F(z) <1} < .

Tato skutecnost nam neposkytne prili§ mnoho informace. Pokud se inspiru-
jeme centralni limitni vétou, jisté je prirozené se zabyvat standardizovanymi
maximy.

Predpoklddejme, Ze muzeme najit posloupnost realnych ¢isel a,, > 0 a by,
tak, ze posloupnost (M,, — b,,)/a, konverguje v distribuci, t.j.

P ((M, —by)/an, < x) = F"(apz +b,) — G(x), n — oo, (1)

pro néjakou nedegenerovanou d.f. G(z)

Jestlize podminka plati, fikdme, ze F je ve sféfe pfitazlivosti G (domain
of attraction) — F' € MDA(G). Pfirozené nés patrné napadnou otdzky: jak
vypadd G, jaké podminky musi F' spliiovat, aby F' € MDA(G) a jak volit a,,
a b, . Odpovéd na tyto zdkladni otdzky muzeme najit napi. v [2].
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Odpovéd na prvni otdzku zndme uz od roku 1928 — Fisherova-Tippettova
véta: Jestlize F € MDA(G) potom G je typu jedné z nasledujicich tii distri-
bucnich funkei:

<
Fréchet @, (x) = { 0 z<0

Y
exp (—x_l/V) , >0
exp{—(-z)/7}, <0
1 x>0
Gumbel A(z) =exp(—e™*), z€ R.
Po vhodné reparametrizaci muzeme tyto tii tiidy charakterizovat jedinym
rozdélenim — zobecnénénym rozdélenim extrémnich hodnot (Generalized Ex-
treme Value Distribution)

v>0

Weibull ¥,/ (z) = { 7 <0

?

6(0) = Gyl = { o C O 120
exp(—e") 7=0
kde 1+ vz > 0.

Hodnota ,shape“ parametru v > 0 odpovida Fréchetové tridée, v = 0
Gumbelové a 7 < 0 Weibullové. Fisherova-Tippettova véta nam pak riké:
jestlize vhodné standardizované maxima konverguji v distribuci k nedegene-
rované limité, potom limitni rozdéleni musi byt rozdéleni extrémnich hodnot.
Poznamenejme, ze G je urcena jednoznac¢né az na parametr polohy a méritka.

Je mozné ukazat, ze v podstaté vSechny bézné uvazované spojité rozdéleni
spliuji podminku (1).

NezZ se zaméfime na volbu a,, a b,, pfipomenme nékolik pojmu z klasické
teorie extrémnich udalosti.

Funkce h(t) na (0, 00) je pravidelné se ménici funkce (regularly varying) v oo
s indexem a € R (h € Ra), jestlize

. (xt)
11520 h(x)

=t% t>0.

Funkce L(t) na (0,00) je pomalu se ménici funkce (slowly varying) v oo
(L € Ry), jestlize
. L(xt)
im
2 L)

=1, t>0.
V oblasti extrémnich hodnot se ¢asto pracuje s kvantilovou funkci chvostu
1
Uit)y=F" <1 — E) =inf{y: F(y) >1—1/t}, t > 0.

Véta 1.1. a) F € MDA(G) pravé kdyz

Ute) =U((t) a7 —1
R
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b) F '€ MDA(G,), v > 0 prdvé kdyz

U(tx)
e U()

=" (2)

pro kazdé x >0 sy >0, tj. U e Ry (an =U(n)).
Diikaz a detaily napf. v de Haan L. (1970).

Dalsi a ¢asto pouziva charakterizace Fréchetovy t¥idy:

e F ¢ MDA(G,), v > 0 pravé kdyz 1 — F(x) € R_y/,, tj. chvost
rozdéleni F je pravidelné se ménici funkce v 0o s indexem —1/~

1— F(z) =2 Y7 L(x). (3)

Statistickou inferenci v extremalni statistice mizeme zalozit na zakladé
limitniho rozdéleni, tj. na zobecnéném rozdélenim extrémnich hodnot napft.
pomoci metody maximélni vérohodnosti. Ukazuje se, ze konvergence je vSak
velmi pomald, proto je nutné hledat alternativni pfistupy. V néasledujicim
textu ukadzeme nékteré mozné semiparametrické pristupy.

2 Testy

Piipad F € MDA(G)) je zajimavy pro mnoho aplikaci, které se zabyvaji ex-
trémy. Duvodem je nejen jednodussi inference zaloZzena na Gumbelové sféie
pritazlivosti, ale také sirokd paleta rozdéleni s exponencialni chvosty. Jako za-
stupce jmenujme normalni, lognormalni a gamma rozdéleni. Na druhé strané
opravdu extrémni udalosti jsou modelovany pomoci rozdéleni z Fréchetovy
tridy. Je tedy urcité v praxi uzite¢né rozhodnout do jaké tiidy rozdéleni na-
Sich dat patfi. To znamena uvazovat nasledujici test oboustranné hypotézy
(respektive anologicky jednostranny test)

F € MDA(Gy) proti alternativé  F € MDA(G~)~=o0- (4)

Asi nejpouzivanéjsi test pro tuto situaci navrhli Hasofer A.M. and Wang Z.
v roce 1992. Najdeme ho implementovaného v fadé softwart pro statistiku
extrémnich udélosti. Test jako vétsina semiparametrickych postupt je zalozen
na k nejvétsich poradkovych statistikach:

— 2 k
k(Xr— Xn_pt1: — 1
Wy = ( kk n—ttim) —, RS E Xn—itim-  (5)
(k - 1) Zi:1 (aniJrl:n - Xk) i=1

Hasofer a Wang ukézali, ze testova statistika W mé asymptoticky normalni
rozdéleni se stfedni hodnotou py, a rozptylem o7

4(k —2) 1
(k=12 (k+1)(k+2)

_ 2 _
/’Lk*(k,_l)v O =
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Kriticky obor pro oboustrannou alternativu je potom dan nasledovné
|W]:| > ulfoz/Qa

kde W} := (Wj, — pui)/0ox a u. je e-kvantil normélniho rozdéleni.

Pii praktickém provadéni testu jisté narazime na problém, jak zvolit
vhodné k. Pokud budeme k zvySovat, zvysime silu testu, ale na druhé strané
zvy$ujici se podil k/n ma neblahy vliv na chybu I.druhu. Volba se pak stava
do jisté miry ,,alchymii“, nicméné v literatufe existuji doporuceni, napt. Boos
navrhuje k£/n=0.2 pro 50 < n < 500 a k/n = 0.1 pro 500 < n < 5000, Ga-
lambos radi volit k = 2/n.

Podobny typ testu navrhli C. Neves, J. Picek a M. I. Fraga Alves (2005).
Jako testovou statistiku uvazuji

Xm — Xy k-
Ty, = nn n_kn —logk . (6)

k
Z (Xn—i-i-l:n - Xn—k:n)
1=1

=

Ukazali, Ze testova statistika T}, za nulové hypotézy konverguje k Gumbe-
lovu rozdéleni G(x) = exp(—e~ ") a Ze test je konzistentni. Nulova hypotéza
je tedy zamitnuta na asymptotické hladiné a € (0,1) jestlize T, < ga/2
nebo Ty, > g1-a/2, kde g. oznacuje e-kvantil Gumbelova rozdéleni, tj.
g- = —log(—loge).

Jako posledni pfistup pro test (4) uvedme pomérné neddvny ptistup J. Se-
gerse a J.Teugelse (2001). Vychazi z poméru uvazovaném Galtonem (1902):

Xn:n - An—2n

Gy =

Xn—l:n - An—-2in

Néhodny vybér o rozsahu n je rozdélen do m skupin ZZ’;I n; = n. V kazdé
je spocitan pomér

xo - x®

fi=— 2 1,--,m
) ) ) )
X”(:i)*lini - Xr(zzi—2:ni

Podle Serflinga (1980), Segers a Teugels navrhuji uzit testovou statistiku

5 [ ’ 6
Sy = o <; T(fz‘)) ; T(z):=1- to2 (7)

a ukazuji, ze za nulové hypotézy konverguje k x3 rozdéleni pro m — oo.
Nulové hypotéza je tedy zamitnuta na asymptotické hladiné «, je-li
Sm > X3(1 — a), kde x%(g) oznacuje e-kvantil x? rozdéleni s 1 st. vol.
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2.1 Numericka ilustrace

Zkusme ilustrovat chovéani vySe uvedenych testu na simulovanych datech
a na jednom realném prikladu. Nejprve jsme uvazovali platnost nulové hy-
potézy (4), tj. jako zastupce z Gumbelovy sféry pritazlivosti jsme zvolili Gu-
mbelovo rozdéleni F(z) = exp(—e~*). Z tohoto rozdéleni jsme vygenerovali
1000 x vybér o rozsahu 1000 a provedli vyse uvedené testy. Na obr.1 jsou
zobrazeny vysledky ve formé relativniho po¢tu zamitnuti nulové hypotézy na
hladiné o = 0.05. Testy (5) a (6) byly provedeny pro k = 2,...,999 (pocet
pouzitych nejvyssich porddkovych statistik). Test (7) byl konstruovéan tak,
7e vybér byl rozdélen do 50 (=m) bloku o rozsahu 20. Obr.1 vlastné ilu-
struje odhad chyby prvniho druhu. Je vidét, ze odhad této chyby pro test
(7) je prakticky 0.05, pokud pfijmeme vySe zminovand doporuceni pro volbu
k, potom testy (5) a (6) maji odhad také blizky 0.05. Nicméné se zda, ze
test (6) dovoli volit vétsi rozsah k aniz by to mélo vyrazny vliv na chybu L
druhu. Testovali jsme i jind rozdéleni z Gumbelovy sféry pritazlivosti i pro
jiné rozsahy, charakter kiivek byl podobny s jedinou vyjimkou a to exponen-
cidlnim rozdélenim, pro které odhad chyby prvniho druhu byl stabilni (blizko
hodnoty 0.05) prakticky pro vSechna mozna k.

1.0

0.8
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0.2

0 200 400 600 800 1000
k

Obrazek 1: Relativni pocet zamitnuti Hy na hladiné o = 0.05 pro Gumbelovo
rozdéleni, T, (plnd cara), W (teckované), Sso (Cerchovang).

Jako dalsi zastupce pro ilustraci bylo zvoleno zobecnéné Paretovo rozdé-
leni .
Fyz)=14+1logGy(z) =1—(1+n~x)
{ x>0 jestlize ~ >0
pro

0<zr< —% jestlize ~ <0
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Toto rozdéleni zavisi na parametru . Podle jeho hodnoty patii rozdéleni do
jedné z uvazovanych t¥id. Opét byl 1000 krat generovan vybér o rozsahu 1000
pro hodnoty v = —2.0, -1.5, -1.0, -0.5, -0.25, -0.1, -0.01, 0.01, 0.1, 0.25, 0.5,
1.0, 1.5, 2.0. Pokud se opét zajimadme o relativni pocet zamitnuti nulové
hypotézy, pak v tomto kontextu dostavame predstavu o sile testi.

Na obr. 2 vidime srovnani pro vsechny tii testy v zavislosti na v data.
Testy (5) a (6) byly provedeny pro k = 150, test (7) s m = 50. Ve vSech t¥ech
pripadech tak bylo pouzito 150 hodnot (i kdyZ ne nutné stejnych).

0.87

0.67

power

0.47

0.2

o B T T T T T

-2 -1 0 1 2
gamma

Obrazek 2: Sila testu: Ty, ,, (plnd), Wiso (Cerchovana), Sso (teckovand) na
hladiné o = 0.05 pro zobecnéné Pareto (v = —2.0, -1.5, -1.0, -0.5, -0.25, -0.1,
-0.01, 0.01, 0.1, 0.25, 0.5, 1.0, 1.5, 2.0), rozsah n = 1000.

Vidime, ze z hlediska sily testu se nejlépe chova test (5), trochu hute (6)
a nejslabsi je test (7). Ten byl nejslabsi ve vSech pfipadech, které jsme zkou-
mali. Testy (5) a (6) se prilis nelisily a zéviselo na konkrétni volbé k, rozdéleni
a rozsahu. Dokladem toho muze byt napf¥. obr. 3, ktery zobrazuje zavislost
,Sily testu“ na volbé k pro zobecnéné Pareto rozdéleni s v = 1.0

Co se tyce asymptotickych vlastnosti a predpokladi vsechny tfi testy jsou
rovnocenné, na druhou stranu vidime, ze pokud mame i pomérné velky roz-
sah dat, rozdily najit muzeme. Nejslabsim testem se zda byt do jisté miry (7).
Test (5) je v praxi patrné nejpouzivanéjsi, ale zd4 se, Ze (6) je plné srovna-
telny.

Podivejme se téZ na testy na realnych datech. V posledni dobé se vede
diskuse, ze pocasi nabyva extrémniho chovani. Jednim z mnoha charakteristik
tohoto chovani poéasi mohou byt napt. extrémni srazky. V Ceské Republice
jsou k dispozici data na fadé stanic od roku 1961. Extrémni srazky muzeme
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power

0 50 100 150 200

Obrazek 3: Sila testu: T}, (plnd ¢dra), Wy (¢erchovand), Sao (teckovand) na
hladiné o = 0.05 pro v zavislosti na k, rozsah n = 200 pro zobecnéné Pareto
rozdéleni s v = 1.0 (vpravo).

150 200 250 300
1 1 1 J

100
1
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Obrazek 4: Maximalni tfidenni Ghrny srazek v letech 1961-2000 ve Valasském

vvvvv

tfeba charakterizovat maximalnimi tfidennimi thrny srazek v daném roce
(takovéto data mél autor k dispozici). Na obr. 4 vidime tyto data pro stanici
ve Valasském Mezifici. Velmi dobie je vidét vyjimecny rok 1997, ktery prinesl
velké zaplavy na Moravé.

Je otazkou pro dalsi statistické uvahy, jaky zédkladni model je pro tuto velicinu
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(maximalnimi tfidennimi thrny srazek v daném roce) vhodny, tj. Gumbelova
nebo Fréchetova tiida. Vysledky testu jsou graficky zobrazeny na obr. 5, kde
vodorovné ¢ary odpovidaji prislusnym 97.5%-nim kvantilim pro oboustranny
test. Vidime, ze zamitnuti nulové hypotézy je velmi problematické, zamitame
pouze pro vétsi hodnoty & a to hlavné testem (6), vidéli jsme ze simulaci, ze
vétsl k nedavaji dobré vysledky co se tyce platnosti nulové hypotézy. Hlav-
nim problémem tu je vSak velmi maly pocet pozorovani (n = 40), ktery je
v aplikacich tykajicich se extrému nedostatecny, ale bohuzel v praxi casty.

Obrazek 5: Srazky ve Valasském Mezitici: Hodnoty T} 4, (plnd), W (tecko-
vand), Ss (Gerchovana). Vodorovné linky oznacuji pfislusné kvantily odpovi-
dajici o = 0.05.

Dalsi testy, které byly v posledni dobé konstruovany, uvazuji hypotézy
o hodnotéch parametru vy (jak ,tézké“ jsou tézké chvosty) pro F'e MDA(G,),
v > 0, viz [11], [16]. O téchto testech bylo referovano na Robustu 2000. Pokud
se budeme zabyvat ivahami o hodnotach v, pak mnohem bohatsi je literatura
vénovand odhadum. Proto néasledujici ¢ast tohoto prispévku vénujeme prave
jim.

3 Odhady

Pripomenme, ze vychazime z ndhodného vybéru X, Xs,... z rozdéleni s ne-
znamou distribu¢ni funkci F. Pokud FF € MDA(G,), v > 0, pak patrné
nejznaméjsi odhadem v je Hilluv odhad z roku 1975 [8]:

IOg X(nfzn) - IOg X(nfkn) (8)
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Ukazme néavrh jedné z moznych cest jeho odvozeni. Vyjdéme z charakte-
rizace Fréchetovy t¥idy (2):

. Ulte) iy
tlggo o) =27, kde U(t)y=F(1-1/t).

Po zlogaritmovani dostaneme lim; o, log U (t/2) — logU(t) = —ylogx.

Vybérova verze kvantilové funkce chvostu U je U,(1/z) = F,; (1 — z) =
Xn(—z)m ti- Un(3) = Xn—kn a Un(3%) = Xn—kem- Tedy pro0 <z <1 je
log Xy —kzn — log Xy—k.n = —7logz. Poté integrujme

1 1
v = —'y/ log z dx = tlim / {logU(t/x) —logU(t)} dux.
0 —>Jo

Dostaneme tak mozny odhad ~
1
Hn(k) = / (IOg ank:v,n - IOg ank,n) dx
0

k—1
1
= E Z log X(n—zn) —log X(n—k:n)
1=0

Hilluv odhad je konzistentni, tvrzeni najdeme napf. v [13].

Véta 3.1. Je-li F € MDA(G,), v > 0, potom H,(k) — ~ v pravdépodob-
nosti, k = k(n) — oo, k(n)/n — 0(n — o0).

Pokud nés zajima asymptotické rozdéleni odhadu, musime klast dalsi pod-
minky na distribu¢ni funkci, abychom byli schopni ho odvodit. Nejcastéji se
uvazuje nésledujici podminka (regular variation of second order): Necht exis-
tuje A(t) funkce konstantniho znaménka a parametr p

Utz
lim M:xv.ﬂil
t—oo  A(t) p

9)

pro vSechna x > 0.

Véta 3.2. Necht podminka (9) plati a necht posloupnost k = k(n) je takovd,
e k(n) — oo a VEkA(n/k) — 0, potom

VE(H (k) =)

je asymptoticky normdlni s nulovou stiedni hodnotou a rozptylem ~2.
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Pokud uvazujeme F' € MDA(G,), v libovolné, pak lze ,analogicky od-
vodit* Momentovy odhad [1]

-1

M(k) =1+ M (k)™ + % (% - 1) : (10)

kde
M(k)(j) —

Bl

k .
Z (IOg X(aniJrl:Nn) - IOg X(ank:Nn))] .
i=1

Alternativou momentového odhadu je Pickandsiav odhad [17]

1 XNn—kt1:Nn — XNn— .
P(k’) _ IOg ( Nn—k+1:Nn — Nn—2k+1:Nn ) ) (11)
10g2 XNn72k+1:Nn XNn74k+1:Nn

Vyse uvedené odhady jsou patrné nejznaméjsi, v literature existuje obrovské
mnozstvi dalsich odhadu: rizna zobecnéni Hillova odhadu, odhady zaloZzené
na parametru druhého fadu p, viz (9) a mnoho a mnoho dalsich alternativ.
Uvedme alespon jeden piiklad, ktery vychazi z (9) a uvazuje, ze p = —1.
Navrhli ho Gomes a Martin v roce 2002, viz [9].

k k k .
1 1o SF (2 — k- 1)U;
GM(k)=—=> Ui~ =Y il =1 ;
=5 e ("7 ) S i(2i — k- 1)U;

1=1
X n—i+1:Nn
Uy =i {10g u] : (12)
XNn—'L':Nn

Stejné jako u testu je problém volby k, lze feSit podobnymi doporucenimi
nebo se uvazuji postupy zalozené na bootstrapu - viz napf. [10].

Pokud se podivame do domacich luhu a hajua, tak i tady najdeme prispé-
vek ke konstrukci odhadt parametru v za podminky F' € MDA(G,), v > 0.
Tyto odhady nejsou zalozeny piimo na poradkovych statistikach na rozdil od
predchéazejicich. Vychazi se opét z urcité charakterizace Fréchetovy tridy:

lim —log(1 — F(a)) =1. (13)
a—00 mloga

Aplikaci 'Hospitalova pravidla z von Mises podminek (viz Embrechts a kol.,
Kap. 3), dostaneme, 7e 1 — F(x) = 2~ ™L(x), coz je charakterizace uve-
dend v (3). Plati i opa¢nd implikace. Principem spo¢ivé v rozdéleni vybéru
do skupin, v kazdé je spoc¢tena néjaka jednoducha statistika. Vysledny odhad
je konstruovan na zakladé empirické distribu¢ni funkce sledované statistiky.
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O prvnim typu odhadu referovala na Robustu 2000 A. Fialova: Rozdélime
pozorovani do N nepfekryvajicich se vybéru rozsahu n a uréime zde pruméry

()_(7(11), . .,)_(,(LN)). Dostaneme pak ndhodny vybér z rozdéleni s distribuéni

funkei Fg (z) = P(X, < 7). Ozna¢ime F)(—(]Z)(ac) = %Z;\le I[X}(f) < a]

empirickou distribu¢ni funkci zaloZenou na ()_(7(11)7 e X}(LN)). Vyberme po-
-5

1
sloupnost {an}¥_;, an — oo pro N — oo ve tvaru ay = N 70, s pev-
nym 6 € (0,1).

Odhad parametru m = 1/~ je potom
iy =iy (an)I[0 < FS ) (an) < 1+ mol [FY (an) =0 nebo 1], (14)

kde R

—log (1 — F)(Z,N)(a))

n

a > 0.

m(a) = loga

Odhad (14) je konzistentni a jeho asymptotické rozdéleni je normalni, viz
nasledujici véty.

Véta 3.3. Necht {X1, Xo,...} je posloupnost nezavislych stejné rozdélengch
nahodngch velicin s distribucni funke! F € MDA(G,), v > 0 a hustotou
flx)=0proxz<0a0< f(x) <oo forx>K;>0. Necht mn je odhad m.
Potom

my — m s pravdépodobnosti 1, pro N — oo.

Veta 3.4. Za podminek predchdzejici vety posloupnost

, 1— Fy 3 log L*
Nz2logan (7 X”(GN)) (ﬁzN—m—l—iOg (aN))
Fx, (an) logay

je asymptoticky normadlni N — oo.

Diikazy obou vét lze nalézt v [4]. Na rozdil od Hillova (a i dalsich vyse
zminénych) odhadu je asymptotické rozdéleni odvozeno za mnohem slabsich
predpokladi. Bohuzel vysledek véty 3.4 obsahuje pomalu ménici se funkei L*,
kterou zpravidla nezname, neni proto mozné jednoduse vysledku vyuzit napft.
pro konstrukei intervalovych odhadu. Pro tento odhad musime zvolit §, coZ je
vlastné podobnéa tloha jako je urceni vhodného k pro predchazejici odhady,
navic je vSak nutné zvolit mg, coz vyzaduje néjakou pocatecni informaci
o tom, jak chvost rozdéleni muze byt ,tézky*“. To ponékud omezuje uziti
odhadu pro praktické problémy.

Ilustrujme na simulovanych datech na chovani odhadu pravé v zavislosti
na volbé § a mg. Jako model dat pouzijeme Paretovo rozdéleni, které je
jednim z typicky pouzivanych rozdéleni pro popis extrémnich udéalosti:

F(x)1<1ix)w, 2> 0 (15)
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Konkrétné byla simulace provedena pro Paretovo rozdéleni s v = 1, coz je
i hodnota, kterou chceme odhadnout. Vysledek muzeme vidét na obr. 6,
z kterého vyplyvé, ze pokud je zhruba § < 0.4 je odhad pomérné stabilni a
rozumny. Pro velké hodnoty § odhad naprosto selhdva. Zaroven je vidét, ze
¢im horsi médme apriorni informaci o spravné hodnoté v = 1/m, tim dosta-
neme horsi vysledek.
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Obrazek 6: Zavislost odhadu v 1000 simulovanych vybérech Paretova rozdé-
leni s v = 1 na parametru ¢ pro dané mg = 1.5 (vlevo) zavislost hodnot
odhadu na parametru mg pro 6 = 0.1 (vpravo). Uvedeny jsou medidn 1, 25,
75 a 99 percentily.

Jureckova, Picek (2004) navrhli odhad vychazejici z postupti pro testovani
hypotézy o hodnotach parametru v pro F € MDA(G,), v > 0. Kratkd
poznédmka o nich byla v predchézejici kapitole. Invertovanim téchto testu
(v duchu zpusobu, ktery uzil Hodges a Lehmann v roce 1963) dostaneme
odhad

1 _
My = S (M5 + My),

kde
My =sup{s: 1 F(an)) < N-0-9),
M =inf{s: 1— F]t](a]v7s)) > N_(l_‘s)}.
o ()

(n)7 , X (n) jsou odpovidajici vybérovd maxima N skupin o rozsahu n,

které vznikly rozdélenim puvodniho ndhodného vybéru. Jako F 'v oznacujeme
empirickou distribuéni funkci odpovidajici vybérovym maximim, ay,,, =
(nN1=%)1/m kde 0 < 6 < % je konstanta.

Tlustrujme podobné jako u predchazejictho odhadu chovani v zavislosti
na volbé §. Jako model dat tentokrate pouzijeme Burrovo rozdéleni, které je
dalsim typicky pouzivanym rozdélenim pro popis extrémnich udélosti:

F(x)l(ﬁ)a, 2> 0 (16)

Konkrétné byla simulace provedena pro Burrovo rozdéleni s v = 1, a = 1,
jednicka je opét hodnota, kterou chceme odhadnout. Vysledek muzeme vidét
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na obr. 7, z kterého vyplyva, Ze lepsi vysledek dostaneme, pokud je § blizké
0.5. Neplati to obecné, pro jina rozdéleni to muze dopadne tplné opacéné. Na
druhou stranu volba ¢ neni tak problematické jako volba k& u Hillova odhadu,
viz obr. 8, kde na stejnych datech je spocitan Hillav odhad.

odhad
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1.1

1.0

0.9

5%
-- = 25%
. - — 50%
~ ——- 75%

~ -m 95%

0.0

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

delta

Obrazek 7: Zavislost odhadu v 1000 simulovanych vybérech Burrova rozdéleni
sv =1, a = 1 na parametru §. Uvedeny jsou median 5, 25, 75 a 95 percentily.
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Obrézek 8: Hilluv odhad v 1000 simulovanych vybérech o rozsahu 1000 v za-
vislosti na k pro Burrovo rozdéleni s v = 1, a = 1. Uvedeny jsou median 5,
25, 75 a 95 percentily.
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Jureckova a Picek ukézali v [12], Ze odhad je silné konzistentni. Asympto-
tickou normalitu odvodil Omelka [15]. Odhad (16) potfebuje pouze volbu 4,
coz ho ¢ini pouzitelngjsim nez odhad (14). I simulace davaji pomérné dobré
vysledky - viz dale, presto vSak musime byt v praktickych aplikacich velmi
opatrni. Oba odhady nejsou invariatni vzhledem ke zméné méfitka na roz-
dil od odhadu Hillova (8), Pickandsonova (11), momentového (10) i (12).
Vsechny zminéné odhady nejsou invaritni vzhledem ke zméné polohy. Pii me-
chanickém pouziti odhadu to potom muze vést k ,zajimavym* vysledkum.
Byly proto uvazovany nékteré modifikace Hillova odhadu, viz napft. [3]. N&é-
jaké poznamky, jak se s naznacenym problémem vypofadat pro odhad (16)
uéinil Omelka [15].

3.1 Numericka ilustrace

V této casti zkusime porovnat zminované odhady na simulovanych datech.
Jako vychozi model pouzijeme dfive zminovana rozdéleni: Paretovo, Burrovo
a zobecnéné Paretovo. U vSech ti{ rozdéleni zvolime shape parametr (y =
1/m = 1) tak, aby chvosty byly ,stejné tézké“ a mohli tak sledovat vliv
rozdéleni. U zobecnéného Paretova zvolime jesté dalsi dvé hodnoty ~: 1/3 —
leh¢i a 2 — téz8i chvost.

Z daného rozdéleni jsme vygenerovali 1000 x vybér o rozsahu 1000 a pro-
vedli vySe zminéné odhady. Odhady (8), (11), (10) a (12) jsme spocitali pro
k=2,...,998. Pro odhady (14) a (16) jsme provedli rozdéleni do 200 skupin
(= N) po 5 hodnotach (= n) a spoéitali odhad pro 6 = 0.01,...,0.50 s kro-
kem 0.01, navic pro (14) za mg jsme zvolili ,skuteéné“ 1/~ + 1. Za ucelem
porovnéni jsme pro kazdé k, respektive d spocetli stiedni kvadratickou chybu
(MSE) a vybrali takovou hodnotu & (¢), kdy je MSE minimdlni a spocitali
néjaké vybérové charakteristiky z tisice ziskanych hodnot odhadu. Vysledky
najdeme v tabulce 1. Odhad (14) je v ni oznacen jako FJP a (16) jako JP.
Tucné je zvyraznéna pro dané rozdéleni minimalni MSE mezi odhady.

MuZeme si v§imnout, Ze pro opravdu tézké chvosty, tj. pro vSechny pripady
kromé zobecnéného Paretova rozdéleni s v = 1/3, davaji vSechny odhady
v pruméru rozumné vysledky. Nejslabsi se pfesto zda byt odhad (14) a protoze
byly uz nékteré vyhrady diskutovany diive, nelze ho doporucit pro praktické
ulohy. Naopak odhad (16) je srovnatelny s klasickymi, navic pro lehéi chvosty
dava casto rozumnéjsi vysledky nez klasické odhady. Zda se tedy, ze s nim
Ize pracovat minimalné jako vhodnou alternativou.

Z tabulky je dale vidét a dalsi simulace pro jiné pfipady a rozdéleni to jen
potvrzuji, Ze index leh¢ich chvosti se odhaduje mnohem hure. Piekvapujici je
vysledek Pickandsova odhadu (alespori pro autora tohoto prispévku), protoze
tento odhad by mél fungovat pro odhad nejen ve Fréchetové t¥idé, ale i pro
Gumbelovu a Weibullovu sféru pritazlivosti, tedy i pro ,lehké*“ chvosty.
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rozd€leni | metoda k, 0 MSE | prumér | medidan | rozptyl
Pareto Hill k=998 | 0.0010 | 1.0003 | 0.9984 | 0.0010
y=1 Moment | k= 998 0.0023 | 1.0053 | 1.0033 | 0.0022

Pickands | k = 985 0.0221 | 1.0177 | 0.9967 | 0.0218
Gomes k=997 0.0044 | 1.0016 | 0.9968 | 0.0044
FJP 0=0.15| 0.0123 | 0.9542 | 0.9371 | 0.0102
JP 0=0.49 | 0.0147 | 1.0435 | 1.0427 | 0.0128
Burr Hill k=112 0.0098 | 0.9517 | 0.9489 | 0.0075
a=1 Moment | k=257 0.0101 | 0.9478 | 0.9383 | 0.0074
v = Pickands | k = 985 0.0221 | 1.0177 | 0.9967 | 0.0218
Gomes k=998 | 0.0012 | 1.0007 | 0.9989 | 0.0012
FJP 0=0.22] 0.0111 | 0.9574 | 0.9402 | 0.0093
JP 0=0.49 | 0.0047 | 1.0226 | 1.0192 | 0.0042
zobec. Hill k=310 | 0.0010 | 0.4847 | 0.4841 | 0.0007
Pareto Moment | k= 367 0.0010 | 0.4880 | 0.4863 | 0.0009
=2 Pickands | £ =993 0.0020 | 0.5030 | 0.4997 | 0.0020
[=1 Gomes k =482 0.0025 | 0.5227 | 0.5210 | 0.0020
FJP 6=0.01] 0.0084 | 0.4177 | 0.4123 | 0.0016
JP 0 =045 | 0.0042 | 0.5519 | 0.5491 | 0.0015
zobec. Hill k=112 0.0098 | 0.9517 | 0.9489 | 0.0075
Pareto Moment | k= 257 0.0101 | 0.9478 | 0.9383 | 0.0074
y=1 Pickands | k = 985 0.0221 | 1.0177 | 0.9967 | 0.0218
G=1 Gomes k=998 | 0.0012 | 1.0007 | 0.9989 | 0.0012
FJP 0=0.22 | 0.0111 | 0.9574 | 0.9402 | 0.0093
JP 0=0.49 | 0.0047 | 1.0226 | 1.0192 | 0.0042
zobec. Hill k=23 0.5527 | 2.4329 | 2.3598 | 0.2314
Pareto Moment | k=257 0.5037 | 2.5140 | 2.4248 | 0.2678
v=1/3 | Pickands | k=890 | 16.1112 | 3.6237 | 3.0364 | 15.7379
=1 Gomes k=102 0.4795 2.4276 2.4020 0.1520
FJP 0=0.01] 0.2869 | 2.5618 | 2.5565 | 0.0949
JP 0=0.11 | 0.1166 | 2.8500 | 2.8384 | 0.0942

Tabulka 1: Vybérové charakteristiky odhadu Paretova indexu pro minimalni
MSE pii 1000 opakovani generovani dat rozsahu 1000 pro ruzna rozdéleni.
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MODIFIKACE WHITEOVA TESTU
PRO NEJMENSI VAZENE CTVERCE

Pavel Plat

Klicova slova: Robustni regrese, nejmensi vazené ctverce, Whitetv test, he-
teroskedasticita.

Abstrakt: Odhad regresnich koeficientti v linearni regresnim modelu meto-
dou nejmensich vazenych ¢tverct je odhadem +/n-konzistentnim a s asympto-
ticky normalnim rozdélenim. Znalost téchto vlastnosti ndm umoznuje modifi-
kovat myslenku H. Whita a ziskat tak pro nejmensi vazené ¢tverce modifikaci
Whiteova testu homoskedasticity disturbanci.

1 Linearni regresni model

Pro vSechny n € N je linearni regresni model dan vztahem

T 70 .

Y, =x; 0 +e;, i1=1,2,...,n, (1)
kde Y; je vysvétlovand proménnd, z; = (zi,... ,xip)T € RP jsou vysvétlu-
jici proménné nebo téz nosice (uvazujeme model s pevnymi, to jest deter-
ministicky danymi nosici). 3% = (87,...,09)" € RP je "spravny” vektor
regresnich koeficientd a e;, ¢ = 1,2,...,n jsou disturbance, to znamena na-

hodné fluktuace Y; od stfedni hodnoty E (Y;). Poznamenejme, ze formalis-
mus, ktery jsme zavedli, je schopen zahrnout jak modely, kdy neuvazujeme
intercept, tak modely s interceptem. Pokud totiz uvazujeme model s inter-
ceptem, staci predpokladat, ze prvni slozka vsech vektord z;, i = 1,2,...,n
je rovna 1. Pro viechny 3 € RP, i = 1,2,...,n ozna¢me r;(8) = Y; — z1 3
i—té reziduum za predpokladu, ze [ je vektor regresnich koeficientt. Koneéné
pro poradkové statistiky druhych mocnin rezidui budeme pouzivat oznaceni
r(zi)(ﬂ), 1 =1,2,...,n. To znamend, Ze pro vSechny 3 € RP plati

0<78y(8) < riy(B) < -+ <1, (0)

2 Definice f(EWSnw)
Nejprve definujme vahovou funkci.

Definice 2.1. Necht funkce w : [0,1] — [0, 1] je nerostouct a spojita na [0, 1],
w(0) =1 a w(l) = 0. Dale necht ve viech bodech intervalu (0,1) existuji
0bé jednostranné derivace funkce w, jsou stejné omezené a necht v bodé 0
resp. 1 existuje konecnd derivace zleva resp. zprava. Potom funkci w nazveme
vdhovou funkct.

Nyni jiz pristupme k definici odhadu metodou nejmensich vazenych ¢tverci.
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Definice 2.2. Necht K C RP je kompaktni mnoZina a plati 3° € K°. Ddle
necht w je vdhovd funkce. Potom odhad regresnich koeficienti dany vztahem

n

BEWSnw) _ oy %m §:w<il)r%0% (2)

€ £ n
=1

nazveme odhad metodou nejmensich vazenych ctvercii.

Oznacime-li

1 _1
@;nJ):w(ET)—w(ET), (=12 .n

mizeme defini¢éni vztah (2) jednoduchou tpravou pievést na tvar
WS — argmin 3w Y r2(@) {12(8) <1 ()}
=1 i=1

Podobné oznac¢ime-li pro libovolné s € N

, (-1 14
() o

plati nasledujici vztah

w’ (5‘—1) S el {2 <ty ). (4)

n
(=1

3 Zakladni predpoklady

Drive nez se budeme vénovat asymptotickym vlastnostem B (LWS.nw) shriime
predpoklady o ndhodnych disturbancich a nosicich, za kterych mizeme tyto
vlastnosti dokézat. Nejprve ozna¢me F(z) distribuéni funkci ndhodné veli-

¢iny ey a f(z) jeji hustotu. Dale ozna¢me Q, = = 37" | a;zl.

Predpoklady A
{ei}$2, je posloupnost nezavislych, stejné rozdélenych nahodnych veli¢in.
Pro rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny e; plati:

Jeji distribuéni funkce F(z) je absolutné spojité.

Hustota pravdépodobnosti f(z) je symetrickd, omezend a ostie klesajici
na RT.

e Na celém R existuje f'(z) a je v absolutni hodnoté omezena.

E (e‘ll) = k4 € RT.

{:}22, je posloupnost pevnych (nendhodnych) vektorti z RP a plati:
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3

o 3 llzill* = On).

i=1

e lim @, = Q, kde @ je regularni matice z RPP.
n—o0

Na prvni pohled se muze zdat, ze pozadavky na rozdéleni pravdépodobnosti
nahodnych disturbanci jsou pfilis omezujici. Musime si nicméné uvédomit, ze
u ”klasickych” nejmensich ¢tvercu pozadujeme normalitu disturbanci, tedy
dokonce jesté silnéjsi podminku. A neni-li tato podminka splnéna (a staci
pouze mald odchylka od normality - viz [1]), jsou nejmensi étverce opti-
malni pouze ve tridé linearnich odhadii. To jinymi slovy znamena, ze mtizeme
(a ¢asto to neni obtizné) nalézt nelinearni odhad, ktery je lepsi nez nejmensi
Ctverce.

4 Asymptotické vlastnosti FEVSnw)

Ozna¢me G distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny €2 a pro vSechny a € [0, 1]

ozna¢me u? horni a—kvantil rozdéleni G(z), tzn. P(e? > u2) = 1-G(u?) = a.
U

Déle definujme ¢? = [ 22dF(z).

— U

Véta 4.1. Necht plati Predpoklady A. Ddle necht w je néjakd vdhovd funkce.

Potom R

Vi (S - 30) = 0,(1)
a fEWSnw) g asymptoticky normadlni rozdéleni s vektorem strednich hod-
not rovngm 3° a kovariancéni matici

1
[ i .duw?(2)
v (ﬁ(LWS,n,w),F) _ 0 _ Q1

(] = 2ma 1) w2

tzn.

L (\/ﬁ (B(LWS’"’“’) — ﬁo)) — ./\/( 0,V (B(LWS’”’“’), F) ) pron — oo.

DUkAz. [4]. 0

Poznamenejme, ze pro linearni regresni model s nahodnymi nosi¢i mtzeme
obdobné vysledky nalézt v [3].

5 Modifikace Whiteova testu

Dukazy v této kapitole vyzaduji o trochu ptisnéjsi pozadavky na vysvétlujici
proménné. Doplnme tedy predpoklady z oddilu 3.
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Predpoklady 5

e Jsou splnény Predpoklady A

o sup |z = O(1).

ije{1,2,...,n}

Se zajimavou myslenkou, jak testovat homoskedasticitu disturbanci v li-
nearnim regresnim modulu pfi pouziti klasickych nejmensich ¢tvercu prisel
H. White (viz. [7]). Jeho ndpad spo¢ivé v tom, Ze porovndme dva odhady ma-
tice 02@Q), konkrétné odhady £ >0 | r2(3EIM)Q, a L Y1 r2(BESM)gT z,.
Podobny "trik” mizeme pouzit i v pfipadé nejmensich vazenych ctverct.
V tomto ptipadé ptijde o dva rtizné odhady matice o2 - @, kde jsme oznacili

Dale ozna¢me

. 1 i—1 LW S
-1 (5 (e

n

~ R ~ 1 ki—1 A now
Vi = ai,n-Qn, Vo = - sz (T) rf (ﬁ(LWS’ ’ ))xlaczT
i=1

Pro odhady Effum, Via Vs plati nasledujici tvrzeni.

Lemma 5.1. Necht plati Predpoklady B. Ddle necht w je néjakd vihovd funk-
ce. Potom

pron — oo.

Dale pak

~ P © P
Vi — ang a Vo — ang, pron — oo.

DUKAzZ. PouZijeme-li vztah (4) snadno dostédvame

~92 o
Uw,n -

n

% irf (B(LWS,n,w)) Zu?é"’z)l {7“1-2 (B(LWS,n,w)) <3 (B(LWS,n,w))}

7 \/n-konvergenci 3(EWS:mw) 3 Lemmat 3 a 10 z [4] dostavame (podrobnéjsi
postup pii tpravé obdobnych vyrazi viz. [4])

1 n n "
612“" = Ze? Zu?é 21 {e? < u?_%} + 0p(1). (5)
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, e ~(n,2 , . o
Néhodné veliciny e? ), wén’ T {e? <u?_, }, i=1,2,....n jsou nezavislé
n

(viz. Lemma D.1), stejné rozdélené a plati

n n
(X erorfe =i ) - S (ar{a <)) -
221 3 n

Var (ef zn:u?é"’ml{e? < u ) ( z": (m 4)1{6 < u?_e}> <
= ,

E ;) (7)

52

Ze vztahu (5) — (5) pak jiz vyplyva 7e & konverguje v pravdépodobnosti
k Ufu.

Konvergence Vi v pravdépodobnosti k 02 - Q je nyni pfimym disledkem
dokazané konvergence 62 ,, a predpokladu hm Q. =Q.

,n

Konvergence Viv pravdepodobnostl k o2 - Q se pak dokaze analogickym

postupem jako konvergence &Zhn. 0

Oznac¢me nyni

Vis = TikTil s=1,...,p(p+1)/2; k=1,...,p;l=1,...,p

Vi € Rp(p+1)/2

vektor se slozkami ;5. Déale pak oznacme

B _ IR 2 ki—1 2 [ A(LWS,n,w) ~2 : T
w= >t (=) 2 (8 )= vl
ol T e e CE ) R I

kde ¢isla k; jsou pro vSechna ¢ = 1,2,....n definovana vztahem
7“1‘2 (B(LWS,n,w)) _ 7"(21%) (B(st,n,w)) .

Véta 5.1. Necht plati Predpoklady B. Ddle necht w je néjakd vdhovd funkce
a E(e}) < +oo. Potom

Cp s
L (nDn B! .Dn) — Xﬁ(p+1)/2’
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DUKAZ. Oznaéme

2

1 I
s asarara <} v

7 \/n-konvergenci 3(LWSmw) 3 Lemmat 3 a 10 z [4] dostavame (podrobnéjsi
postup pii tpravé obdobnych vyrazi viz. [4])

VD, = VADS + 0,(1). (8)

p(p+1)

Ukézeme, ze \/n DO mé asymptoticky rozmérné normalni rozdéleni

s nulovou stiedni hodnotou a kovarlancm matici E (Bg) Staci kdyz uka-

. . p(p+1) oy . .
Zeme (viz. Lemmatu D.2), 2 mé ndhodna veli-

¢ina \/ﬁnTﬁg asymptoticky normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou

a rozptylem n” BInT. Vyuzijeme-li opét, ze nahodné veliciny €2 >}, zbén’Q)

I {e% <u?_, }, i=1,2,...,n jsou nezavislé (Lemma D.1) a stejné rozdélené

dostavame

E (\/ﬁnTbﬁ) =0

Var (\/ﬁnTD?J =E (\/ﬁnTﬁﬁ)Q —E (nTB?mT) :

Uvédomime-li si, ze jednak pro vSechny w € Q je >, u?énA)I {e% < u?_ﬁ}
< 1, na druhou stranu ale diky vlastnostem vahové funkce w a skuteénogti,
7e f(z) > 0 pro véechny z € R také existuje v > 0 tak, ze pro viechny n € N

je E (61 S W n A1 {e% <u?_, }) > ~, miizeme pro ndhodné velic¢iny
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ovérit platnost Feller-Linderbergovy podminky a podle Centralni limitni véty
(viz. napf. [6]) tedy plati

T 150
e M — N(0,1) (9)
E (w7 Bo7)

Konecné opét z v/n-konvergenci 3EW5mw) 3 Lemmat 3 a 10 z [4] dostdvame
(podrobnéjsi postup pii tpravé obdobnych vyrazt viz. [4])

By = B2+ 0,(1) (10)
a pouzijeme-li obdobny postup jako v dikazu Lemmatu 1 dostvame
B L E (Bg) pron — oo. (11)

Ze vztaht (8) — (11) jiz plyne tvrzeni véty. 0

6 Shrnuti

V oddile 4 jsme vidéli, Ze za urcitych predpokladi (Predpoklady A) je odhad
metodou nejmensich vazenych ¢tverctt (LWS) y/n-konzistentni, asymptoticky
norméalni a muzeme odvodit jeho asymptotickou reprezentaci. Jestlize déle
pfipomeneme, Ze jde o odhad s potencidlné vysokym bodem selhdnim (vice
viz. napf. [3] nebo [4]), je patrné, ze LWS jsou metodou, jejiz vyuziti mize
byt pri regresni analyze dat pfinosné. Chceme-li ji vSak korektné pouzivat,
nemuzeme se vyhnout ovéfovani zakladnich predpokladi. V oddile 5 jsme
pro LWS odvodili modifikaci jednoho z test heteroskedasticity disturbanci
pouzivaného pro ”klasické” nejmensi ¢tverce (LS), totiz Whiteova testu. Po-
dobné jako v pripadé "klasického” Whiteova testu mtzeme ocekavat, ze nami
odvozena modifikace nebude citlivd pouze na poruseni homoskedasticity, ale
i dalsich predpokladi. Déle je tfeba také poznamenat, ze u LWS, jakozto
robustniho odhadu oc¢ekavame urcéitou ”odolnost” vici poruseni zakladnich
predpoklada. Pravé v pripadé pozadavku na homoskedasticitu distubanci se
ukazuje, ze LWS se s ur¢itou mirou heteroskedasticity dokazi pomérné dobie
vyrovnat. To je disledek faktu, ze v pfipadé LWS minimalizujeme soucet va-
zenych rezidui a pravé toto vazeni ndm muize pomoci vliv heteroskedasticity
disturbanci potlac¢it. Nami navrzena modifikace Whiteova testu pak vlastné
vice nez heteroskedasticitu ”puvodnich” disturbanci testuje heteroskedasti-
citu ”zvazenych” disturbanci. Na jednu stranu musime byt tedy opatrni pti
interpretaci vysledku tohoto testu vzhledem k ”pavodnim” disturbancim, na
druhou stranu takto postaveny test ndm muze podat relevantni informaci,
pokud jde o vhodnost pouziti LWS.
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Dodatek

Lemma D.1. Necht {1 and (s jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny a u > 0. Potom
G- I{|G] < u} a GI{|2| <u} jsou opét nezdvislé ndhodné veliciny.

DUKAZ Provedeme piimy vypodcet. Necht a; and as jsou redln4 céisla. Potom

PG H|G] <u} <ar, G- I{|G] <u} <az) =
= P(—u < (1 <min{ay,u}, —u < ¢z < min{az, u})
= P(—u < G- < min{ay, u}) - P(—u < (- < minfay, u}) =
= P(G - H|G] <u} < a1) - P(G - I{|G] <u} < as).

O

Lemma D.2. (Stépdn (1987), page 166, I1.7.26) Ndhodny vektor (Y1,...,Y,)
md n—rozmeérné normdini rozdeleni s kovariancéni matici I' prdvé tehdy, kdyz
ndhodnd velicina YTt md pro vSechny t € R™ normdlni rozdéleni s rozpty-
lem t"Tt.
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METODA BOOTSTRAP

Zuzana Praskova

Klicovd slova: Bootstrap, wild bootstrap, blokovy bootstrap.

Abstrakt: V tomto ¢lanku jsou shrnuty zakladni vlastnosti metody boot-
strap. Je popsan klasicky pristup zalozeny na nezavislych stejné rozdélenych
nahodnych veli¢inach a také modifikace této metody pro ¢asové rady.

1 Zakladni myslenka metody bootstrap

Metoda bootstrap patii mezi tzv. intenzivni pocitacové metody pro statis-
tickou analyzu dat. Prvni ¢ldnek o bootstrapu [4] vyvolal velky ohlas a brzy
po jeho zverejnéni byla publikovana fada dalsich teoretickych i simulac¢nich
studii, které mély za cil zkoumat pouziti, i¢innost a spolehlivost této metody
v nejruznéjsich aplikacich.

V tomto ¢lanku uvedeme zékladni vlastnosti metody bootstrap a zminime
se i o souCasnych trendech.

Uvazujme nezavislé stejné rozdélené (iid) nadhodné veli¢iny Xi,..., X,
jejichz distribuéni funkce F' neni blize specifikovana. Necht 6 = (F') je néjaka
charakteristika rozdéleni; je to pro nas neznamy parametr, ktery ma byt
odhadnut na zdkladé realizace ndhodného vybéru.

Necht T;, = T,(X1,...,X,) je statistika pro odhad parametru 6, necht
R, = R,(X1,...,X,) je jeji vhodné standardizovand verze, napf. R, =
/n(T,, — ), nebo néjaka jeji funkce. Necht

znaci distribu¢ni funkeci statistiky R,,.

Explicitni odvozeni rozdéleni H,, i vypocet ¢iselnych charakteristik mohou
byt v jednotlivych pripadech znac¢né obtizné, ¢i dokonce analyticky neprovedi-
telné a to i tehdy, kdyz je distribu¢ni funkce F' zndma. V takovém piipadé (pii
znédmé distribuéni funkei) lze postupovat metodou Monte Carlo, generovat
dlouhou sérii nezavislych ndhodnych vybért z rozdéleni s danou distribu¢ni
funkei (tj. mnohokrat uméle opakovat experiment), pro kazdé opakovani spo-
¢itat hodnotu prislusné charakteristiky a jeji skutecné rozdéleni aproximovat
empirickym rozdélenim ziskanym z fady takto umeéle ziskanych hodnot.

Je-li skutecnd distribucéni funkce F' neznamaé, coz je mnohem castéjsi pri-
pad, je mozné aproximovat H,, asymptotickym rozdélenim, které lze odvodit
na zakladé limitnich vét teorie pravdépodobnosti. Presnost takové aproxi-
mace vSak je ovlivnéna a omezena poc¢tem pozorovani, kterd jsou skutecné
k dispozici.

Metoda bootstrap nabizi feseni, které kombinuje tzv. substitucni princip
a metodu Monte Carlo.
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Vysvétleme nejdiive substituéni princip. Necht F,(x) je néjaky odhad
distribu¢ni funkce. Nejcastéji se uvazuje empiricka distribuéni funkce zalozena
na ndhodném vybéru Xq,..., X,, tj.

Fo(z) = %ZI[Xi <z,

kde I[A] znadi indikdtor mnoziny A. P¥i danych hodnotéach X;,..., X, je F,
zndmd funkce.

Necht X7, ..., X} je nezavisly ndhodny vybér z F,,, tj. pfi danych pozoro-
véanich Xy,..., X, jsou X{,..., X} (podminéné) nezavislé, stejné rozdélené
nahodné veli¢iny, z nichz kazda nabyva hodnot Xi,..., X, s pravdépodob-
nosti % Soubor X{,..., X} se nazyva bootstrapovy vybér. V dalsich tvahach
puvodni vybér nahradime bootstrapovym vybérem a neznamou distribu¢ni
funkci F' zndmou distribucni funkci F,. Dostaneme parametr 0* = 6(F,)
a statistiky " = T, (X7,..., X)) a R, = R (X7,..., X}, Fp).

Nyni miizeme definovat charakteristiky jako

E'T) = /Tn(acl, coy Zp)d(Fp (1) .. Fp(2n)),

varT* = /[Tn(xl, ) = BT 2d(Fo(21), . .. Fo(an)
a distribu¢ni funkci

H*(z) = P*(Ru(X},..., X5, Fy) < 2)
= P(Ro(X], ..., X} Fy) < 2|X1,..., Xn);

jsou to tzv. teoretické charakteristiky a teoretickd distribucni funkce ziskané
metodou bootstrap.
Rekneme, ze H je konsistentni odhad H,, jestlize

p(H;, H,) — 0 pi n — oo

v pravdépodobnosti (slabd konzistence) nebo skoro jisté (silna konzistence),
kde p je néjaka metrika na prostoru distribu¢nich funkeci. Nejcastéji pouzivané
metriky v tomto ptripadé jsou supremdlni metrika

Poo(G, H) = i}éﬁlG(x) — H(z)|

nebo tzv.Mallowsova vzdalenost, které je pro distribu¢ni funkce G a H z ro-
diny distribu¢nich funkci s koneénymi r—tymi momenty definovana predpi-
sem

(G H) = inf (E|X = Y|")/"
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kde 7x,y je mnozina vsech moznych sdruzenych rozdéleni vektorta (X,Y), je-
jichz marginalni rozdéleni jsou G a H. O vlastnostech Mallowsovy vzdalenosti
a souvislosti s konvergenci v distribuci ndhodnych veli¢in viz napt. [2].

Konzistence bootstrapovych charakteristik se definuje pfirozenym zpu-
sobem. Rekneme napi., ze var *T* je konzistentni odhad rozptylu var T,
jestlize

var T, /varT,, — 1 pfin — oo
bud v pravdépodobnosti nebo skoro jisté.

Pro praktické pouziti jsou teoretické bootstrapové charakteristiky vhodné

jen v pripadé, ze jsou explicitnimi funkcemi pozorovani Xy, ..., X,,. Pfesné
stanoveni bootstrapového rozdéleni by vyzadovalo provedeni vsech n™ moz-
nych vybéru s vracenim z populace pozorovanych hodnot X,..., X,,. To je

vsak uskutecnitelné jen pro vybéry o malém rozsahu. I kdybychom se omezili
jen na vzajemné rtuzné vybéry, mame takovych vybéra stale jesté (Q”n_l), co%
jiz pro n = 10 je hodnota 92 378.

Nejcastéji se proto na bootstrapovy vybér X7,... X" a zndmou distri-
buéni funkci F), aplikuje metoda Monte Carlo, kdy se mnohokrat (B-krat)
generuje nezavisly ndhodny vybér z rozdéleni F),, pfi kazdém opakovani se
spoctou hodnoty T}, R a z nich se stanovi aritmeticky primeér. Dostaneme
tak bootstrapové odhady ptuvodniho rozdéleni a ptivodnich charakteristik.

Napft. bootstrapovy odhad rozptylu 7;, dostaneme tak, ze opakujeme ne-
zavisly nahodny vybér z rozdéleni F,, celkem B—krat a spo¢teme vzdy hod-
notu statistiky 7};. Dostavame tak hodnoty T} ,,..., T} g, ze kterych spo¢-

teme
1& 1 & ’

b=1

Podobné odhadneme distribuéni funkci statistiky R,, jako

B

TTx 1 * *

Hy(z) = 5 > KRu(X{y, ... X}y Fa) < 2},
b=1

kde {X7,,..., X ,},b =1,..., B, jsou nezdvislé¢ vybéry z F,,. Pro nékteré
ucely se lépe hodi histogram pofizeny z hodnot R,.

1.0.1 Priklad. Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni se stfedni
hodnotou y a rozptylem 2. P¥irozenym odhadem parametru § = e* je sta-
tistika T, = eX, kde X,, je vibérovy primér. Zabyvejme se odhadem smé-
rodatné odchylky s, = v/varT,.

V pifpadé, ze X; ~ N(u,0?), ma statistika T), logaritmicko-normalni
rozd€leni s parametry p a %2, tedy

Sp = [62“4_“”_'2 (eaw_r2 - 1)} . (1)
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n Sn :Svn Shoot
50 | 9,760 | 9,798 | 10,492
200 | 4,407 | 4,384 | 4,484
500 | 2,731 | 2,736 | 2,748

Tabulka 1: Porovnani odhadt smérodatné odchylky T, = eX”; Sn, Sp, T€SP.
Shoot znaci skute¢nou, simulovanou, resp. bootstrapovou smérodatnou od-
chylku.

V tabulce 1 jsou porovnény odhady skuteéné hodnoty s, ze vzorce (1) pro
riizné rozsahy ndhodného vybéru z normalniho rozdéleni (3, 9) jednak me-
todou Monte Carlo, tj. opakovanim nédhodného vybéru Xi,..., X, jednak
metodou bootstrap. Hodnota s, je hodnota spo¢tend metodou Monte Carlo
z 10000 opakovani ndhodného vybéru N (3,9) o rozsahu n. Hodnota spoor
zna¢i priamérnou hodnotu bootstrapového odhadu zalozeného na B = 500
realizacich bootstrapového vybéru o rozsahu n spoctenou pro 10000 simu-
la¢nich experimenta.
Déle se zabyvejme odhadem distribu¢ni funkce statistiky

R, = v/A(T, — 0) = Va(e*" — e). (2)

Predpokladame-li stéle, ze X; ~ N(u,0?), zjistime snadno, ze R, ma
distribuéni funkci
vn

Hy(x) = ((1n( = +e) =) L7) (3)

a hustotu

vn x
hp(x) = ———— ( In(— +¢*) —
(z) U(ac—i—eu\/ﬁ)s(J (n<\/ﬁ+e )= n)
kde @ a ¢ znadi distribu¢ni funkei a hustotu N (0, 1).
Pokud bychom rozdéleni ndhodnjch veli¢in X7, ..., X,, neznali, mohli
bychom se pokusit nalézt asymptotické rozdéleni. Z Taylorova rozvoje do-

staneme, ze

r

R, = \/ﬁ(efn — @u) = \/ﬁ(yn - :u)elt + O;D(l)7

tedy R, mé asymptoticky normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou
a rozptylem e?#a?2.

Dalsi z moznosti je pouzit bootstrap. Necht X7,..., X je bootstrapovy
vybér pofizeny z pozorovani Xi,...,X,. Potom X{...., X jsou iid, pro

které plati
1< — -
E*Xf=u"== X:Xn; Xi = 2% = — Xi*Xn27
1= M n; J var A, =0 Z( )

a bootstrapova statistika je

R, = V(T = 0") = Va(e¥h =) = yn(e¥i — ). (5)
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x10°

-800 -100 0 100 200 300 400
Obréazek 1: Hustota statistiky /n(e~X» —et) : skuteéné (tucna ¢ara), asympto-
ticka (slabé ¢ara) a bootstrapova (histogram).

Na obrazku 1 je znézornéna hustota skuteéného rozdéleni statistiky (2)
spo¢tend podle (4) pro ndhodny vybér o rozsahu n = 100 z normalniho
rozdéleni N (3,9) (silnou ¢arou), hustota asymptotického normélniho rozdé-
leni (slabou ¢arou) a histogram odpovidajici bootstrapové statistiky (5) pro
B = 10000 bootstrapovych vybéra.

Uvahy, které jsme dosud provedli, se daji zobecnit na vicerozmérny pii-

pad. Jsou-li Xy,...,X,, nezavislé stejné rozdélené ndhodné vektory s distri-
buéni funkci F, lze spocitat empirickou distribucni funkci a definovat boot-
strapovy vybér X7i,..., X} jako nezavisly nahodny vybér z rozdéleni s touto

empirickou distribuéni funkci. Bootstrapové odhady lze potom definovat zcela
analogicky jako v jednorozmérném priipadeé.

2 Vlastnosti bootstrapovych aproximaci

2.1 Presnost aproximace rozdéleni

Teoretické vysledky zkoumajici presnost bootstrapové aproximace rozdéleni
jsou zaloZeny na centralnich limitnich vétach a jejich zpfesnénich pomoci
Berryovy- Esséenovy nerovnosti a Edgeworthova rozvoje pro normované, pri-
padné studentizované statistiky. Zakladni vysledky lze nalézt v pracech [16],
[2], [1], [7], jejich shrnuti napt. v [15].

Uvedme nejprve zakladni vysledky tykajici se vybérového primeéru. Uva-
zujme distribuc¢ni funkce vybérovych statistik a jejich bootstrapové verze
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— %

Hy(z) = P(Vn(Xn —p) <), Hi(z) =P (Vn(X, —p") < 2),

Ho(n) = PVt <), Hy) = P (Vate <o),

kde p, o2 jsou stiedni hodnota a rozptyl a p* = X, a o?* = 237" (X, —
X,,)? jsou piislusné bootstrapové protéjsky. Potom lze zformulovat nésledu-

jici velmi dulezité tvrzeni.

2.1.1 Véta Necht X1,...,X,, jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné ve-
li¢iny s distribuc¢ni funkci F.

(i) Jestlize EX? < oo, potom

poo(Hyy, Hy) Ll 0.

n—oo

(i) Jestlize EX{ < oo, potom

Tm Vnpos (Hy, Hy) _ var(X; —p)? s.j.

n—00 loglogn 202\/27e

(iii) Jestlize F|X1|> < oo a F je fesetovita, tj. existuji konstanty c, h takové,
ze Y ro . P(X1=c+kh)=1, potom

T Tr%  Tr h
nh_{rgo \/ﬁpoo(HrmHn) = ﬁ

s.j.

(iv) Jestlize E|X|® < oo a F neni fesetovita, potom

Vpoo (HZ, Hy) =222 0.

n—00

Diikaz. Viz [16].

Tvrzeni (i) je dikaz konzistence pro nestandardizované statistiky, tvr-
zeni (ii) udéva rychlost této konvergence. Tvrzeni (iii) a (iv) udavaji rychlost
konvergence bootstrapové aproximace rozdéleni standardizovaného vybéro-
vého prumeéru. Porovnejme ji s rychlosti aproximace normalnim rozdélenim.
Ta je pro fesetovita i nefesetovita rozdéleni podle Berryovy-Esséenovy ne-
rovnosti fadu O(n*%) a neda se zlepsit. Pro nefeSetovitd rozdéleni je tudiz
podle (iv) bootstrapova aproximace lepsi.

Dale uvedme podobné vysledky pro hladké funkce vybérového priiméru.
Lze totiz ukazat, ze mnoho vybérovych statistik je mozno prepsat jako funkci
vybérového priméru néjakych ndhodnych vektort.



Metoda bootstrap

Méjme nezavislé stejné rozdélené p-rozmérné ndhodné vektory Xy, . ..
s distribuc¢ni funkci F', se stfedni hodnotou p a varian¢ni matici 3. Dale
uvazujme funkci g z RP do R, Vg(x) := I(x) necht je gradient g spocteny

v bodé x. Oznac¢me
s? =" (p)Z(p), s =11 (p)Z (),

n)v 5721* = ZT(Yn*)E:zl(Yn*)v

a

S2 =1T(X,)Z.1(

n

kde

Nyni uvazujme distribuc¢ni funkce statistik

Hn(z) = P(v/n(9(X,) — g(p)) < ),
H;(z) = P*(v/n(9(X,,) — g(u™)) < ),

(@) = P(vt D9 o) ) = pr (e <)

(@) = Pyt 9 0 ) = pr(meEoae) < ),

n

2.1.2 Véta Necht Xq,...,X,, jsou #d p-rozmérné vektory se stfedni hod-

notou p a varianéni matici ¥. Nechf ¢ je funkce z R? do R.

(i) Necht E||X1[|? < oo, necht g je spojité diferencovatelna v g a I(p) # 0.

Potom _
poo(H Hy) —2L 0.

n—oo

(i) Necht E||X4||®> < oo, necht pro charakteristickou funkci ¢(¢) ndhod-
ného vektoru X plati |¢(¢t)] < 1 pro t # 0. Necht g je tiikrat spojité
diferencovatelnd na okoli p a I(u) # 0. Potom pro distribuéni funkce

standardizovanych statistik plati

\/ﬁpm(ﬁ;a ﬁn) =l 0.

n—oo
Pro distribuc¢ni funkce studentizovanych statistik plati

\/ﬁpm(ﬁ;v ﬁn) D 0.

n—oo

Dikaz. Viz [1].
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2.2 Redukce vychyleni odhadu bootstrapem

Necht X7,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni s konecnou stfedni hodnotou
u a rozptylem 2. Nechf g je spojita funkce, takova, ze E |g(X,)| < oo;
uvazujme parametr § = g(u). Vime, Ze vybérovy primér X,, je nestranny
a konzistentni odhad parametru p, tj. E X, = pa X, — u skoro jisté. Potom
(X)) — g(u) skoro jisté, tj. g(X,) je konzistentni odhad g(u), ale obecné
je vychyleny, nebot Eg(X,) # g(u), pokud ¢ neni linearni.

Studujme velikost vychyleni b,, = Fg(X,,)—g(11). Nadale predpokladejme,
ze g je dostatecné hladka funkce a X; maji kone¢né momenty takového radu,
ze plati Taylortiv rozvoj

o)~ (1) = (o= 109/ () + 5 (K = " () + Bus (6)

kde ER,, = O(n™?2) (viz napf. [5, kap. 5.4]). Oznac¢ime-li

B, = %%g”(u)a
potom
bo = B(9(X0) — (1)) = 5 g (1) + O(n2) = By + O(n2) = O(n ™).

Nyni uvazujme bootstrap. Je-li X7,..., X bootstrapovy vybér, potom bo-
otstrapové verze (6) je

o)~ oK) = (X~ Xy (K) + 5 (K~ K" (Ko) + B,

kde diky silnému zakonu velkych ¢isel plati E* R}, = O(n~?2) skoro jisté. Pro
bootstrapové vychyleni b* = E*g(X,) — g(X,) tak méme
* — 1 OA<2

E*(9(X,) = 9(Xn)) = 59" (Xn) + O(n™?) ..

Z dalsiho Taylorova rozvoje dostaneme g”(X,,) = g” (1) + 3 (X, — ) g"" (1) +

R, a odtud spocteme

n

Eb}, = E(2—7112 > (i = Xu)2g" (1)) + O(n?) = B+ O(n"2).

J=1
Uvazujme nyni misto odhadu g(X,) jeho opravu g(X,) — b%. Vychyleni
tohoto opraveného odhadu je
Elg(Xn) = by] = g(u) = b, — EV],
=B, +0(n %) —B,+0n?) =0(n?),

coz je ve srovnani s b, fadoveé lepsi vysledek.
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odhad | B, | redukce (%) | rmse
020 | 5,186 25,821 19,675
65, |-1,011 5,034 14,712
050 | 1,863 9,275 9,941
6c, |-0,145 0,721 8,893
f100 | 0,940 4,682 6,514
B0 | -0,041 0,207 6,195

Tabulka 2: Redukce vychyleni odhadu T, = eX» metodou bootstrap.

V tabulce 2 jsou uvedeny vysledky simulac¢ni studie, ktera srovnava vy-
chyleni b, = Ean — 0, kde 0 = Ae“,é\nA = e%n, a vychyleni opraveného od-
hadu 05 = 6,, — b}, kde b}, = E*0;, — 0,,, v zavislosti na rozsahu ndhodného
vybéru. Nahodné vybéry byly generovany z normalniho rozdéleni A (3,9),
skutecna hodnota 6 = 20, 086. Pro kazdy vybér o rozsahu n bylo generovano
500 bootstrapovych vybért. Ve sloupci B,, je uveden vzdy rozdil odhadnuté
a skutecné hodnoty, ve sloupci redukce je podil uz"‘, ve sloupci rmse od-
mocnina ze stfedni kvadratické chyby pro 10 000 simulac¢nich experimentt
(pfevzato z [18]).

2.3 Intervaly spolehlivosti

2.3.1 Studentizované intervaly spolehlivosti. Oznac¢me jako @L od-
had parametru 6 a uvazujme studentizovanou statistiku

0, — 06
R =
n Sn
a jeji bootstrapovy protéjsek

Je-li H,, distribu¢ni funkce R,, a 7, je pfislusny p—kvantil, potom interval
spolehlivosti pro @ s koeficientem 1 — « je

(Hn - 71—%Sn7 On — V%Sn)-
Bootstrapovy interval spolehlivosti je
(9n - ’ﬁ—% Sny On — ’Y% Sn)a

kde v, je p—kvantil distribuéni funkce Hy; statistiky R}, spocteny jako v, =
R’("[B ) tj. vybérovy kvantil spoc¢teny z uspoiradaného vybéru R’("l), ceey RZ‘B).
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skute¢ny (5,4634; 30,4683)
asymptoticky | (9,7289; 33,3495)
hybridni | (5,3061; 30,6002)
percentilovy | (12,4691; 37,7722)

Tabulka 3: 95%—ni intervaly spolehlivosti parametru e* pro vybér o rozsahu
100 z N (3,9), pouzito 10000 bootstrapovych vybéri.

Lze ukazat [7, kap. 3 a 5], Ze takto sestrojené intervaly pokryvaji ne-
znamy parametr s presnosti, ktera je lepsi nez klasické intervaly vyuzivajici
asymptotickou normalitu statistiky R,,. Nevyhodou tohoto postupu je velky
pocet vypocetnich operaci. Bootstrapovy odhad S} totiz vétsinou hledame
metodou Monte Carlo; k tomu potfebujeme B; bootstrapovych vybéri. Dal-
Sich By vybéru potfebujeme pro odhad kvantili, tedy celkem B; - By vybéru.
Je-li By = 200 a By = 1000, budeme potfebovat 100000 bootstrapovych
vybéri.

2.3.2 Percentilové intervaly. Tato metoda pocitd intervalovy odhad pa-
rametru ¢ pomoci kvantili distribu¢ni funkce nestandardizované statistiky
0%, tj. z distribuéni funkce G} (x) = P*(0; < z). Dostaneme intervalovy

odhad o o
*—1 *—1
(G(3) ata-3)

Tato metoda se hodi v pripadé, Zze neznamy parametr je kvantil distribu¢ni
funkce uvazovaného nahodného vybéru.

~

2.3.3 Hybridni intervaly. Je-li H,(x) = P(y/n(6, —0) < x), je interval
spolehlivosti pro @ s koeficientem 1 — «

~ 1
<9n —C1-g ﬁ’
kde ¢, je p— kvantil distribu¢ni funkce H,,.
Je-li Hy,(z) = H:(z) = P*(v/n(0; — 6,,) < ), miiZeme misto nezndmych
kvantili ¢, uvazovat odpovidajici kvantily c; distribuéni funkce H, a potom
dostaneme interval spolehlivosti

an_c%%),

~ 1 o~ 1
(971*017%%, Qn*C%%)

V tabulce 3 jsou pro ilustraci uvedeny intervaly spolehlivosti pro para-
metr § = et z prikladu 1.0.1. Skutecné intervaly jsou zalozeny na kvantilech
distribuéni funkee statistiky R,, = v/n(eX» — eH).

Vice podrobnosti o konstrukei intervalovych odhadt lze nalézt napt. v kni-
ze [15].
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2.4 Neékteré vypocetni aspekty

2.4.1 Volba poé¢tu bootstrapovych vybéri. Soucasné pocitace jsou
dostatecné rychlé, abychom ve vétsiné pripadu mohli zvolit poc¢et opakovani
bootstrapovych vybértt B mnohem vétsi nez rozsah n. Vétsi pocet opakovani
vsak Casto neprinasi dalsi podstatné zlepseni nasich vysledkt. Chyba aproxi-
mace metodou Monte Carlo, kterou pouzivame pro pofizeni bootstrapovych
statistik, by vsak méla byt zanedbatelna vzhledem k chybé teoretického bo-
otstrapového odhadu.

Zabyvejme se dvéma zakladnimi okruhy problému, totiz odhady rozptylu
a odhady distribu¢ni funkce (podrobnéji viz [15, kap. 5.4]). Ozna¢me

B 2
@Trj = %Z < ':,b Z ) - Uboot (7)
b=1

Lze ukazat, Ze pro bootstrapovy koeficient variace pro 55) ot = ’U}E) o+ DIi-
blizné plati

* o B
Var Shoot 1

E*Sboot - \/@’

kdyz se zanedba bootstrapovy koeficient Sikmosti. Potom pro pozadovanou
miru variability ¢ je B = %0*2, napi. pro ¢ = 5% je B = 200. Ukazuje se,
Ze pro varian¢ni odhady typu (7) se pfesnost pfili§ nezlepsi velkym poctem
opakovani, tj. zvétsovanim B. Obecné se pro odhady momenttt doporucuje
volit B mezi 200-600, podle jinych doporuceni vsak staci jen 50-200.

c=CV" (Sboot)

Distribu¢ni funkci H,, statistiky R, odhadujeme jako

H* ZI{Rn Xl Xppo ) S a} = Hip ot (). (8)

Podle [15] je asymptoticka chyba metody Monte Carlo
pOO(Hboot7H ) =€p + B! loglog B,

kde €, = poo(Hp, H) je chyba bootstrapové aproximace. Ma-li byt chyba
Monte Carlo zanedbatelnad vzhledem k en, méli bychom volit B tak, aby
B~ 'loglog B = o(e2). Pokud ¢, = Op(n~1), je mozno volit B = n?loglogn.
Pro n = 30 tak dostaneme pfiblizné B ~ 1100 opakovani. Obecné pro od-
hady kvantili a distribu¢ni funkce se doporucuje B = 1000 jako miniméalni
hodnota.

2.4.2 Redukce poctu operaci. Existuje celd fada postupu jak zefek-
tivnit a urychlit bootstrapové vypocty. Zminme nap¥. rovnovdzny bootstrap,
podle kterého lze B bootstrapovych vybéri poridit nasledujicim postupem.
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Nejprve se kazdé pozorovani zkopiruje pravé B—krat; dostaneme posloupnost
délky nB. Nyni se provede ndhodna permutace na prvky této posloupnosti.
Prvky s poradim 1,...,n této zpermutované posloupnosti tvori bootstra-
povy vybér X7 ,,..., X} 1, prvky s pofadim n + 1,...,2n bootstrapovy vy-
bér X{,,..., X} 5, atd, prvky s pofadim (n —1)B +1,...,nB bootstrapovy
vybér X7 p,..., X} 5.

Dalsi uzivané techniky Monte Carlo pro bootstrap, napt. importance re-
sampling, jsou popsany v [7] a [15].

2.4.3 Odlehla pozorovani Odlehla pozorovani mohou ovlivnit bootstra-
pové vypocty. Je-li mezi hodnotami Xi,..., X, jedno odlehlé pozorovani,
potom pravdépodobnost, Ze nebude obsazeno v bootstrapovém vybéru, je
(1- %)", coz pro velka n bude pfiblizné e~ !, tj. asi 37%. Ukazuje se ale, ze
histogram hodnot bootstrapovych primeéri 72 neni prilis citlivy na pritom-
nost odlehljch pozorovani. Naopak histogram statistiky Y; — Y;(k), kde

1 n—k
X k)= —r > Xy
i=k+1
je bootstrapova verze k-useknutého vybérového prumeéru, je velmi citlivy na
odlehla pozorovani a pritomnost takovych pozorovani se projevi v tom, Ze
histogram statistiky X, (k) nebude unimodélni. Statistiku X, — X (k) lze
uzit k detekci odlehljch pozorovani. Teoretickd zdtivodnéni lze nalézt napft.
v ¢lanku [17].

2.5 Meze pouzitelnosti metody bootstrap

V predchozich odstavcich jsme se pokusili vysvétlit nékteré prednosti metody
bootstrap, zejména schopnost redukovat vychyleni odhadt a zpfesnovat roz-
déleni statistik a tedy i pfesnost pokryti neznamych parametri konfidenénimi
intervaly pro pivotalni, resp. studentizované statistiky. Od r. 1979, kdy vy-
gel zékladni ¢lanek o bootstrapu [4], byla teoreticky zkoumana pouzitelnost
a konzistence metody bootstrap v mnoha nejraznéjsich statistickych tlohéch.
Obecné teoretické vysledky, za kterych je bootstrap konzistentni, jsou uve-
deny napf. v knize [11].

Zminme se aspon o nékolika prikladech, které ukazuji, ze bootstrap nelze
pouzivat automaticky.

e Pro rozdéleni s nekoneénym rozptylem neodhaduje bootstrap konzis-

tentné rozdéleni hladkych funkci vybérového priméru.

e Bootstrap neodhaduje konzistentné rozdéleni odhadd parametri, které

lezi na hranici parametrické mnoziny.

e Bootstrap neodhaduje konzistentné rozdéleni extremalnich odhadi.
Radu dalsich ptikladf 1ze nalézt napt. v [15]. Pro vétSinu nich lze dokdzat, ze
metoda je konzistentni pro bootstrapové vybéry rozsahu m, pro které == — 0
pri m,n — oo.
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e Jestlize X, nejsou nezavislé, bootstrapové statistiky nedavaji konzis-
tentni odhady parametrt a rozdéleni. V tomto pfipadé je tfeba metodu
bootstrap modifikovat tak, aby bootstrapovy vybér odrazel zavislostni
strukturu.

3 Bootstrap pro zavisla pozorovani

Existuje cela fada modifikaci metody bootstrap pro zavisla pozorovani, které
se lisi tim, jakym zpusobem vyuzivaji informaci o procesu, kterym jsou ge-
nerovana data.

3.1 Bootstrap zavisly na modelu (parametricky)

Predpokladejme, Ze proces, kterym jsou generovana data, je specifikovan az
na néjaké parametry. Nejcastéji pouzivanou bootstrapovou technikou je tzv.
rezidualni bootstrap. Tato varianta se hodi v pripadé, ze data jsou identifiko-
vana jako parametricky model typu AR nebo ARMA, ptipadné jako dyna-
micky regresni model. Predpokladejme napt., ze ndhodné veli¢iny X, ..., X,
se Fidi autoregresnim modelem AR(p)

X=X+ +0pXep+ Vi, t=1,...,n, (9)

kde Y; jsou iid s nulovou stfedni hodnotou a koneénym kladnym rozptylem
o?, Xo,...,X1_, jsou pocateéni pozorovani a jsou splnény predpoklady pro
stacionaritu posloupnosti { X} }. Bootstrap v klasické podobé zde pouZit nelze,
nebot X1, ..., X, nejsou nezavislé. Nezavislé chyby Y; vétsinou nezname, ale
mizeme je odhadnout. Pouzijeme-li konzistentni odhady pro nezndmé para-
metry 31, ..., Bp, potom odhadnuté rezidua se chovaji priblizné jako nezévislé
nahodné veli¢iny. Generovani bootstrapového vybéru potom probihd podle
nasledujiciho algoritmu, ktery lze zobecnit i na ARMA modely.

e Nejprve se odhadnou rezidua }A/} = X; — BlXt,l — = BpXt,p, kde
Bl, e Bp jsou konzistentni odhady parametrii 31, ..., 8.

e Spocte se empiricka distribu¢ni funkce Fj, centrovanych rezidui lf/\} —
Y,, kde Y,, je aritmeticky primér z hodnot }71, e }7” Centrovani je
nezbytné, pokud nemame model s interceptem.

e Generuji se ndhodné veli¢iny Y7*,... Y, které jsou (podminéné pri da-
nych Xi,...,X,) #d a maji distribuéni funkci F,.

e Bootstrapovy vybér, ktery kopiruje strukturu ptvodnich dat je gene-
rovan predpisem

Xi =X/t + BX L, 1Y, t=1...n,
kde se polozi X7, =0,..., X5 =0mnebo X{_ =X;_p,..., X7 = Xo.

Bose [3] dokazal konzistenci této metody a jeji zpfesnéni proti normélni apro-
ximaci pro rozdéleni bootstrapovych odhadid pro parametry 3i,..., 03, me-
todou nejmensich ¢tverct, Praskova [12] rozsifila tento vysledek na hladké
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funkce priiméri jistych vektort a z nich plynouci studentizované odhady. Kre-
iss a Franke [9] dokézali konzistenci metody bootstrap pro tfidu M-odhadi
v modelech ARMA. Prehled dalsich vysledki, zabyvajicich se pouzitim vari-
anty rezidudlni bootstrap v modelech AR a ARMA lze nalézt napt. v [10].

Dalsi pouzivanou metodou je tzv. wild bootstrap. Tato modifikace me-
tody bootstrap byla ptivodné odvozena pro regresni modely s heterogennimi
chybami, napf. [19], [11]. Lze ji v8ak aplikovat i na casové fady v situacich,
kdy je identifikovan parametricky model (napt. ARMA), ve kterém ale nelze
sum modelovat jako posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahodnych
veli¢in. Sem patfi i v soucasné dobé velmi popularni modely s podminénou
heteroskedasticitou (modely typu ARCH, GARCH), nebo autoregresni mo-
dely s ndhodnymi parametry, které maji podobnou strukturu jako modely
ARCH, viz napt. [13], [14], [6].

Uvazujme opét autoregresni model AR(p) definovany v (9), ve kterém
Y; nejsou nezavislé a stejné rozdélené ndhodné veli¢iny. Méjme pozorovani
Xi,..., X, auvazujme odhady autoregresnich parametrii metodou nejmen-
§ich c¢tverct, které jsou vypocetné velmi jednoduché. Vzhledem k obecné
nestacionarité vsak lze obtizné urcit jejich asymptotické rozdéleni. Odhad
rozdéleni metodou rezidualni bootstrap neni v tomto pripadé konzistentni
(napt. [13]).

V pripadé, ze Y; jsou nezavislé nebo slabé zavislé, ale heterogenni, lze
pouzit techniku wild bootstrap, ktery zachovava heteroskedasticitu. Mozné
jsou dvé varianty této metody.

Prvni z nich generuje bootstrapovy vybér na zékladé regrese. Spoctou se
reziduary = Xy — 31 Xe1— - — BpXi—p, kde (1, ..., B, jsou odhady metodou
nejmensich ¢tverci. Déale se generuje novy proces chyb

}/tw:’l"th, t:].,...,’ﬂ,

kde K} jsou #id s nulovou stfedni hodnotou a jednotkovym rozptylem, neza-
vislé na Xy, ..., X,. Potom se generuje bootstrapovy vybér podle schématu

XZJJ:BlthlJr'"Jertherth, t=1,...,n.

Bootstrapové hodnoty se tedy 1idi regresnim modelem s konstantnimi regre-
sory Xy—1,...,X4—p, t=1,...,n.

Ve druhé varianté se generuje proces chyb Y,Y = rn Ky, ¢t = 1,...,n,
stejné jako v regresni varianté, ale bootstrapovy vybér se generuje podle
autoregresniho schématu

Xi4,=0,...,X5" =0,

X=X+ + B X, Y t=1,n,
takze presné kopiruje strukturu zavislosti v ptivodnim modelu. Zde opét
B1, ..., Bp jsou odhady parametrt f1,. .., 5, v ptivodnim modelu AR(p).
_ Lze ukazat, Ze obé tyto varianty konzistentné odhaduji rozdéleni odhad
B1,-..,Bp ziskanych metodou nejmensich ¢tvercl za riznych podminek na
hetroskedasticitu chyb Y;, viz [13], [14], [6].
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3.2 Bootstrap nezavisly na modelu (blokovy)

Necht je k dispozici n pozorovani ¢asové rady X, ..., X, ; predpokladidme,
ze jde o stacionarni posloupnost, ale o zavislostni struktufe nemame zadné
informace.

Bootstrapovy vybér se v takovém pripadé d4 sestrojit nasledovné. Vektor
(X1,...,X,) se nejdiive rozdéli na bloky délky [. Pro n = k-l tak dostaneme
N = k neprekryvajicich se blokt

Y, = (Xla cee aXl)aYQ = (XlJrla cee 7X2l)7 s 7Yk = (X(k—l)l-i-l; . 7Xn)
Jinou moznosti je vytvorit N =n — [ + 1 klouzavych bloki
Yl = (X17 cee 5Xl);Y2 = (X27 cee 7Xl+1); s ;Y’nfl+1 = (anH’l; <. 7Xn)

Dale se provadi nezavisly nahodny vybér s vracenim z populace vektort
Y1,..., Yn. Dostavame tak postupné vektory Y7,Y5.... Za bootstrapovy
vybér potom povazujeme vektor ndhodnych veli¢in

(XF,.. X5 = (Y5, Y5, ... YD),

Existuji i dalsi varianty, jak vytvaret bloky. Dulezité je, ze v bootstrapovém
vybéru je vzdy [ po sobé jdoucich pozorovani, kterd maji stejnou strukturu
jako ptvodni data.

7Z teoretického hlediska, pro dosazeni konzistentnich vysledki, musi byt
délka bloku dostate¢né dlouha, | — oo pro n — oco. Existuji teoretickd odvo-
zeni pro stanoveni optimalni délky bloku (napf. [10]). V praxi vSak nelze podle
téchto teoretickych vysledki vzdy postupovat, nebot teoretické stanoveni
délky bloku zavisi na hodnotach autokovariancéni funkce, kterou nezname.
Vétsinou se tedy délka bloku stanovi tak, ze se fada pozorovani nejdiive
odhadne néjakym parametrickym modelem, ve kterém je teoretickd autoko-
varian¢ni funkce znama, a jeji odhad se potom dosadi do vzorca pro vypocet
délky bloku. Existuji i jiné algoritmy, zalozené na konkrétnich pozorovanich.

Vice o blokovém bootstrapu se lze doéist v Lahiri [10] nebo nap¥. v pra-
ci [8]. Tam je mozno nalézt také dalsi prameny, které zde pro nedostatek
mista neuvadime.
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DETEKCE LINEARNIHO TRENDU
V ROZPTYLU NORMALNIHO ROZDELENI

Lubos Prchal

Klicova slova: Detekce zmény v rozptylu, regrese v L a Lo normé, radioak-
tivni zafeni.

Abstrakt: Tento prispévek je vénovan detekci a odhadu dvou neznamych
bodu zmény, mezi nimiz se rozptyl nezavislych normalné rozdélenych nahod-
nych veli¢in linedrné meéni z jedné konstantni irovné na druhou. V prvni ¢asti
je navrzena vhodné testova statistika, v druhé casti se pak vénujeme porov-
nani Ly a Ly odhadt bod® zmény a parametri rozptylu. Postup je ilustrovan
na realné analyze variability vertikalnich profili radioaktivniho zafeni.

1 Uvod

Studium problematiky detekce a odhadu méniciho se rozptylu norméalné roz-
délenych nahodnych veli¢in bylo motivovano praktickou potfebou analyzo-
vat variabilitu méreni vertikalnich profili radioaktivniho zafeni. Tato data
statistické vefejnosti predstavil na konferenci Robust’98 Hlubinka [2]. Pfi-
pomenme, ze data se méri pomoci meteorologickych balénti vypousténych
ze stanici v Praze-Libusi a stoupajicich do vysky kolem 35-ti km, pficemz
vysledkem méfeni jsou dvojice (x;,y;), ¢ = 1,...,n, predstavujici priamér-
nou intenzitu zareni y; v nadmotské vysce x;. Typicky vertikdlni profil gama
radiace je znazornén na obrazku 1.
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Obrazek 1: Typicky pribéh primérného poctu gama cCastic v zavislosti na
nadmoiské vysce.

Hlubinka [2] podrobné diskutuje jak parametricky tak neparametricky
pristup k modelovani ,trendu® pomoci regresniho modelu Y = m(X )+, kde
X a Y jsou ndhodné veli¢iny odpovidajici nadmorské vysce, resp. intenzité
radiace, m(-) pfedstavuje primérnou radiaci a n ndhodnou slozku mé¥eni.
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Nedostatky navrhovaného parametrického modelu zalozeného na derivaci tzv.
Richardsovy rustové krivky jsou pak odstranény jeho rozsifenim podrobné
popsanym v praci [3].

V tomto prispévku se zaméfime na evidentné se ménici variabilitu mé-
feni radioaktivniho zareni. Odhad rozptylu radiace v zavislosti na vysce
o? = var [Y;| X = z;] zalozime na ¢tvercich rezidui ¢? = (¥; —m(X )) Jejich
prubéh prolozeny jadrovym odhadem

Zz 1:‘]11((z zl)
Yl K(55)

s normalnim jadrem a vyhlazovacim parametrem h zvolenym pomoci kiizo-
vého ovérovani (cross validation) je zndzornén na obrézku 2. Poznamenejme,
ze budeme-li dale mluvit o jadrove regresi, pak budeme mit na mysli nepara-
metricky jadrovy odhad (1).
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Obrazek 2: Typicky priibéh ¢étvercii rezidui o? proloZeny jadrovou regresi
s normalnim jadrem a vyhlazovacim parametrem h = 2, 74.
Pro parametricky popis chovéni rezidui ¢? se jako vhodny jevi linearni
model ve tvaru

e=DpB+e,
kde 0 = (0%,...,02), B = (02,6%)" je vektor neznamych realnych parame-
tra, 0,0 > 0, a regresni matice D = (1 d)nX2 je dana vektorem samych
jednicek 1,41 a vektorem d = (dy,...,d,) definovanym pfedpisem
d; =0, i=1,...,s
T — T
== 2, 1=s+1,...,t,
Tt — Ts
—1, i=t+1,....n

Uvédomme si, ze 3 obecné zavisi na neznamych bodech zmény x4, z:, a do-
dejme, Ze S p0m0c1 uvedeného regresniho modelu odhadneme podminény
rozptyl o? jako 52 = d'ﬁ, kde d piedstavuje i—ty fadek matice D a 3 je
,vhodny*“ odhad neznamych parametri.



Detekce linearniho trendu v rozptylu normalniho rozdéleni 317

2 Testovani modelu

Podivejme se nyni, jak otestovat hypotézu o konstantnim rozptylu proti al-
ternativé, Ze existuji dva body zmény, v nichz se charakter rozptylu méni
v duchu vyse popsaného regresniho modelu.

Nez se dostaneme k samotnému testovani, dodejme, Ze v této ¢asti bu-
deme predpokladat normalni rozdéleni a nezavislost jednotlivych méreni Y;.
Dale predpokladejme, Ze ,sousedni méfeni maji stejny rozptyl“, presnéji, ze
05; 1 =03, j=1,...,0, kde n = |n/2] je spodni celd ¢ast n/2. Uvédomme
si, ze z tohoto predpokladu prirozené vyplyva, ze body zmény s a ¢ jsou suda
cisla.

Pracujeme tedy s ndhodnymi veli¢inami

Yéj—l NN(m($2j—1);Ugj71)a .7: 17"'aﬁa

}/Zj NN<m(12j)70’§j—1)7 Jj= 17"'aﬁa
a chceme testovat hypotézu o konstantnosti jejich rozptylu, tj.
Hli 0?102, VIiE{’JJl,IQ,...,l‘n},
proti alternativé
Ay Fag,xp € {x1, 20, ... 20}, Ts < Ty,
o? =02, x; € {x1,..., 2},
Ti— X
:0—24’2527 Ti € {xs+1,~-~,1't},
Tt — Xg
:02+52, l‘iE{l‘tJrl,...,:L'n}.

Uvazme, ze diky normalnimu rozdéleni veli¢in Y; maji ndhodné veli¢iny

2 2
v, = (Yoj 1 —m(x2;-1))" + (Ya; — m(x2;)) 7 j=1,...,7,
2
exponencialni rozdéleni s parametry J; = agjfl. Nahradme proto neline-

arni regresni model m(z) jeho odhadem m(x) a nezndmy podminény roz-
ptyl agj_l jeho parametrickym odhadem zaloZenym na linearnim modelu
85]-71 =B'dyj—1,j = 1,...,7n. Definujme dale ndhodné veli¢iny

(Yaj_1 — ml(waj—1))” + (Yo; — ilxzy))” _ 035 1 + 03,

Wi = 2 2 ’

ji=1,...,m,

a predpoklddejme, ze i veliciny W; maji diky normélnimu rozdéleni Y; a od-
hadu m(z) metodou nejmensich ¢tvercit exponencidlni rozdéleni, tentokrat
s parametry §; = agj_l = ,Gldgj_1.

Pomoci pravé popsané transformace jsme nejen presli od norméalné rozdé-
lenych Y; k vybéru W; ~ Exp(¢,), j = 1,...,n, ale sou¢asné nasi hypotézu
Hj, resp. alternativu A, muZzeme ekvivalentné piepsat jako hypotézu o kon-
stantni hodnoté parametru exponencialniho rozdéleni
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proti alternativé
Ay: 35t e {1,2,...,70}, 1
9] = 0’27 j =

T2i—1 — X235 i . ~
=2y L T2 j=5+1,....1,
Lof — T25
_ 2 52 . -
=0°+0°, j=t+1,...,n,

kde 5= |s/2] at=[t/2].

Odvozeni testové statistiky T pro tlohu testovani hypotézy Hy proti al-
ternativé Ay vychazi z [4] a [1] a je podrobné popsano v [3]. Na tomto misté
jen uvedme, Ze ji miZzeme vyjadrit vztahem

T Yo VW
L Z?:1 W

plicemz normovaci konstanta I' a konstanty 7; maji v tomto konkrétnim
pripadé tvar

1 u (jfl)(jfz) 1 T2j—1 — T3
nia i—j 5=1 Lot — 28

Lze ukazat, ze testova statistika 7' ma za platnosti hypotézy Hy a pfi
n — oo asymptoticky normaélni rozdéleni, a tudiz

T—-ET
VvarT

ma asymptoticky normované normalni rozdéleni N(0,1), pficemz ET = 1
a rozptyl var T lze vyjadrit vztahem

U:

~ n 2 ~ n 2
L2 R 1
varT:~n 1+ 2]72% —1= i ijf}/]

n+1 B 2 il (i 2 A+l
(Zj:27j) (Zj:Q')’j)

Ze simulaci ilustrujicich rychlost konvergence rozdéleni statistiky U k nor-
malnimu rozdéleni vyplyva, ze asymptotickych vlastnosti lze vyuzit jiz pri
n = 50, podrobnéji viz [3]. V tom piipadé hypotézu Ha, resp. Hy, zamitdme
na hladiné « ve prospéch alternativy As, resp. Ay, jestlize U > u(1 — «), kde
u(a) je 100a%-ni kvantil normovaného normélniho rozdéleni. P¥ipomenme,
Ze testujeme proti jednostranné alternativé ,zvétseni“ variability o 62 > 0,
a proto uvazujeme pouze ,horni* kvantil u(1 — «).

Pfi analyze variability radiace mame k dispozici vybéry s rozsahy n =~ 550,
mizeme tedy bez obav uzit asymptotického rozhodovaciho pravidla, pticemz
dle ocekavani hypotézu H; na hladiné o« = 0,05 jednoznacné zamitame pro
vSechna pozorovani beta i gama castic.
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3 Odhad modelu

V predchazejicich odstavcich jsme ukazali jak otestovat ,adekvatnost®* uva-
zovaného regresniho modelu ¢ = D3 + € a zbyva nam tedy odhadnout jeho
nezndmé parametry; body zmény s a t a slozky rozptylu o2 a 62. Odhad
parametrt provedeme ve dvou krocich. Nejprve pro pevné hodnoty s a t,
1 < s <t <n, odhadneme parametry 3(s,t) jako

n
B(s, t) = arg minz \Il(gl2 — d;,@) = arg min RS(,@(S, t)),
BER? [T BER?
kde ¥ je vhodné zvolena funkce. Ve druhém kroku odhadneme body zmény s
a t tak, abychom minimalizovali ztratovou funkci RS (,8(5, t)), tedy
{?,f} = argmin RS(ﬁ(s,t)).

s=1,....n—1

t=s+1,....n
Tim také dostaneme vysledny odhad 3 pomoci Za (?, tA)

Parametry linedrniho modelu vétsinou odhadujeme metodou nejmensich
Ctverci (dale jen Lo regrese). V nasem piipadé vSak neméme splnén jeden ze
zakladnich predpokladi klasického linearniho modelu, a sice homoskedasti-
citu ndhodné slozky e. ,,Neblahy vliv* heteroskedasticity ndhodné slozky na
odhad parametriu 3 lze omezit uzitim metody wvaZengch nejmensich ctverci
(WLS) s diagonalni matici vah W,,,, tvofenou prvky w;; = 1/72, kde 772
je odhad rozptylu var &; = 72. Jako vhodny, ,nezavisly“ na metodé nejmen-
Sich ¢tverct se nabizi odhad pomoci jiz zminéné jadrové regrese (1) ve tvaru
72 = (0} - 9k (aci))2 .S vyuzitim informace o variabilité ndhodné slozky & do-
stavame odhad neznamych parametri 8 v podobé

BWLS = (D'WD)"'D'Wp. (2)

Jako robustni alternativu k metoddm nejmensich ¢tvercit uvedme regresi
v L1 normé (dale jen L; regrese) odpovidajici minimaliza¢ni tloze

min Z|912 —d.A|. (3)

Jednim z pristupi k feseni L, regrese je numericka metoda iteracné vaZenych
nejmendich ctverci (IWLS). Minimalizace tlohy (3) pomoci metody TWLS
odpovida feSeni soustavy

D'W(B)e = D'W(B)Dg,
vzhledem k nezndmym parametriim B € R?, pii¢emz matice vah W (3),,xx,
je diagondlni s prvky w;;(8) definovanymi pfedpisem

2 _d
wii (B) = W; 07 —d;B3 #0, (4)
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Jelikoz vahy na rozdil od metody WLS tentokrat zaviseji na neznamych
parametrech 3, neni mozné pro odhad 8 uzit pfimo vztah (2), nybrz je tieba
prikroc¢it k numerickému feSeni. Metoda IWLS vychazi z pocatecniho od-
hadu ,B(Lol), ktery v jednotlivych iteracich postupné ,vylepsuje“ predpisem

-1
Bl = (DwB)D) D'W(B)e (5)

az do splnéni vhodného zastavovaciho pravidla. Dodejme, ze ,8%3 znaci L od-
had parametri B po [ iteracich dle vztahu (5) a W(ﬁ(le) jsou znamé vihy
dény ptredpisem (4) pro jiz spoétenou hodnotu ﬁ(Lli V jednotlivych iteracich
tedy zname matici vah W(ﬂ(Lli), a proto nasledujici odhad parametra ,@gfl)
ziskdme stejné jako u metody WLS vztahem (2).

Druhym pfistupem vedoucim k nalezeni optiméalniho feseni problému L

regrese, pokud takové feseni existuje, je preformulovat regresni tlohu (3) jako
standardni minimaliza¢ni tlohu linearniho programovani ve tvaru

n

min (e;-"Jrei_)
€+7€_ i
=1
za podminek
/ + - 2 + - . 2 2
dB+¢€ —¢ =0i, €, >0, i=1,...,n, 0°,0°>0.

K jejimu vyreSeni pak lze uzit standardnich nastrojt obsazenych v matema-
tickych a statistickych programech, napi. funkci linprog implementovanou
v Optimization Toolbox programového vybaveni Matlab, Release13. Do-
dejme, Ze zde prezentované vysledky jsou ziskany metodu IWLS s tim, ze vy-
razné rychlejsi numerické reseni se jen nepatrné lisi od presného feseni tilohy
linedrniho programovéni. Podrobnéji je volba metody diskutovana v praci [3].

4 Porovnani metod

Podivejme se nyni na ziskané odhady prezentovanymi metodami jednak z po-
hledu odhadu slozek variability o2 a 62, jednak z pohledu bodii, ve ktergch
dochazi k jejich zméndm.

O odhadech bod zmény se obecné da rici, ze pouziti Ly regrese vede
k odhadim pouze jednoho bodu zmény, tedy na model se skokovou zménou
v chovani rozptylu. Tento typicky rys Lo regrese je zptisoben znac¢nou citli-
vosti Lo odhadt na velké, ,,odlehlé“ hodnoty rezidui. Naproti tomu, uzitim L4
ztratové funkce ziskdme ,oc¢ekavany“ odhad s postupnym linedrnim rastem
variability o2 (z).

Rozdil v chovani Ly a Ly odhadu ilustrujme na pozorovani gama ¢astic
z 10. fijna 1995. Prubéh ¢tverca rezidui g? prolozeny Ly i L1 odhadem va-
riability je zndzornén na obrézku 3 (levy graf). Na tomtéz obrazku 3 jsou
koleckem vyznacena dvé rezidua ve vysce asi 15 km, kterd zptsobuji skok
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Obrézek 3: Ctverce rezidui prolozené odhadnutym rozptylem metodou WLS
(Garkované) a L; regresi (plna ¢éra). Levy graf znazornuje odhady ziskané ze
vsech rezidui, pravy graf odhady po vynechani dvou zakrouzkovanych ,o0d-
lehlych® rezidui.

v Ly odhadu. Na pravém grafu obrazku 3, ktery odpovida stejnému pozoro-
vani, vynechame-li dvé vyznacena rezidua, vidime, ze nové odhadnuté body
zmény metodou WLS se ,,pfiblizily“ nezménénému L; odhadu.

Ackoli neméame a priori zddnou informaci o chovani variability méfeni,
zd4a se rozumné priklonit se k robustnéjsim L; odhadim, vesmés podporuji-
cim myslenku linedrni zmény mezi dvéma konstantnimi hladinami rozptylu.
Odhady boda zmény xs a z; pomoci L; regrese vice odpovidaji také nasi
puvodni predstavé o priubéhu rozptylu zalozené na neparametrické jadrové
regresi (1).

P¥ipomeiime, 7e parametry o2 a 62 si miizeme predstavit jako rozptyl
méfeni ve vyskach do zg, resp. nad x;. Uvazime-li dale, Ze jsme pii testovani
predpokladdali normalni rozdéleni dat, pak odhad neznamjch parametrti o2
a 62 regresi v L, normé se zd4 byt nevhodny. Pro odhad samotnych slozek
rozptylu o2 a 62 bychom spise méli volit metodu nejmensich étvercit, resp.
jeji vazenou variantu WLS.

Ve svétle pfedchézejicich tivah se jako optimélni metoda pro odhad cho-
vani variability méreni radiace jevi kombinace L a Lo pristupu. Pocitejme
proto nejprve Ly odhad bodu zmény obvyklym dvoukrokovym postupem, t;j.
v prvnim kroku odhadnéme pro pevné body zmény s a t, 1 < s < t < n,
slozky rozptylu vztahem

n
Br,(s,t) = argmin RSy, (B(s,t)) = argmin Z lo? — d.g,
BER? BER? T

a na zakladé ztratové funkce RSy, (ﬂ(s, t)) pak v druhém kroku odhadnéme
body zmény jako

{s",t"} = argmin RSy, (,@Ll(s,t)).

s=1,...,n—1
t=s+1,....n
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Slozky rozptylu nasledné odhadnéme metodou vazenych nejmensich ctverci
B = Bwrs(s't*) = (D WDs-) ' D,... W,

kde Dy~ je regresni matice odpovidajici pevnym bodd zmény s = s* at = t*.
Matice vah W je diagonalni s prvky w;; = 1/72,i = 1,...,n, pfiCemz 77 je
odhad rozptylu ¢? ziskany pomoci jadrové regrese 72 = (0? — g (Jcl))2 .

Predstavena kombinace L1 a Lo metod si zachovava vyhody robustniho
odhadu bod@ zmény, pfi¢emz oproti samotné L; metodé ,vérnéji“ odhaduje
slozky rozptylu. Odhad pribéhu rozptylu méreni ziskany touto kombinovanou
metodou je znadzornén na obrazku 4.

25

2 .
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- &
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&
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Obrazek 4: Optimalni odhad variability méfeni kombinovanou metodou.
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USPORADANI VYSLEDKU SETRENI
REPREZENTOVANYCH FUZZY CISLY

Zdenek Pulpan
Klicova slova: Fuzzy relace, fuzzy ¢isla a jejich usporadani.

Abstrakt: V prispévku je diskutovana otazka usporadani fuzzy ¢isel; je na-
vrzena jedna z moznosti jak problém cCastecné resit.

1 Uvod

Neméame dosud univerzalni definici usporadani fuzzy cisel, ktera by uspo-
kojivé fesila fadu riznorodych aplikac¢nich tloh (nap¥. porovnavani variant
zobrazenych fuzzy ¢isly, varianty mohou byt vysledkem expertniho Fizeni).
To vyplyva ze slozitosti struktury fuzzy cisel, kterd je vysledkem nasi snahy
vlozit do fuzzy ¢isel co nejvice napi. empirickych informaci. Definované uspo-
fadani fuzzy ¢isel je pak vétSinou antisymetrické, ostfe tranzitivni (tj. z po-
uzité definice vyplyva pro fuzzy ¢isla, zobrazujici ostra redlna ¢isla, klasicka
tranzitivita jejich uspofadani), které ale neni tplné (nelze porovnat kazda
dvé fuzzy ¢isla) [1], [2], [3], [4].

Uvedeme prostrednictvim urcité fuzzy relace porovnani dvou fuzzy Cisel
zaloZené na prubéhu ,levé* a ,pravé“ ¢asti jejich funkce vérohodnosti. Pro-
toze vsak i fuzzy cisla je mozné zavést v rizné sifi obecnosti, musime se
nejdrive domluvit na tom, s jakou tfidou fuzzy mnozin budeme pracovat. To
vysvétlime v nasledujici definici.

Definice 1. Fuzzy mnozinu é na R, kde R je mnozina realnych c¢isel, na-
zveme fuzzy céislem, kdy?z jeji funkei vérohodnosti pyg : R — (0;1) muZeme
zapsat ve tvaru

La(z) pro z € (—oc,xi)
pa(z) =9 1 pro € (21, 13), 21 <3 1)

Pa(z) pro z € (x4, 00),
kde funkce L4 : (—o0o,z{) — (0;1) je neklesajici a spojita, xgglw La(z) =0,

lim La(z) =1, a funkce Py : (x4, +00) — (0;1) je nerostouci a spojita,

T—r]—
o0

lim P4(z) =1, lim Pa(x) = 0. Budeme predpokladat, ze [ pa(z)dz <
xﬁxé‘hr T—00 — 00
+o0.
Poznamka 1. Funkci L (resp. P4) z definice 1. nazyvame levou (resp.
pravou) ¢asti fuzzy ¢isla A.
Poznamka 2. Definiéni obor funkce L4 (resp. Pa) je mozné rozsifit na
celé R dodefinovanim La(z) = 0 pro = ¢ (—oo,z7') (resp. Pa(z) = 0 pro
r & (x5, 4+00)). S takto rozsifenou funkci L 4 (resp. Pa) budeme v dalsi ¢asti
pracovat.
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Priklad 1. Fuzzy mnozina A na R, definovand nasledujicim predpisem
e’ pro x < —¢
pa(z) =< 1 pro x € (—¢,¢)
e ™ pro z>e,e>0
je fuzzy cislem.
Priklad 2. Fuzzy mnozina B na R, jejiz funkce vérohodnosti je tvaru
Lg(z) pro z € (—o0,b)

us(z) = 1 pro z=1»
Pp(z) pro z€ (b,+),b€ R,

kde 0 pro € (—o0,a)
Lg(z) = { £~ 41 pro € (a,b)
0 pro € (b,0),a € R;
0 pro € (—o0,b)
Pg(z) = { 2-b 41 pro € (b, c)
0 pro z € (¢,+0);a<b<c¢c€R,

se nazyva trojuhelnikové fuzzy ¢islo. Je jednoznacné urceno redlnymi cisly
a,b,c,—o0 <a<b<c<+oo.
Poznamka 3. Fuzzy mnozinu C na R, jejiz funkce vérohodnosti yi. je tvaru

L.(z) pro z € (—o0,b1)
e(z) =4 1 pro x € (b1, b2)
P.(z) pro z € (b2, +00),b1 < ba,

kde 0 pro z € (—o0,a),a < by
Le(z) = ”b”;bi +1 pro zé€ (a,b1)
0 pro z € (b1, +o0)
0 pro x € (—o0,b2)
P.(z) = ”If;_bi +1 pro z€ (bs,c)
0 pro x € (c,+00)

nazyvame lichobéznikové fuzzy ¢islo. Je jednozna¢né urceno realnymi ¢isly

a,by, by, e, —00 < a < by < by <c¢<+oo. (Vzhledem k (1) je 2§ =by, x5 =bs.)
Zakladem pro porovnavani dvou fuzzy ¢isel é ; B byva jejich prisek Q/\ B,

resp. spojeni AV B. Funkce vérohodnosti priseku pianp je definovana

pranp(z) = sup{min{pa(z), pp(y)}; 2 = min{z, y}, z,y € R},
resp. funkce vérohodnosti pro spojeni p4y g je definovana
HAVB (Z) = Sup{min{,u/A(I)a UB (y)}7 z = ma’X{ma y}'7 €,y € R}

Rekneme pak, ze fuzzy ¢islo A je vétsi nebo rovno fuzzy ¢islu B (ozna-
¢ujeme A > B), jestlize plati
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Takto zavedena relace usporadani mezi fuzzy Cisly je reflexivni, antisymet-
ricka a tranzitivni:
> A je vyjadfenim pravdivého tvrzeni A
~ ~
a B> Aznamend A= AV Ba B=
~= =~ ~ ~ <°=

e o
RIS RIS
v
v
2

o
o

A v Ba B = BV C, pak ale
(AV B)v C= AV C, coz je totéz jako A > C.

C znamend A =
~

<

B >
v Q)

~

Il
>

(B

Dokonce mnozina fuzzy ¢isel spolu s operacemi A a V tvofi distributivni
svaz, ktery ale neni tplny ([2]).

Vyraz A > B oznacuje totéz jako B < A; A > B oznacuje A > B
a soucasné A # B.

Porovnavani fuzzy ¢isel pomoci priseku (resp. ekvivalentné pomoci spo-
jeni) nedavd moznost posoudit vyznamnost vztahu > (nejde o fuzzy relaci).
(Nenabizi také uspokojivou interpretaci v piipadé tzv. fuzzy symetrickych
fuzzy ¢isel, jak uvidime déle.) T¥ida neporovnatelnych fuzzy ¢isel (uvedenou
metodou) je rozsahld, a to omezuje praktickou pouzitelnost.

2 Prvni model uspoiadani

Pokusime se zde zavést fuzzy relaci v R, kterd by byla také jistym rozsifenim
klasické relace usporadani redlnych ¢isel a umoznila porovnavat kterdkoliv
dvé fuzzy dcisla.

Oznac¢me znakem F' mnozinu vsech fuzzy ¢isel na R s riemannovsky in-
tegrovatelnymi funkcemi vérohodnosti. Na mnoziné F' x F' zavedme nejprve
fuzzy relaci =7 funkci vérohodnosti p~, vztahem

S5 max(pa(x) - Ly(x). 0)dz
J75 na(e)da

a podobné fuzzy relaci Ja funkei vérohodnosti p<, vztahem

/j/-<1( éa E) =

(2)

f;;g max(pa(zr) — Pg(z),0)dz
fix;o pa(z)ds 7

kde A, B € I (pro fuzzy mnozinu B uzivdme znaceni z (1)).

:u-<2( Ea é) = (3)

1 o

dvéma fuzzy ¢isly z F. K tomu zformulujeme néasledujici definici 2.
Definice 2. Fuzzy relaci < mezi libovolnymi dvéma fuzzy ¢éisly A, B € F
definujeme funkci vérohodnosti p~ ve tvaru

p<( éa E) = max(p; ( ;’%7 E) — H<,( Ev é),O) (4)

Poznamka 4. Podminka integrovatelnosti funkci vérohodnosti porovnéava-
nych fuzzy Ccisel é, E z ptredchozi definice 2. podstatné neomezuje tifidu

Pomoci relaci =1, 32 mzeme stanovit fuzzy relaci = mezi libovolnymi
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uvazovanych fuzzy ¢isel. Vétsinou uzivame trojihelnikova nebo lichobézni-
kovéa fuzzy ¢isla, u nichz tato podminka je vzdy splnéna.

Piiklad 3. Pro dvojice trojithelnikovych fuzzy isel A', B', i = 1,2,3,
definovanych takto (viz priklad 2.):

élz a=1,b=2,¢c=3; Elr a=4,b=5,c=6;
QQ: a=0,b=1,5,c=3; 52: a=1,b=1,5,c=2;
é?’: a=4,b=>5,¢c=6; ES: a=1,b=2,¢c=3

postupné pro piislusné hodnoty vérohodnosti pi<,, p~, a p< dostavame
z (2), (3) a (4) v jednotlivych p¥ipadech (v souladu s nasi intuici)
i=1: 1;0;1 i=2: % %0 i=3: 0; 1; 0.
Pro vztah < usporadani se obvykle pozaduje, aby stejny vyznam meél
vztah a < b jako b > a. Definice 2. vSsak tomuto pozadavku nevyhovuje.
UZijeme-li analogie s pfedchozim postupem pro definovéani fuzzy relace -,
dostaneme novou fuzzy relaci (odlisnou od fuzzy relace ). K definovani
fuzzy relace < s pozadovanou vlastnosti budeme vsak analogicky zavedenou
fuzzy relaci 7 potiebovat. Zavedme proto nejprve relace 71 a 7o funkcemi
vérohodnosti py, a g, vztahy (5) a (6):

fzéoo max(pp(r) — Pa(z),0)dz

/~L>1( ],\3/ ‘,é) = ffooo MB(x)dx (5)
_ fzf—oo max(up(z) — La(z),0)dz
/~L>2( ‘éj E) - ffooo s (x)da: . (6)

Analogicky s definici 2. zavedeme nyni fuzzy relaci 2~ na mnoziné F' x F' funkci
vérohodnosti py .
Definice 3. Fuzzy relaci 7~ mezi libovolnymi dvéma fuzzy ¢isla é, BeF

definujeme funkei vérohodnosti py ve tvaru
- ( Ev é) = max (- ( Ea é) — Hs ( éa E)vo) (7)

Fuzzy relaci, kterou budeme povazovat za jisty typ zobecnéni klasické
relace < (a relace >) mezi redlnymi ¢isly na fuzzy ¢isla, pak zavedeme nésle-
dujici definici 4.

Definice 4. Na mnoziné F' X F dvojic fuzzy ¢isel definujeme fuzzy relace <
a 2 funkcemi vérohodnosti tvaru

p<(A, B) = 0,5-(u-(B, A)+u<(A, B)) (8)
p>(A, B) = 0,5-(u<(B, A)+pu-(A, B)). (9)

Poznamka 5. Z definice 4. vyplyva, Ze pro kazdé é , B € F' plati
n<(A, B)e(0;1); p>(A, B)€(0;1) (10)
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Piiklad 4. Z dat ptikladu 3. dostaneme pomoci vztaht (5), (6), (7) postupné
pro jednotlivé pfipady ¢ = 1, 2, 3 nasledujici hodnoty
i=1: 1,0,1; i=2: 0,0,0, i=3: 0,1, 0.
Uzitim definice 4. pak ziskdme z vysledku pfikladu 3. a tohoto nasledujici
hodnoty pro (A%, BY),i=1,2,3:
i=1:pc(AY, BHY=0,5-(1+1)=1
i=2:p(A* B*)=0,5-(0+0)=0

~

i=3:pu<(A% B =0,5-(0+0)=0.

S ohledem na poznadmku 5. mame také

/J/>(BI7A1) = 17M>(325A2) = O7M>(B35A3) = 0
Vse opét v souhlase s nasi intuici.
Nasledujici piiklad 5. ozfejmuje interpretaci hodnot ptislusnosti relaci < a =>.
Priklad 5. Uvazujme dvé trojuhelnikové fuzzy ¢isla A, B € F, definovana
funkcemi vérohodnosti s nasledujicimi parametry
A:a=1,b=2,c=4 E:azO,b:3,c:3,5.

~

Pak pro jednotlivé funkce vérohodnosti mame

N-<1(é7 E):Ovlo M>—1(Ev é):0713
/1'<2(§7 é)ﬁo,OG N>2(é7 E):Q 14
u<( A, B)=0,04 u-(B, A)=0
p<( A, B)=0,5-(0,04+0) = 0,02 = u=( B, A).
PodobnéN lztaké dostavame o

w=<, (B, A)=0,14 ws, (A, B)=0,05
n<(A, B)=0,13 1o (B, A) = 0,10
N-<(Ev é):0,0l M>‘(N7 E):O
p<(B, A)=0,5-(0,01+0) = 0,005 =y~ ( A, B).

Uvedend procedura odhadu vztahu fuzzy ¢isel A a B navrhuje chapat fuzzy

¢islo é jako mensi nez ]é s vérohodnosti 0,02 a vétsi s vérohodnosti jen 0,005.

Pfipometime si, ze pro fuzzy ésla A%, B? z piikladu 3. plati
pne( A% B?) =0=p( A% BY),

Ukazuje se uzitecnym pojmenovat tfidy vsech fuzzy cisel, jejichz miry
vérohodnosti fuzzy relaci < a 2> jsou stejné, a rovny 0 (tyto t¥idy jsou zfejmé
tfidami ekvivalence). To uskuteénime v definici 5.

Definice 5. Kazda dvé fuzzy ¢isla A, B € F' budeme nazyvat fuzzy syme-

tricka, kdyz pro né bude platit:
N<(éa E):,u'>(év E):Oa éa EGF (12)

a fuzzy nesymetrickd, kdyz pro né rovnost (12) nebude platit.
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Nasledujici véty popisuji vztah dfive zavedenych fuzzy relaci. Nékteré
dokazeme jen pro trojuhelnikova fuzzy cisla.
Véta 1. Necht A, B € F jsoulibovolna fuzzy ¢isla. Pak je-li s ( B, é) =1,
je M>—2( ;Av’ E) = 0. POdObné7 je'li /~L-<1( ‘éj E) =1, je /~L-<2( L é)

Obracena tvrzeni neplati.
Dukaz: Ptimo z definic (2) a (3) plyne platnost nasledujicich nerovnosti pro
libovolnd fuzzy ¢isla A, B € F

0 < /1'<1( )+N<2(E7 é)gl

0 < ey )+M>2(E7 é)ﬁl
Je-li tedy M-<1( é7 E) = 17 je :u/-<2( Ea é) =0a pOdle (4) také /J.<( é7 E) =1
Podobné miiZzeme uvazovat uzitim druhé nerovnosti i o fuzzy relaci 771 a 7o.
Neplatnost obraceného tvrzeni vyplyva z predchozich nerovnosti nebo z pfi-
kladu 4 pro i = 2.
Véta 2. Necht A, B € F jsou libovolna fuzzy ¢isla. Pak je-li us=, (B, A)=
.]e i ,u’<1( é B) -
Dukaz: Necht c je krajni bod intervalu, pro ktery plati

0<Pa(z)<l v (z3,¢c), AeF

Pa(z)=0 pro z ¢ (z3,¢).

Pro kazdou fuzzy mnoZinu A oznacujeme znakem Supp( A) mnoZinu
~ ~

A, B
A, B

)

Supp( ) = {z € R;pa(xz) > 0}. Z podminky véty plyne, ze Supp( B) je interval,
a proto musi byt ¢ < +oo a plati Supp( B) C (¢, +00). Proto Supp(B)NSupp( A)=0

(nebo nejvyse jednobodovd) a plati

1 ' max(pa(x) — Lp(z),0)de = /j max(pa(x) — Lp(z),0)dr =

/ pa(x)dr :/ pa(z)de.
Takze opravdu p<, (A, B) = 1.

Je jasné, ze pak i podobné z p~, (B, A) =1plyneip., (B, A)=1.

Platnost ostré tranzitivity mezi fuzzy ¢isly vzhledem k fuzzy relaci =

vysvétluje nasledujici véta.
Véta 3. Necht A, B, C jsou fuzzy ¢isla z mnoziny F. Je-li p<, (A, B) =
a’:u“<1( Ea g) = 1 paki:u“ﬁ( ‘é C) =1

Supp( )ﬂ Supp( ) 0 (nebo nejvyse jednobodova)

Va € Supp( A)Vy € Supp( B);z <y

Supp( B) NSupp( C) = () (nebo nejvyse jednobodovd)

Vy € Supp( B)Vz € Supp( C);y < 2.

Va € Supp( A)Vz € Supp( C);z < z

Supp( A) N Supp( C) = 0 (nebo nejvyse jednobodova)
a tedy <, (A, C) =
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Poznamka 7. Ziejmé také plati podobné tvrzeni i pro fuzzy relaci <s:
Je-1i pi<, ( év E) =1a pi,( Ea g) =1, jei p<,( éa g) =1L
Nasledujici véta konstatuje ostrou tranzitivitu relace = na F.

Véta 4. Necht é, E, g jsou fuzzy c¢isla z mnoziny F'.

Pakz u<(A, B) =1apu«(B, C)=1plyne ux(4, C)=1.

Dukaz: Necht A, B, C € F, pak plati pfimo z definice (4)

~ o~ A

p<(A, B) = 1:>M-<1(é7 E):l

~

B,C) = 1= uq(B, C) =1

2

N-<(

Z véty 3. pak také plyne pu~, ( A, g) = 1. Pfimo z definice fuzzy relace 3
a véty 1 pak z posledni rovnosti pro relaci 31 dostévame g ( é , g) =1.
Poznamka 8. Podobné tvrzeni jako ve vété 4. plati i pro fuzzy relaci 77:

Jsouli A, B, C € F, pak z e ( A, Ié) =1lap( B, g) = 1 plati, ze
i ( év Q) =1

Nyni ukaZeme, Ze i pro fuzzy relaci < mezi fuzzy ¢isly z F' plati klasicka
tranzitivita.
Véta 5. Necht é, ]3, g jsou libovolna fuzzy ¢isla z mnoziny F'. Je-li

p<( ;’%a E) =1, p<( Ea g) =1,jeipc( ;’%a g) =1L
Diikaz: Necht A, B, C € F. Pak

)
)

= p-(B
= }L}(g,

Il
_ =

Q=

a uzitim véty 4. mame p (C, A)=1apu<(A, C)=1
Z toho ihned podle definice fuzzy relace < mame p( A, g) =1.

V piikladu 5. jsme vidéli, Ze miry vérohodnosti i ( A, E) a s ( A, E)
déavaji rozdilné vysledky. To v nékterych aplikacich zpusobuje problém s in-
terpretaci (kdy se naptiklad o¢ekava jednoznaéné doporuceni). Interpretaci si
pak usnadnime zavedenim totalniho fuzzy uspotfddani (jak je ukdzéno v né-
sledujici definici).

Definice 5. Necht é , E jsou libovolna dvé fuzzy ¢isla z mnoziny F. Totalni

fuzzy uspofddani dané funkei vérohodnosti pZ uréime ze vztahu
/J/Z( é’ E) = ma’X(:u’<( éﬂ E) - M>( éa 5)70) (13)

Poznamka 9. Je-li uZ( A, B)>0,je wE( B, A) = 0. Pro fuzzy symetrickd
fuzzy ¢isla A, B € F je wE( A, E) =0=pZ( A, E)

Poznamka 10. Podobné jako v definici 5. jsme uréili totalni fuzzy relaci
uspofadani <7, mzeme urcit i totalni fuzzy relaci uspofddani >7:

~

Pro libovolné fuzzy ¢isla A, B € F volime

‘Ll,z( éa E) = max(u> ( éa E) — p<( éa E)ao) (14)
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Véta 6. Necht A, B € F jsou libovolna fuzzy ¢isla. Pak

pE(B, A)=pl(A, B). (15)
Dikaz: Postupné plati
Mz( ],\3/ é) = max(p<( Ev ‘é) — > ( ],;3’/ é),O) =
= maX(M>( éa E)_/J/<( ‘éﬂ E)aO)ZHZ(é7 E)

Véta 7. Fuzzy relace < (resp. ) na F je antireflexivni, tj.
p<(A, A)=0 (resp. u>( A, A)=0) (16)
pro kazdé A € F
Dikaz: Pro kazdé A € F podle (8), (4) a (7) plati
pa(A,A) = 0,5 (u-(A, A)+pu<(A A))=

= 0,5- (maX(H>1( éa é) M éa é)v 0) +
max (4, ( éa é) — f=s ( év é)vo) =

— 0,5-(0+0)=0.
7Z véty 7. pfimo také vyplyva antireflexivita fuzzy relaci >7, <7

MZ(%) é) = maX(M>(éa é)_u<(éa é),()):
= max(O—0,0)zO:uz(é, A).

~

Poznamka 11. Fuzzy relaci rovnosti = mezi fuzzy ¢isly na F' je mozné
~
definovat pomoci jeji funkce vérohodnosti ve tvaru

p=( A, B) =max(l —u<(A, B)—pu-(A, B),0) (17)

pro libovolnd A, B € F.

Nésledujici pfiklad 6. ukazuje, ze tranzitivita fuzzy relace <; mezi fuzzy
Cisly é ; B, g € F, definovand podminkou

min(/j/-<1( Q7 E)a:u“<1( Ea g)) < :u’-<1( ‘éj g) (18)

obecné neplati.
Piiklad 6. Méjme tii trojuhelnikova fuzzy ¢isla % ; B, C, definovana svymi
parametry a, b, ¢ takto:

é:alzl,b1:2,c1:3 E:agzz,b2=4,05:5,z cR

g: as :O,bg :3,63 =4.
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Pak pro z € (—1,63;—1,33) vztah (15) neplati. Naptiklad pro z = —1,5
dostavame vypoctem

M-<1( é7 E) = 0; 137 :u/-<1(

B
a je tedy min(u<, (A, B),u<, (B, C)) = min(0,137;0,128) > 0,125 =

N<1( éa g)
Poznamka 12. Obdoba vztahu (16) pro fuzzy relace <3, >=1 a »o pak také
obecné neplati.

Miry vérohodnosti pro vSechny zde uvazované fuzzy relace jsou zalozeny
na jistych integralech vérohodnosti fuzzy ¢isel. S ohledem na co nejlepsi sou-
hlas nasi intuice a zkuSenosti s formulovanymi relacemi je tfeba drfive za-
vedené definice vztahti nékdy jesté ponékud opravit (nebo alespori vyslovit
moznost takové opravy). Jaky vliv pak na miru vérohodnosti fuzzy relaci
miuze takova oprava mit, ukazeme na prikladé.

Definice 6. Rekneme, 7Ze fuzzy ¢islo A € F normujeme na fuzzy mnozinu

) g) = 07 128 :u/-<1( éa g) = 07 125

A" s funkef vérohodnosti pan, kdyz ffooo pa(z)de # 0 a volime

fian(z) = ] Ha@) z€R. (19)

> pa(z)ds’

Poznamka 13. Normovéanim trojuhelnikového fuzzy ¢isla A normujeme jeho
~Y
pravou i levou stranu; mnozina Supp( A) se normovanim nezméni pro jaké-
~J
koliv fuzzy ¢islo A € F
~

Supp(A") = Supp( A). (20)

Prevedeme-li vyrazy (2), (3), (5), (6) v nasich definicich tak, aby vsude,
kde se vyskytuje mira vérohodnosti nékterého trojahelnikového fuzzy ¢isla
(nebo jeji restrikce) byla nahrazena podilem, ve kterém v ¢itateli ziistéava
puvodni mira a ve jmenovateli je hodnota integralu z této miry pres R, do-
staneme normalizované miry ve tvaru, naprt.

ps (A, B) = /b2 max (uA—(:E) — LB(:C),O) dx (21)

(22)

Poznamka 14. V mnoziné F' jsou pro trojihelnikova fuzzy ¢isla ekvivalentni
nasledujici dvojice tvrzeni:

~

EZA ﬂ<1(éa§20/\ﬂ<2(§7é):0/\
0

ES é}: /~l/-<1(éa§:0/\:u/-<2(§a A)
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Nesplnéni podminky tranzitivity (18) pro fuzzy relaci =1 (resp. 21, J2, Z2)
na tfidé vSech fuzzy cisel z F' omezuje silné moznosti aplikaci. Protoze =
neni fuzzy relaci usporddani splitujicitho (18), zstava mnohdy nerozieSen
i problém urceni optiméalni varianty ze tfi moznych. Otazkou je, jak asi ¢asto
se to muze stat v pripadé, Ze budeme pouzivat trojuhelnikova fuzzy ¢isla.

Priklad 7. Normujeme-li trojuhelnikova fuzzy ¢isla Q ;» B, C z piikladu 6.,

dostaneme tak normalizované miry
ph (A, B)=0,649 p%(A, C)=0,457 " (B, C)=0,095.

Uvedena zména hodnot funkci vérohodnosti zpusobila, Ze pro uvazovana
fuzzy ¢isla a normalizovanou normu plati (16).

Necht libovoln4 tii trojuhelnikova fuzzy ¢isla é 5 QQ, é3 jsou uréena
postupné trojicemi ¢isel a;, b;,ci, a; < by < ¢, @ = 1,2,3. Pak kdyz pro né
plati (vzhledem k jejich prusekiim resp. spojenim)

A <A <A, (23)
~1 ~2 ~3

je
ar <ap <as; by <by<bz; ¢ <ca<oes. (24)
Plati ale také obracené, jsou-li tfi trojuhelnikova fuzzy cisla é E QQ, é
vazana podminkou (24), plati pro né pak (23). (Je to dtsledek véty 1.10 v [2].)
Plati-li vsak pro libovolna tfi trojuhelnikova fuzzy ¢isla é E é@, ég pod-
minka (23), resp. (24), je splnéna také podminka fuzzy tranzitivity pro <i
(<2 1 <). To vyplyvé z toho, Ze za uvedenych podminek plati vzdy

i max(pa, (z) — La,(z),0)dr < ’ max(pa, (z) — La,(2),0)dz.

— 00 — 00

S ohledem na piiklad 6. vidime, ze pojem fuzzy tranzitivity uvedenych
fuzzy relaci je §irsi (spliiuje ji rozséhlejsi tiida fuzzy ¢isel). To je pfizniva
informace pro pripadné aplikace této metody porovnavani fuzzy cisel.

Poznamka 15. Jsou-li dvé libovolna trojihelnikova fuzzy cisla Al, A2 ur-

¢ena trojicemi cisel a;,b;,¢;, a; < b; < ¢;, kde navic je b; — a; = ¢; — by,
1 = 1,2, plati vzdy bud él < QQ nebo QQ < éq'

Piiklad 8. Byl sledovéan vliv péti riuznych preparati na léébu urcitého sta-
dia jisté choroby. Uspésnost 1é¢by danym preparatem byla hodnocena na
11-bodové stupnici 0,1,2,...,10. Pfitom hodnota 10 méla oznacovat opti-
malni Gspésnost, hodnota 0 nejnizsi troven uspésnosti. Pro kazdy preparat
se vysledky Setfeni vyhodnocovaly tak, ze se ze vSech expertnich odhadu,
tvorficich mnozinu S, vyhledala jak minimalni, tak i maximalni bodova hod-
nota a medidn (pfipadné modus). Kazdému prepardtu tak byla pfifazena
uspésnost 1écby jako trojuhelnikové fuzzy ¢islo, urcené trojici ¢ = min{S},
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b = median{S}, ¢ = max{S}. Bylo dohodnuto, Ze ze dvou moznych prepa-
ratt P;, Pj, i # j, s GspéSnostmi P , P bude povazovan za lepsi preparat
~il
Pj kdyz pZ(P , P ) >0.

~il

Vysledky setfeni pro preparaty Py, Ps,--- , Ps byly zaznamenany do ta-
bulky 1. Vypoé¢tené miry vérohodnosti fuzzy relace <’ jsou obsahem ta-
bulky 2.

<T P P P P P
preparat a b c ~] ~2 ~3 ~4 ~5
min{S} | medidan{S} | max{S} 31 0 0,14 | 0,94 0 0,66
Py 3 5 8 P 0 1,00 0 0,71
Py 4 6 7 2
Py 7 8 10 L, 0 op oo
Py 1 3 6 P 0,64 0,80 1,00 0 0,96
5 ~4
Ps 5 8 9 P 0 0,40 | © 0
~5
Tabulka 1: Tabulka 2:

Z tabulky Tab. 2. byly sestaveny nasledujici fetézce trovné tspésnosti
zkoumanych preparatia: Py, Pi, P, P3 a dale Py, P1, P>, Ps a Ps, P3. Neju-

Priisek reprezentujicich fuzzy mnozin nam nabizi informaci o vztahu <
uspésnosti lécby, uvedenou v tabulce Tab. 3. Zde znakem ,7“ registrujeme
neporovnatelnost irovni uspésnosti pro preparaty P, a Ps.

< P P P P P
~1 ~9 ~3 ~4q ~5

P ¥ 7 ¥ E +

~1

P ? + + - +

~2

P - - + - -

~3

P + + + + +

~4

P - - + - +

Tabulka 3:

Vynechanim vysledku pro prepardt P, (resp. P;) dostaneme jiz tplné
usporadéni ve zbyvajici mnoziné fuzzy mnozin tspésnosti: 154, El,( Rz)’
P,P.

~5’ ~3

Neékdy je vhodné usporadat trojuhelnikova fuzzy c¢isla pomoci z-ovych
soufadnic tézist trojihelniki, tvorenych grafem nenulovych hodnot funkce
vérohodnosti prislusného fuzzy c¢isla é a jeho Supp( é) V nasem piipadé
bychom tak ziskali nasledujici uplné usporadani fuzzy mnozin péti vysled-

Vv

zaokrouhlend na jedno desetinné misto):

P (3,3), P (5.3), P (57), P_(7.3), P (83)

~4 ~1 ~3

Tento typ uspofadani vzdy splituje podminku tranzitivnosti (a je tplné).
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3 Druhy model usporadani

;;;;;;

novani usporadani realnych ¢isel. Fuzzy ¢islo é € F nazveme kladné (resp.
zdporné), kdyz Sup( A) C (0, +00) (resp. Supp( A) C (—00,0)). Neni-li fuzzy
¢islo A kladné ani zdporné, nazveme ho nulové ([4]). Mé&jme nyni dvé libo-
volné fuzzy ¢isla A, B € F a uréeme fuzzy ¢islo C = B+ (— A). Pro miru
vérohodnosti toho% f;zzy Cisla g pak plati podleN pring';pu rozgffeni

po(z) = supmin(pa (@), up(x + 2)) (25)

aje pak i C € F. Indikdtor vztahu B > A (oznacme ho Pref( B, A)) pak
definujeme pro vsechna A, B € F' pomoci miry vérohodnosti pc takto

. z)dz o
Pref( B, A) = M kdyz / pe(2)dz # 0. (26)
Ziejmé je Pref € (0;1). Déle plati Pref( B, A) =1 —Pref( A, B) a z toho
Pref(é, fAv) =0, 5. Je-li napt. Pref(]é7 é) > 0,5, miizeme to oznacit B >P A
(obrécené tvrzeni nemusi platit).

Znakem B > A pro libovolna dvé fuzzy ¢isla A, B mitiZzeme oznadit
situaci, kdy fuzzy ¢islo B — A bude kladné. (Ziejmé tedy plati B >% A —
B >P A pro libovolnd dvé fuzzy ¢isla A, B € F.)

Pro praxi je diilezité otazka, zda vztahy >%, > spliiuji podminku tran-
zitivity:

(A >B)A(B> Q) —(A > Q)

Uvazujme nyni jen gaussovska fuzzy c¢isla; mira vérohodnosti gaussovského
fuzzy ¢isla A je ur€ena dvojici parametrit a, o, ve tvaru (27)

pa(z) = exp <M) : (27)

202
kde a je libovolné realné ¢islo, o, > 0. Vzhledem k uvedené definici plati pro
kazdé gaussovské fuzzy ¢islo A € F.
Mame-li dvé gaussovska ﬁ:ézy ¢isla é , ]é, urcend postupné parametry
a,04 > 0,b,00 > 0, pak fuzzy ¢islo C = B + (— é) je podle principu
rozsifeni opét gaussovské, urcené parametry b — a, \/UZTU? .

1Uvedené tvrzeni vyplyva snadno z nasledujicich vatahti a jejich tpravy:

)2
exp(—(y b)>oz; 0<a<l;

o)
»
o]
/T\
=
V)
q ||
YIS
e
N——
\

2
20’b

lx—a|l = oca-vV—2Ina,ly—>bl=0p-vV—2Ing;
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Pro hodnotu vyrazu Pref( B, A) pak podle (26) dostaneme (28)

b—a

Pref( B, A) = | — | . 28

(2 (ﬁ) .

Predpokladejme pro tfi gaussovska fuzzy ¢isla platnost vztahi B >P A,

g >P§ a zjistujme, zda pak také plati g >P é Z definice vztahu >%
mame nasledujici vzajemné si odpovidajici podminky:

b— —b
B>" A=o(—2—)>05a C>" B=o|——"_>05
~ ~ Ua+o-b ~ ~ \/0'2+0'b

atedy b—a >0,c—b>0ac—a > 0. To je vsak ekvivalentni tvrzeni
g >P é Relace >* je tedy na mnoziné vech gaussovskych fuzzy éisel
tranzitivni.
Priklad 9. Mé&jme t¥i gaussovska fuzzy ¢isla é ; B, g, urcena nasledujicimi
hodnotami svych parametri

é:azo;aazl E:bzl;abZQ gZCZO;O'C=3

Vypoctem a pomoci tabulek hodnot funkce ¢ dostaneme

) = ¢<L) = 0,55

Pref( C, o

L

1,5 \ .
) = o) <o
Tedy B> A, C¢>F Bi C>F A.

Uvazujme dale nesymetricka gaussovska fuzzy ¢isla A s funkci vérohodnosti (29)

Pref( C,

1

s parametry a, oq1, 0q2 (kde a je libovolné redlné, a1, 042 jsou kladna realnd ¢isla)

2
(=) exp —(’;_2’” pro z<a (20)
pa(r) = Zal, 29
exp —%0—2“) pro x> a.
a2

Je tedy také A € F. Pro o41 = 042 je pfislusné nesymetrické gaussovské fuzzy
¢islo symetrickym gaussovskym fuzzy ¢islem. K fuzzy ¢éislu A z (29) piislusi fuzzy

¢islo — A s parametry —a, 042,041-
~Y

pro fuzzy ¢islo B+ A tak dostdavdme podminku

_ b)]2
R CE))
2 (02 +07)
tedy je gaussovské s parametry (a + b), /02 +a§. Fuzzy cislo — A je také gaussovské

(s parametry —a, 0q), kdyz A je gaussovské.
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Pro fuzzy ¢islo C = B 4 (— A) pak dostaneme funkci vérohodnosti (30) ve

tvaru ~ ,

exp(—%) pro z<b-—a
52

exp(fw) pro x >b—a.

2(ofy+021)

pe(w) = (30)

Vysledné fuzzy ¢islo C je opét obecné nesymetrické gaussovské. Pro hodnotu vy-

razu Pref( B, A) pak mdme
2 2 _
Pref(B, A) = 2. ——YTu®%1 .4 D20 ) gypcq
~r Vo + 0+ ol T ooy Vo + o2
Voo (o e ) - 05) 05 Vo T o

\/‘751 + 02, + \/‘752 +02
kdyz b > a. (31)

Pref( B, A) = 2-

Priklad 10. Mé&jme t¥i nesymetricka gaussovska fuzzy ¢isla A, B, C, urCend na-

sledujicimi trojicemi svych parametra

A: a=002,=1;029=1,5
B:  b=1;0p = 1;04 = 2,5
C: C=1,5,02 =1;0% =2,5.

Pak mame

Pref( B, A) =0,75; Pref( C, B) =0,61; Pref( C, A) =0,84.
Tedy B> A, C>F Bi C>F A.
Predchozi piiklad 10. navozuje otézku o tranzitivnosti relace >¥. Nahodné proto
byla generovana pro kazdé gaussovské fuzzy c¢islo trojice urcujicich redlnych cisel

z intervalu (0; 100). Z asi 892 882 trojic zkoumanych gaussovskych fuzzy cisel

nesplnovalo podminku tranzitivnosti jen 927 trojic, napft.
0,50;0,90;0,70 Pref( A, B) = 0,504008

0,25;0,01;0,65 Pref( B, C)=0,509616

~

A
B
g : 0,40;0,97;0,97 Pref( é, g) = 0,493568.

Relace > mezi gaussovskymi fuzzy &isly tedy neni sice tranzitivni, ale pravdépo-
dobnost této netranzitivity je velmi mald, asi 0,00104.

Vratme se zpét k trojuhelnikovym fuzzy ¢isliim. Snadno nahlédneme, Ze re-
lace >* je také tranzitivni i na mnoziné viech symetrickych trojuhelnikovych fuzzy
¢isel (ktera nedegeneruji na singletony). (Relace >* musi byt dokonce tranzitivni
pro jakékoliv symetrickd fuzzy ¢isla.) Protoze soucet (resp. rozdil) dvou trojuhelni-
kovych fuzzy cisel

a — 8a17a‘7a+8a2;3a173a2 >0

QW L

b — 51,0, 4 sp2; 5p1, 52 > 0
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je opét trojuhelnikové fuzzy ¢islo, dostavame pro vypoéet Pref( B, A) néasledujici

vyjadfeni (32)

Pref( B, A) = 0, kdyz (b—a)+ (sa1 + s12) <0,
Pref( B, A) = [(b = a) + (sa1 + 502)]" (32)
~ o~ (Sa1 + Sa2 + Sp1 + Sp2) * (Sa1 + Sp2)’

kdyzb—a <0< (b—a)+ (sa1 + sp2),
[(a—b) + (sa2 + s01)]?

P f B7 A == 17 3’
ref( ~ N) (Sa1 + Sa2 + Sp1 + Sp2) - (Sa2 + Sb1)
kdyi(b—a)—(sa2+sb1) <O<b—a,
Pref( B, A) = 1kdyz0< (b—a)+ (Sa2 + sb1). (33)

(Pro symetrick4 trojuhelnikova fuzzy ¢isla é, Eje Sal = Sa2 = Sa, Sb1 = Sb2 = Sb.)
Ve t¥idé obecné nesymetrickych trojuhelnikovych fuzzy cisel neplati také pro re-
laci >* podminka tranzitivity. Nahodnym generovanim uvedenych typi fuzzy &isel
jsme vsak zjistili, Ze podminku tranzitivity nespliiovalo jen 1,067 - 1072% z gene-
rovanych (pfesnéji: generovano bylo 86 483 810 trojic trojuhelnikovych fuzzy cisel
s parametry z intervalu (0; 100) a podminku tranzitivity nesplnilo 923 trojic troja-
helnikovych fuzzy cisel).
Podminku tranzitivity napfiklad nespliiuje trojice trojuhelnikovych fuzzy cisel ur-
¢enych pro fuzzy ¢islo )N( trojici x, Sz1, Sz2, Sz1 > 0, Sz2 > O:

39,4707; 26,5723; 1,82885,

26, 5561; 19, 1287; 41,4242,
735, 7175; 88,5758; 76, 7576,

QT

Pref( B, A) = 0,501609; Pref( C, B) = 0,502746; Pref( C, A) = 0,495316.)

Vratme se opét k piikladu 8. Do tabulky 4 zaneseme hodnoty Pref( P , P )

i
mezi uspésnostmi kazdych dvou preparata P;, P;, i,7 = 1,2,--- ,5. Do tabulky 5
pak zaneseme vysledky posuzovani vztahu P >% P mezi dvéma tsp&Snostmi
preparati P;, P; tak, ze znakem 0 v tabulce oznacime situaci, kdy fuzzy ¢islo P —

P bude nulové a znakem + (resp. —) situaci, kdy bude kladné (resp. zaporné).

J
Z tabulky 4 dostaneme nasledujici fetézce vztahti mezi Gspésnostmi preparatii:

P>Fp>Fp>Fp>Pp.
~3 ~5 ~9 ~1

~4

Z tabulky 5. ale ziskAme méné informace, pouze, 72 P >¥ P a P >K p .
~3 ~2 o~ ~q

Relace >*| generovana pomoci (26) v mnoziné (trojihelnikovych) fuzzy é&isel z F
je ostra, antisymetricka i osttfe tranzitivni. V mnoziné fuzzy ¢isel z F', kterd nejsou
singletony, je relace >* i tiplna.
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Pref P P P P P >K P P P P P
~ ~o ~3 ~4 ~s N P P P
P 0,50 | 0,40 | 0,03 | 0,76 | 0,17 P 0 0 0 0 0
~1 ~
P 0,60 | 0,50 | 0,00 | 0,90 | 0,14 : P 0 0 - 0 0
~2 ~2
P 0,97 | 1,00 | 0,50 | 1,00 | 0,71 P 0 + 0 + 0
~3 ~3
P 0,24 | 0,10 | 0,00 | 0,50 | 0,02 P 0 0 - 0 0
~4 ~4
P 0,83 | 0,86 | 0,29 | 0,98 | 0,50 P 0 0 0 0 0
~s ~5
Tabulka 4: Tabulka 5:

4 Zavér
Ukézali jsme, jak lze zavést antisymetrickou, ostie tranzitivni a tplné usporada-
nou fuzzy relaci na (trojuhelnikovych) fuzzy ¢islech s riemannovsky integrova-
telnou mirou vérohodnosti. Pfitom pod tuplnosti fuzzy relace jsme rozuméli jen
to, ze defini¢ni obor jeji funkce vérohodnosti je F' x F. Tato (tyto) fuzzy relace
<T (21,32, 3, S, 21, 22, 2) umoziuje (umoziuji) porovnat kterdkoliv dvé fuzzy
¢isla z mnoziny F' na zékladé vérohodnostni funkce a na rozdil od velmi ¢asto uzi-
vaného kategorického porovnavani fuzzy ¢isel metodou pruseku a spojeni je (jsou)
uplna (plné). Podminku fuzzy tranzitivity ale obecné nespliiuje (nespliiuji ji vSak
ani jiné fuzzy relace na jistych mnozinach fuzzy ¢isel, napf. fuzzy relace prefe-
rence ([1], [2])).

Relace >*, zaveden4 prostiednictvim (26), se ukazuje jako velmi vyhodn4, Fesici
dobie problémy, reprezentované ptikladem 8.
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ANALYZA PREZITI A COXUV MODEL
PRO DISKRETNI CAS

Sona Reisnerova

Klicova slova: Coxtv regresni model, proporcionélni rizika, analyza neza-
méstnanosti.

Abstrakt: Tento ¢lanek se zabyva Coxovym regresnim modelem a jeho apli-
kaci pro diskrétni povahu dat. Ukazuje, jakymi metodami se ziskavaji odhady
parametri modelu a jaké jsou jejich asymptotické vlastnosti. Zminuje testy
vyznamnosti parametri modelu, test dobré shody a test proporcionality ri-
zik. VSe je v zavéru clanku demonstrovano na datech tykajicich se vyvoje
nezaméstnanosti v Ceské republice.

1 Uvod

V tomto c¢lanku budeme pomoci stochastickych procesi modelovat data,
kterda méii cas do néjaké udalosti. Jsou to data souvisejici s analyzou pre-
zitl, u nichz nas bude zajimat zejména intenzita, s jakou udalosti nastavaji.
V regresnim modelu proporcionalnich rizik tato data zaviseji na vysvétlu-
jicich proménnych (kovariatach). Jelikoz je zdkladni rizikova funkce, kterd
predstavuje obecnou na Case zavislou intenzitu vyskytu udélosti, libovoln4,
dostavame semiparametricky model. Nejdrive udélame struény tivod do ana-
lyzy preziti, pak prejdeme k mnohorozmérnému ¢itacimu procesu a od néj se
jiz dostaneme ke Coxové regresnimu modelu proporcionélnich rizik.

2 Analyza preziti

Nejznameéjsi je pouziti analyzy preziti v lékafskych studiich zkoumajicich
Casy umrti pro skupinu pacient trpicich stejnou chorobou. Zabyvejme se
nyni odhadem a testovanim hypotéz tykajicich se rizikové funkce A, v tomto
pripadé intenzitou smrti, ktera je obecné definovana takto: Predpokladejme,
ze mame data tykajici se homogenni populace. Necht X je absolutné spojita
nezdpornd nadhodna veli¢ina s distribuéni funkei F'(¢t) = P(X < t) a hustotou
f@t) = F'(t) = —=5'(t), kde S je funkce pfeziti definovana vztahem S(t) =
P(X >1t) =1— F(t). X pfedstavuje ¢as umrti (¢as vyskytu udalosti) pro
kazdého jedince, pak

PX <t+At| X >1) f(t)

: _ 4
A®) = Jlim At T1-F@) At log 5(t). (1)

Kumulativni rizikova funkce je definovana

A = /Ot)\(s)ds, potom  S(t) =1— F(t) = exp{-A()}.  (2)
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3 Mnohorozmérny citaci proces

Pozorujme casy udalosti skupiny n jedinci, ktefi pochéazeji z homogenni po-
iid
pulace. Uvazme nahodne cenzorovani zprava a konecny cas studie. X; ~ X

¢as udalosti, C; - "4 C ¢as cenzorovani pro jedince ¢ = 1,...,n a jsou pro néj
nezévislé. Ve skuteénosti pozorujeme pouze (7%, d;), kde T} = min(X;, C;) je
cenzorovany Cas udalosti a ; je 1 pro necenzorované, 0 pro cenzorované po-
zorovani. N(t) = 1", N;(t) je po¢et pozorovanych udélosti do ¢asu ¢ v celé
populaci, kde N;(t) = I(T; < s,0; = 1). N je mnohorozmérny ¢itaci pro-
ces. Y (t) = D1, Y;(t) je pocet pozorovanych jedincil, u kterych miize nastat
udalost v ¢ase t, kde Y;(t) = I(T;} > t). Y je indikdtorovy stochasticky
proces.

Pro odhad parametri budeme potiebovat vérohodnostni funkci, ¢ast ob-
sahujici charakteristiky ndhodné veli¢iny X; (f, F, \) m4 tvar:

n

L=[[F@ P > 1)) ~Hf - F(T)

i=1
S vyuzitim vztahi (1) a (2) dostavame

n n

T
L=[IMT) (= F(T7) = [TMT) exp {/O /\(S)dS} :

=1 i=1

Tato situace je popséna v rozséhlé literatufe, uvedme napf. [1], [5], [6].
My budeme nadéle piredpokladat, Ze méame ¢asové diskrétni pozorovani
v periodach jednotkové délky, délka celé studie je T period a T} € {1,...,T}.
Rizikova funkce je skokovita, ale konstantni pro kazdou periodu. Za téchto
predpokladii a pokud oznac¢ime dN;(¢) piirtstky NN; v ¢ase (¢t — 1,¢) miZeme
vérohodnost prepsat

n T T
L= H MT7)% exp Z As)p = H H Ni(®) exp { Z )\(s)YZ(s)} .

. : 3)

4 Coxuv regresni model proporcionalnich rizik

V jistych pripadech potfebujeme do modelu zahrnout vliv vysvétlujicich pro-
ménnych, éehoz lze dosdhnout pfidanim individualnich kovaridt Z; (v nasem
pfipadé nezévislych na ¢ase) do rizikové funkce. Mé&jme populaci n jedincii
a u kazdého pozorujeme (T, d;, Z;). Predpoklddejme, Ze jsou X; a C; nezé-
vislé pfi daném Z;. Vztah kovariat a rizikové funkce vysvétlime multiplika-
tivnim regresnim modelem

)\z(t) :AO(t)eXp{ﬂTZi}a (&S {L"';T}a i= 17"';”7 (4)
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nazyvanym Coxuv regresni model proporcionalnich rizik, kde Ay je nezndma
nezapornd zakladni rizikova funkce a 3 je p-rozmérny vektor regresnich pa-
rametri. Necht je zékladni rizikova funkce po ¢dstech konstantni, pak véro-
hodnostni funkce pro Coxtv regresni model odvozend z (3) mé tvar:

=

T T
L=]]TIo®) exp{8"Z})*N") exp { > Xols) exp{ﬂTZz-}Yi(S)}

i=1t=1

()
V naSem pfipadé je tento model plné parametrizovany, a proto mohou byt
jeho parametry odhadnuté maximalizaci logaritmu vérohodnostni funkce. Po-
kud parcialni derivaci log-vérohodnostni funkce vzhledem k Ao (t) polozime
rovnou nule a vyfesime, dostaneme Breslow - Crowleyho odhad zakladni ri-
zikové funkce:

21 AN ()
>icy Yi(t)exp{BTZ;}
kde parameter § miize byt nahrazen odhadem. Ve [4] bylo navrzeno odvo-

zeni [ z parcilni vérohodnostni funkce L, (), kterd je vérohodnostni profi-
lovou funkei ve smyslu L,(5) = maxy L. V naSem piipadé mé tvar:

n T dN;(t)
_ exp{#"Z:}
o=111 (z?_l 0 exp{@sz}> ' ™

Jeji odvozeni 1ze najit napt. v [5]. Oznaé¢me C(5,T) = log L,(3). Odhad B
parametru /3 pro obecny piipad (spojity ¢as) je definovéan ve [2] FeSenim
rovnice, kterd ma v nasem pripadé tvar

i=1 t=1

Ao(t) = (6)

X Yit)Z; exp{BT Z;}
Z 21 Yj(t) exp{T Z;}

Tato rovnice se Tesi iterativnim algoritmem. Stejnou rovnici bychom dostali,
kdybychom dosadili A\g(t) z (6) do A\o(t) v dlog L/Ip5.

Pokud nés zajimaji statistické vlastnosti 3 a S\E(t) muzeme vyjit z plné
parametrizovaného modelu a pfimo pouzit vlastnosti maximalné vérohod-
nych odhadt. Také lze vyuzit obecnych vysledkd ve [2] a modifikovat je
pro nas pripad: Abychom mohli vyjadrit matici druhych parcidlnich derivaci
z log-parcialni vérohodnostni funkce, potfebujeme zavést nasledujici pomocné
funkce:

(8)

n

SOB = Y Yitexp{87Z}  SD(A ZY 12 exp{87 25}
S50 = V02,77 el 572, ()

j=1
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Matice druhych derivaci ¥,,(3,7) = 92C(3,T) /036" m4 tvar
n T (2) (0) (1) (1)
S S an(p | B0 G — (Si (BO) (S (5.0

P (S (8,1))2

Asymptotickd stabilita, pfedpoklad na pomocné sumy v (9), Lindebergova
podminka a pfedpoklad regularity (podrobné pro obecny piipad viz. [2],

(10)

1982, str. 1105) jsou postacujicimi predpoklady pro konzistenci 3, B LN J6]
a asymptotickou normalitu, \/ﬁ(B — ) mé& asymptoticky mnohorozmérné
rozdéleni N,(0,X71), kde X je pozitivné definitni a lze stejnomérné konzis-
tentné odhadnout —%En(ﬁ, T).

Nyni kdyz dosadime odhad /5 do Breslow - Crowleyho odhadu (6), dosta-
neme odhad zakladni rizikové funkce. Kumulativni funkce, ktera je definovana
v (2), se odhadne jako

! L dN;(s)
A = .
of Z > ( )exp{ﬂTZi}

(11)

Dle [2] lze za zminénych podminek odvodit slabou konvergenci \/ﬁ(j/\\o —Ao)
ke Gaussovskému procesu s nulovou stfedni hodnotou a kovarianéni funkeci,
kterd muze byt stejnomérné konzistentné odhadnuta

ZZL()+ (12)

s=1i=1 ( O)(ﬂa ))

L Snl) A,stis L 1) ,8)dN; (s ’
+<ZZ w)g <>> (ZZ (3, s <>>_

S5 (5V8,s))? HE 5V(8,9))?

Na zakladé predchozich tvrzeni je jiz snadné zkonstruovat konfidenéni inter-
val pro regresni parametry J a zékladni rizikovou funkci A\o(t), t =1,...,T.

Statistické testy

Vlastnosti klasickych maximéalné vérohodnych odhadt ndm umozni snadno
odvodit statistické testy pro parametr 5. Waldova statistika pro H: § = g
je rovna (B — BO)TEn(B,T)(B — Bo), a mé piiblizné y? rozdéleni s p stupni
volnosti za platnosti hypotézy H. Statistika zaloZena na vérohodnostnim po-
méru pro H: 8 = By ma tvar 2(C’(ﬁA7 T)—C(Bo,T)). Piestoze je asymptoticky
ekvivalentni k Waldové statistice, mohou se jejich vlastnosti na konec¢ném
souboru mirné lisit.

Graficky test dobré shody navrzeny v [3] je zaloZeny na souctu rezidui ve
stratu I C {1,...,n}

t)ZZN(t)—ZZ Ni(s) X2 e Yy(s) exp{ 87 Z;}

i = , 13
icl s=1 Zi:l Yi(s) exp{3T Z:} (13)
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prot € {1,...,T}. Znazorniuje rozdil mezi pozorovanymi a predpokladanymi
pocty udalosti ve stratu 1.

Jednim z klicovych predpokladi Coxova modelu je proporcionalita rizik.
Pomeér rizikovych funkci dvou objektt k a [ by mél spliovat vztah

Mo(t) exp{B"Zk} _ exp{B”Z}
No(t)exp{TZ;}  exp{pTZ}’

(14)

ktery je nezavisly na case. Jednoduchy graficky test tohoto pfedpokladu je
navrzen v [6]. Nejprve odhadneme kumulativni rizikovou funkei bez znalosti
specialniho tvaru zakladni rizikové funkce. Toto umoznuje Nelson-Aalentv
odhad (viz. [1])

Zl S 1Y< >)' (15)

Necht I,J C {1,...,n} jsou dvé disjunktni strata, pak souc¢tem pies i v (15)
prochézejici mnozinami I resp. J dostaneme A; (t) resp. A J(t). Vhodnym
grafickym testem je zobrazeni — log(Km(t)), kde m € {I, J}. Pokud je pted-
poklad proporcionality rizik spliien, kiivky jsou pfiblizné paralelni.

5 Analyza nezaméstnanosti v Ceské republice

Predstavme si idedlni data tykajici se nezaméstnanosti. Pro kazdou skupinu
a periodu by obsahovala pocet lidi ohrozenych nezaméstnanosti, pocet nové
nezaméstnanych a pocet lidi, ktefi si znovu nasli praci. Pro takova data by
logickymi modely byly Poissonovy, jako specidlni pfipad standardni analyzy
preziti. Bohuzel takova data nebyla k dispozici, proto jsme pouzili Poisso-
niiv model s regresi na souhrnné data o nezaméstnanosti v Ceské republice
z Ceského statistického tfadu, ktera nemaji tak bohatou strukturu.

Data obsahuji pozorovéani z 11 kvartala (1/2001 - 3/2003) rozdélenych do
14 krajt, podle pohlavi a do 6 vékovych kategorii (15-24, 25-29, 30-34, 35-44,
45-54, 55 a vice). Dohromady mame 14 x 2 x 6 = 168 tfid. Data jsou sefazena
do matice {Ny;}11x168, kde Ny je pocet nezaméstnanych v t¥idé i v case t.
Radky matice jsou sefazené podle kraje, pohlavi a nakonec dle véku, sloupce
ukazuji vyvoj v ¢ase. Mame 14 + 2 + 6 = 22 kovariat, které jsou ale jen indi-
katory prislusnosti do urcité skupiny. Postacujici velikost parametru 3 je 19
(prvnich 13 odpovidd krajum, (14 Zendm, (15 az (19 vékovym kategoriim),
protoze parametr odpovidajici prvnimu kraji, pohlavi a vékové kategorii je
nulovy. Data byla analyzovana v softwaru Matlab verze 6.0.

Predpokladejme, ze prot =1,...,11,i =1,...,168 se data fidi modelem
(podobné viz. [7])

Nii ~ Poiss{No\(t,i)} a At,i) = Mo(t) exp{8T Z;}, (16)
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kde No; je pocet obyvatel v jednotlivych krajich CR (ke 3. kvartalu 2003),
Ao(t) je po ¢astech konstantni funkce. Vérohodnostni funkce méa pro nas mo-
del tvar

oD xp{—No.; exp{3T Z;
L= l:Illi[l(No,Mo(t) exp{? Z;})N (e p{ NO’L)\?]\(Z! pif Zt}})7 (17)

odpovidajici parcialni vérohodnostni funkce je

168 11 exp{ 87 Z:} Ne;
L,(B) = H H <Z168 Noiexp{ﬁTZj}> . (18)

i=1t=1 j=1

Pouziti tohoto modelu mé jisté problémy, nebot pfedpoklada Poissonovo
rozdéleni, aniz bychom méli nezavisla pozorovani. Na druhou stranu vysledky
testll jsou uspokojivé a ukazuje se, ze model pomérné dobie popisuje realitu.

Numerické vysledky

Odhad parametru § jsme ziskali z parcialni lérohodnostni funkce pomoci
Newton - Raphsonova itera¢niho algoritmu, A\(t) jsme dostali z (6) a déle
jsme vyuzili poznatky o Coxové regresnim modelu. VSechny slozky parame-
tru § mame statisticky vyznamné. Waldova statistika tykajici se vyznamnosti
parametru 3 je 1 471 a statistika vérohodnostniho pomeéru je 1 477. Odpo-
vidajici hodnota x? statistiky o 19 stupnich volnosti je 30.14, takZze mtZeme
zamitnout hypotézu o nulovosti parametru 3. Nasledujici tabulka obsahuje
odhady parametri § s 95% konfidenénim intervalem.

1) odhad | konfiden¢ni interval
Stredocesky kraj 0.2890 | 0.1487 0.4292
Budéjovicky kraj 0.2210 | 0.1802 0.2617
Plzensky kraj 0.2458 | 0.0619 0.4297
Karlovarsky kraj 0.5600 | 0.3576 0.7625
Ustecky kraj 1.1486 | 1.0257  1.2714
Liberecky kraj 0.2887 | 0.0928 0.4847
Kralovéhradecky kraj 0.2387 | 0.0673 0.4100
Pardubicky kraj 0.4975 | 0.3222 0.6728
Jihlavsky kraj 0.2359 | 0.0479 0.4240
Brnénsky kraj 0.6418 | 0.5143 0.7694
Olomoucky kraj 0.8389 | 0.6991 0.9787
Zlinsky kraj 0.6222 | 0.4695 0.7749
Ostravsky kraj 1.1880 | 1.0747 1.3014
zeny 0.1940 | 0.1345 0.2535
vékova kategorie 25 - 29 -0.4919 | -0.5879  -0.3958
veékova kategorie 30 - 34 -0.7587 | -0.8638 -0.6536
vekova kategorie 35 - 44 -0.1840 | -0.2727  -0.0954
vekova kategorie 45 - 54 -0.1361 | -0.2232 -0.0490
veékova kategorie 55 a vice | -1.4020 | -1.5354  -1.2686
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Nejhor#i situace je v Usteckém a Ostravském kraji. Lépe nez ostatni kraje
si vede Praha hl. m. Naopak horsi situace je pro Zeny a vékovou skupinu
15-24 let. Na nasledujicich obrazcich je znazornén odhad zakladni rizikové
funkce s 95% intervalovymi odhady a graficky test dobré shody pro tfi strata.

©10°° Odhad zéakladni rizikové funkce
35+
sk
25
oL
15 Il Il Il Il Il Il Il Il Il J
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
cas

Test dobré shody

predpokladany pocet pro Moravu
— - predpokladany pocet pro stredni, jizni, zapadni Cechy
— - predpokladany pocet pro severni a vychodni Cechy
—— pozorované pocty

2000

1500 -

kumulativni pocty nezamestnanych

Nasleduje graficky test proporcionality rizik.
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Graficky test proporcionality
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Kiivky —log(A(t)) jsou pro dand tfi strata ptiblizné paralelni.
Model nabizi nékolik modifikaci. Mohli bychom do néj zahrnout vliv in-
terakei kovariat, ¢i zohlednit vliv sousednich kraji.
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EXTREMY V TEPLOTNICH RADACH

Monika Rencova

Klicovd slova: Teorie extrému, teplotni rady, tfiparametrické Weibullovo roz-
déleni.

Abstrakt: Ze statistického hlediska je uzitecné studovat chovani maximal-
nich nebo minimalnich ro¢nich teplot. Z teorie extrému vyplyva, ze rozdéleni
ro¢nich minimdlnich/maximélnich teplot by mélo odpovidat jednomu z extre-
malnich rozdéleni. Existuje vsak nékolik diivodi, pro¢ dostupna data neodpo-

vidaji Gumbelovu rozdéleni. Pro modelovani téchto dat mize byt vhodnéjsi
tfiparametrické Weibullovo rozdéleni.

1 Uvod

v

Siroce rozsifena hypotéza o globalnim oteplovani vyvolala zijem o studium
teplotnich rad. Ke zméné vsak nedochazi pouze u priameérnych teplot, ale
mnoho klimatologi tvrdi, ze zména klimatu se mtize projevovat predevsim
vznikem extremalnich udalosti.

V prispévku jsou sledovany dlouhé fady primérnych dennich teplot namé-
fenych v sedmi meteorologickych stanicich - v Padové (1766 - 1997), Mildnu
(1763 - 1998), Uppsale (1722 - 2000), Stockholmu (1756 - 2000), Cadizu (1786
- 2000), St. Petersburgu (1743 - 1997) a Belgii (1767 - 1998). Tato data po-
chazeji z knihy D. Camuffa a P. Jonese "Improved understanding of past
climatic variability from early daily European instrumental sources”.

Podle zndmé extremalni teorie bychom mohli usuzovat, ze maximalni/
miniméalni ro¢ni teploty budou rozdéleny podle jednoho z extremalnich roz-
déleni. Avsak nasSe data tento zavér nepotvrzuji.

2 Zakladni vlastnosti dat

Ukéazeme si nékolik duvodi, pro¢ Gumbelovo rozdéleni v nasem pripadé neni
vhodné pro modelovani téchto dat.

1. Gumbelovo rozdéleni vzniké jako asymptotické rozdéleni maxima/ mi-
nima posloupnosti nezavislych veli¢in, pfipadné maxima/minima stacionér-
nich posloupnosti s kratkou paméti (napi. ARMA posloupnosti), viz ¢lanek
Daniely Jaruskové. Konvergence je vSak velmi pomald, pokud mezi po sobé
jdoucimi ¢leny posloupnosti je silnd zavislost. Tak tomu je napf. u nasich
dat. Korela¢ni koeficient primeérnych dennich teplot mezi dvéma po sobé
jdoucimi dny se pohybuje u vSech stanic kolem hodnoty 0,8. Na obrazku 1
jsou znazornény korelacni koeficienty priumérnych dennich teplot mezi jed-
notliviymi po sobé jdoucimi dny v roce. Horni kiivka odpovidda dvéma po
sobé jdoucim dntim, dalsi kiivky smérem shora dol odpovidaji korelacnim
koeficienttim priamérnych dennich teplot mezi dny, jejichz rozdil jsou 2 dny
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Milan—korelace
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Obrazek 1: Korelace mezi jednotlivymi dny.
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Obrazek 2: Zavislost praumérné denni teploty na dni v roce.

a 3 dny, t.j. u druhé kfivky byly spocteny korelac¢ni koeficienty mezi 1. lednem
a 3. lednem, 2. lednem a 4. lednem atd.

2. Dalsim duvodem pro¢ asymptoticka teorie selhava, je nestejné rozdéleni
veli¢in, z nichZ poc¢itdme maximum/minimum. Nestejné rozdéleni je zpiso-
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Obrazek 3: Histogram vsSech dostupnych dat.
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Obrazek 4: Histogram z dat, kdy bylo dosazeno maximum.

beno ro¢nim chodem. Zjistili jsme napft., ze v nasich datech nastal nejteplejsi
den v rozmezi priblizné 100 dntt. To znamend, Zze pro nalezeni maxima neni
nutno sledovat obdobi mimo tento ¢asovy tsek (pfiblizné 150. - 250. den
v roce), viz obrézek 2.
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3. Vzhledem k tomu, ze uvazujeme maxima z relativné malého poctu dat,
hraje vyraznou roli ptvodni rozdéleni veli¢in. Na obrazku 3 je histogram
vSech dennich teplot, na obrazku 4 je priklad histogramu z dat, ve kterych
alespon v nékterém roce byla dosazena maximélni teplota.

4. Rozdéleni maxim/minim mohou byt také ovlivnéna celkovym rtstem
teploty, coz ilustruje graf vyvoje primérné teploty, viz obrazek 5.

Milan—pram. teplota
15 T T

145+ 4

14t H

13+ 1

125+ -

115 1

11 I I I
1750 1800 1850 1900 1950 2000

Obréazek 5: Rada priimérnych roénich teplot.

Zakladni informace o prumérnych, minimalnich a maximéalnich hodnotéach
jsou uvedeny v tabulkach 1 az 3.

|| || Priumeér ||
T On—1 | Sikmost
Milano 12.8297 | 0.6123 | -0.0043
Padova 13.0023 | 0.5850 | -0.1799
Belgie 9.5808 | 0.7513 | -0.2845
Cadiz 17.520 | 0.5603 | 0.2616
Uppsala 5.1719 | 0.9909 | 0.0301
Stockholm 5.7945 | 0.9478 | 0.0128
St.Petersburg || 4.2306 | 1.1771 | -0.0297

Tabulka 1: Prumér — vlastnosti.
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|| || Maximum ||
T On—1 | Sikmost
Milano 28.0936 | 1.3309 | 0.2635
Padova 27.7079 | 1.2843 | 0.4224
Belgie 23.6008 | 1.9263 | 0.1700
Cadiz 29.3642 | 1.4383 | 0.1011

Uppsala 22.1272 | 1.9472 | 0.1020
Stockholm 22.3939 | 1.9406 | 0.1060
St.Petersburg || 23.8034 | 1.8190 | -0.0098

Tabulka 2: Maximum — vlastnosti.

|| || Minimum ||
T On—1 | Sikmost
Milano -4.4263 | 2.7081 | -0.6107
Padova -3.9374 | 2.6492 | -0.7707
Belgium -6.7985 | 3.3769 | -0.2411
Cadiz 5.6300 | 2.2947 | -0.8921
Uppsala -17.8075 | 4.9149 | -0.0585
Stockholm -15.0208 | 4.2407 | -0.4257
St.Petersburg || -23.0882 | 5.0987 | -0.1833

Tabulka 3: Minimum — vlastnosti.

QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal- qqplot Gumbel-maximum Milan
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Obrazek 6: QQ plot - maximum Milano, vlevo-normalni rozdéleni, vpravo-
Gumbelovo rozdéleni.
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3 Maxima and minima

Monika Rencova

Kdyz porovname tabulky 2 a 3, zjistime, Ze pro minimélni teploty vychézi
sikmost zaporna a nabyva vyssich hodnot, zatimco pro maximalni hodnoty
vychazi sikmost kladna s hodnotami nizsimi, blizkymi nule. Mohli bychom
tedy usuzovat, ze rozdéleni maximéalni teploty je spise normalni nez Gumbe-
lovo. Zatimco minimalni teploty se nefidi ani normélnim ani Gumbelovym
rozdélenim. O tom se mizeme piesvédcit také srovnanim prislusnych graft

na obrazcich 6 a 7.

QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal-Milan

qaplot Gumbel-minimum Milan

Quantiles of Input Sample

¥ Quantiles

Standard Normal Quanies

Obrazek 7: QQ plot - minimum Milano, vlevo-normélni rozdéleni,

Gumbelovo rozdéleni.

Weibull minimum Milan
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0.04 |-

- Weibull
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Obréazek 8: Srovnani odhadnutého tifiparametrického Weibullova rozdéleni

s puvodnimi daty.
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4 Weibullovo rozdéleni

Pro modelovani nesymetrickych dat, k nimz patfi také maximalni/minimélni
teploty, se Casto pouziva tfiparametrické Weibullovo rozdéleni, pro jehoz hus-
totu plati

f(z:0,a,8) = af(z —0)*te PE=0" (g <z <o0,a>0,8>0).

Pro kazdou teplotni fadu byly nalezeny odhady tfiparametrického Weibullova
rozdéleni. Napt. pro Milano jsme dostali odhady

& = 2.24521, 3 = 0.01506,60 = —1.31.

7 obrazku 8 vyplyva, ze tento model popisuje nase data pomérné dobfte.
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TESTY A KONFIDENCNE INTERVALY
PRE STREDNU HODNOTU V MODELOCH
JEDNODUCHEHO TRIEDENIA

Alexander Savin

Klicové slovd: Medzilaboratérne studie, modely jednoduchého triedenia, he-
teroskedasticita.

Abstrakt: Kenward a Roger [8] navrhli metédu, pre testovanie hypotéz
o strednej hodnote pomocou tpravy odhadu variancie neznamych paramet-
rov strednej hodnoty a naslednou aproximaciou Waldovej Statistiky v zovse-
obecnenom linedrnom modeli. V texte je pojednavand tato metéda pre mo-
del jednoduchého triedenia s pevnymi efektmi v pripade heteroskedasticity,
a porovnana uz so znamymi metodami pre inferenciu o strednej hodnote
spomenutych v [4].

1 Uvod

V medzilaboratérnych studiach uvazujeme, Ze merania na tom istom objekte
zaujmu st vykonavané v k laboratdriach. V i-tom laboratériu sa meranie
opakuje n; krat, n; > 2. Laboratdrid sa modzu medzi sebou 1igif variabili-
tou, ako aj rozliénymi medzi-laboratérnymi varianciami (heteroskedasticita).
Dané laboratérid moZzeme mat bud pevne Specifikované (pevné efekty) alebo
mozu byt vybrané ndhodne z nejakeho poc¢tu moznych laboratdrii(ndhodné
efekty, pozri [14]). V modeloch budeme uvazovat normalnu distribciu me-
rani.

Ak méame pevne zadané laboratérid, teda v modeli uvazujeme pevné
efekty, predpokladame E(Y;;) = p+ o; = p; pre Vi, j.

Uvazujeme nasledujici model s jednym faktorom:

Yij = pi +eij (1)
=+ i + 4, (2)

it=1,...,kaj=1,...,n; pre n; > 1, a kde predpokladame: E(e;;) = 0,
Var(eij) =02V j, prei=1,....k a Cov(g;j,eu) =0, i #u,j #v.

Pre tato situdciu by sme potrebovali zistit, ¢i objekt zdujmu je merany
rovnako v jednotlivych laboratdriach, teda testujeme hypotézu o homogenite
strednej hodnoty:

Ho: pi =po == pp=poproti Hy : 3 také i,j ze p; # py.  (3)

Tejto historicky znamej problematike sa niekedy hovoriaj zovseobecneny Beh-
rens—Fisherov problém: testovanie homogenity strednej hodnoty pri rozlic-
nych varianciach pre jednotlivé triedy (laboratérid). V ¢lanku v [4] st spome-
nuté niektoré testy. Nas prispevok do tejto problematiky je vyuzitie meddy
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Kenwarda a Rogera [8], navrhnutej pre zovSeobecneny linedrny model, pre
tento model. Testovacia Statistika je:

2
k

k > k
1 n; = TLJ}/] Uz
Fp=1—7> o5 [V | D 52 / ZS—; @)
i=1 "1t j=1 J=1

kde

[ Uz

Yij sznllz(ﬂj—ﬁ.)Q, prei=1,...,k.
1 i j=1

— 1

Yi = —

NG <

J:

A r mé priblizné F rozdelenie s k — 1 a m stupfiami volnosti, kde A a m
sa odhaduju nasledovne:

A= E[F](m —2)’ (5)
k+1

m=4+4+

— (6)
[Var[F] (k — 1)/ (2E[F] ) 1

kde
AN\t 2(1+4 1B
E[F]<1—> ., Var[F]= ItaB)
k-1 (1—cB)?(1—¢3B)
k k -1 2
2 n; n; TA
A= 1— i i B= "
2T (Z> 52| 1)
-3 k? +2 k2 +2k+4
“a =353 ) 2= oo T oL L R 3= 75 Tl T E
3k2+2k+5 3k +2k+5 3k2+2k+5

Na porovnanie uvedieme uz zndme pouzivané metddy:

ANOVA F-test: Test je dany

CON—kXE (V- V)

F
k=1 5% (ni—1)8?

; (7)

kde

|
|
3
=

Zf:l nq
Tento test testuje rovnost stredov z jednotlivych tried mé za platnosti hypo-
tézy (3) Ho F rozdelenie s k —1 a N — k stupiiami volnosti. Tento test je
pre danti problematiku nevhodny, aj ked sa v praxi moze vyskytnut, nakolko
test predpoklada varianéntt homogenitu, ktora v heteroskedastickom modeli
nie je splnena.
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Brownov—Forsytheov test: Tento test je tiez znamy ako modifikovany
F-test, je dany
B Zf:l " (YZ - Y)2 (8)
== .
>iz1 (1 —n/N) Sz'2

Brown a Forsythe [2] pouzili pre odvodenie svojho testu maximalizaciu cez
kontrasty podobne, ako je odvodeny ANOVA F-test. Pre odvodenie distri-
bucie $tatistiky B, pouzili Satterthwaiteovu aproximéciu stuptiov volnosti.
Ak je hypotéza (3) Hy pravdiva B je distribuovana priblizne ako F ndhodné
premennd s k — 1 a v stupfiami volnosti, kde

[y = niymy s2]°
O (A ny/N) S (- 1)

Modifikovany Brownov—Forsytheov test: Mehrotra [9] v pokuse opravit
“chybu” v pévodnom Brownovom-Forsytheovom teste vypracoval nasleduj-
aci test

B* — 22:1 14 (Y% B Y) 7 (9)
2iz1 (1=n4/N) S?

Chyba v Brownovej—Forsytheovej testovacej procedure, identifikovana Me-
hrotrom [9], je v Specifikcii ¢itatela stupiiov volnosti. Brown a Forsythe po-
uzivaju v ¢itateli k — 1 stupriov volnosti, naproti tomu Mehrotra [9] pouziva
Boxovu (1954) aproximéciu. Teda B* mé F-distribiciu s v; a v stupiiami
volnosti, kde

[ (1= ni/N) 82

k 4 k 2 2 k 4
e Si + [Zizl niS; /N} =23 S /N

vy =

a v je dané vyssie.

Cochranov test: K odvodeniu testovacej Statistiky mozeme pristupovat aj
ingm sposobom ako pomocou kontrastov v predchadzajicich pripadoch. Ak

uvazujeme nezname parametre p1, ..., i, ich odhady sa Y7 ..., Yy s vari-
anciami 0% /ny,...,0% /nk. Ak st variancie 07 /n1,...,0% /n; zndme, potom
Statistika

k k 2
Q= Zwi <Yz - ZMQ) ) (10)
i=1 i=1

kde w; = n;/o? a h; = w;/ Z?Zl wj, ma za platnosti hypotézy (3) Ho x?
distribtciu s k — 1 stuptiami volnosti.
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Po nahradenineznamych varianciio}/n1, ..., 0% /ny ich odhadmi
S?/na, ..., St /nk, dostavame Statistiku
k k 2
C=Q=> (n.—Zm.) : (11)
i=1 i=1

kde &; = n;/S2 a h; = &/ 25:1 wj, ktord ma za platnosti hypotézy (3)
Hy priblizné rozdelenie ako y? nédhodnd premenna s k — 1 stupiiami vol-

nosti. Statistika C' bola uverejnena Cochranom [3] a neskér modifikovand
Welchom [13].

Welchov test: Test je dany
_ . \2
Zf:l w; (Yi. - Zf:l lez)
1k 2\ 2 '
Bl (=2)(k+1) 7 2 (1-h) /(= 1)
Welch [13] aproximoval rozdelenie W pomocou F nahodnej premennej. Za

platnosti hypotézy (3) Hp, mé Statistika W priblizne F distribtaciu s k& — 1
a vy stupnami volnosti, kde

W = (12)

k?—1 '
3y, (1-h) /)

’w =

2 Simulacné studie
V tejto simula¢nej $tudii chceme porovnat sily uz znamych testov pre testo-

vanie hypotézy o homogenite strednej hodnoty s testom odvodenym metédou
Kenwarda a Rogera [8].

Realizovali sme N = 10000 krat postacujtce Statistiky Y; a S? pre vy-
pocet testu pre nasu hypotézu o homogenite, kde parametre do simulaciisme
vyberali tymito spésobmi:
= (u1,..., ) sme uvazovali nasledovne

e pre nasimulovanie hladiny vyznamnosti za platnosti hypotézy (3) Hy
w=0vVi=1 ... k;

e pre nasimulovanie sily jednotlivych testov za platnosti alternativnej hy-
potézy (3) Hy

—1, prei=35+1
2, prei=3j+1 pret =2

Hi = . . i =140, pret=35+2
0, prei#3j+1 . )

1, prei = 37 + 3,

kde j=0,...,k/3—1.



Testy a konfidencné intervaly pre strednt hodnotu . .. 359

V dalSom sme uvazovali k € {3,6,9,15,21}. Vzory o2 a n; boli brané podla
nasledujicej tabulky:

J 1 2 3 j 1 2 3
Al n 5 5 5[ Cln; |10 20 30
a? 4 4 4 a? 4 4 4
n; 5 5 5 n; | 10 20 30
o} 2 6 10 o} 2 6 10
n; 5 5 5 n; | 10 20 30
a? 10 6 2 a? 10 6 2
B | n; 5 10 15| D |n; |30 30 30
a? 4 4 4 a? 4 4 4
n; 5 10 15 n; | 30 30 30
a? 2 6 10 a? 2 6 10
n; 5 10 15 n; | 30 30 30
a? 10 6 2 a? 10 6 2

Tabulka 1: Tabulka pouzitych dizajnov.

Vysledky simulaciist uvedené v nasledujicich tabulkéch. Pre rozsiahlost
vysledkov a pocet tabuliek, uvedieme vysledky simulaciipre k € {3,9}:

a%

F B B* C W  Fgr
A 4.88 3.96 3.68 12.24 4.52 4.02
6.42 517 467 13.16 5.11 4.59
5.72 449 4.09 1299 4.89 4.30
B 5.01 496 4.61 10.03 5.36 5.19

2.36 547 4.58 8.82  5.13 5.02
12.49 5.19 494 11.75 5.71 5.38
C 5.04 5.05 4.90 7.54 5.12 5.06

2.27 557 4.62 6.52  4.76 4.73
12.96 5.61 5.19 8.59 5.20 5.15
D 5.13 5.12  5.03 6.07 5.18 5.16
6.23 6.08 5.33 6.40 5.20 5.19
597 5.81 5.15 6.48 5.36 5.35

Tabulka 2: Aktudlne nasimulované hladiny vyznamnosti (5%) pre k = 3.

3 Diskusia

Simulacie ukazali, ze klasicky ANOVA F-test a Cochranov test nam davaja zlé
vysledky. Ostatné testy ndm davaji dobré a porovnatelné vysledky. Welchov
test sa pri malom pocte opakovaniv triedach a narastajucom pocte tried
chova liberarne.

Test zalozeny na metéde Kenwarda a Rogera [8] je porovnatelny s uz
zndmymi testmi, (Brownov—Forsytheov test, Welchov test). Oproti nim m4
sice nizsiu silofunkciu, pri malom pocte opakovaniv triedach a narastajicom
pocte tried sa chova konzervativne, ale vykazuje stabilitu pri odhadovanichyb
prvého druhu.
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a%

F B B* C W  Fkr
A 5.21 4.17 3.18 29.42 7.82 3.23
6.72 5.00 3.34 29.58 7.62 3.51
7.33 5.54 3.89 29.18 8.06 3.78
B 5.29 4.69 3.77 19.73 7.33 5.63
2.03 6.15 4.08 17.88 6.39 4.96
18.19 5.46 4.06 20.28 7.77 5.99
C 492 4.75 4.07 10.74 5.26 4.97
2.45 7.05 4.96 10.53 5.51 5.22
18.70 6.52 4.88 11.24 5.36 4.94
D 5.29 5.26 4.84 7.63 5.29 5.13
6.88 6.72 4.97 8.07 5.40 5.24
6.61 6.48 4.86 7.72 5.35 5.26

Tabulka 3: Aktudlne nasimulované hladiny vyznamnosti (5%) pre k = 9.

a%

F B B* C W  Fkr

A | 2821 25.06 24.02 24.02 4441 2250
20.60 16.39 15.34 15.34 47.05 22.63
20.73 1743 16.39 16.39 30.07 13.56

B | 3959 37.01 3585 3891 49.38 35.30
14.47 2812 2446 24.11 58.09 45.88
39.36 2144 2043 2439 30.86 17.84

C | 70.53 69.13 68.35 69.89 73.04 66.86
41.25 62.57 58.11 57.74 85.66 81.90
60.91 4277 41.01 43.50 43.74 34.91
D | 98.03 98.02 97.94 97.94 98.29 97.87
94.44 9426 93.13 93.13 98.62 98.26
86.48 86.15 84.74 84.74 82.59 80.16

Tabulka 4: Nasimulovana sila testov pre k = 3, j1; = 2,

tj+1 =0, pjr2 = 0.

a%
F B B~ c W Frn
A | 22.75  20.44 19.44 19.44 36.89 17.61
I7.74 14.61 1356 1356 32.56 14.64
16.76 1357 12.60 12.60 32.10 13.01
B | 38.27 35.28 33.90 37.10 48.36 32.01
16.41 2829 2547 25.08 43.82 32.13
2091 21.30 2020 2420 40.16 23.39
C | 7123 69.71 68.88 70.39 74.70 67.57
39.86  57.54 53.67 5337 70.97 65.67
6523 42.07 4099 4416 59.60 50.11
D | 9365 9362 93.49 93.49 904.20 03.20
80.15 _79.66 77.556 77.55 87.20 85.34
7940 78.95 76.93 76.93 87.09 8508

Tabulka 5: Nasimulovana sila testov pre k = 3, pu; = —1, p1j41 = 0, pj40 = 1.
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a%
F B B* C W  Fkr
A | 4865 4428 39.00 39.00 78.86 25.80
33.13  26.66 20.26 20.26 80.31 27.60
32.69 27.08 21.62 2162 59.34 13.77
B | 65.52 62.55 58.31 61.14 81.62 54.73
24.55 46.11 36.94 36.37 90.30 69.94
64.46 36.11 30.28 34.34 56.06 28.14
C | 96.09 95.70 95.29 95.45 97.38 93.54
71.66 89.49 84.39 84.11 99.65 98.83
89.33 73.92 68.55 70.54 73.58 59.58
D | 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
99.99 99.99 99.98 99.98 100.0 100.0
99.47  99.47  99.21 99.21  99.23  98.57

Tabulka 6: Nasimulovana sila testov pre &k = 9, p; = 2, ptj41 =0, pjq12 = 0.

a%
F B B~ c W Frn
A | 36.63 3244 27.75 27.75 69.62 18.95
2552 2071 1559 1559 6234 15.17
24.93 1055 1522 1522 63.06 14.83
B | 64.50 61.00 56.85 5057 80.40 52.28
26.82 46.22 38.94 3857 77.28 50.05
66.97 3480 29.00 3329 68.56 36.72
C [ 95.80 0560 95.06 9527 97.33 03.80
66.47 83.81 78.66 7844 9596 91.68
92.06 76.60 70.60 72.72 89.60 80.50
D | 99.95 99.05 99.93 99.93 99.96 09.94
98.77 98.71 O7.98 97.08 99.72 99.49
98.83 08.76 07.00 97.00 99.76 99.53

Tabulka 7: Nasimulovana sila testov pre k£ = 9, p; = —1, p1j41 =0, pj40 = 1.

Dalsia moznost pri rieenitohoto problému je rozvinaf uz zname odvo-
dené metédy ako Merhotra [9] Brownov—Forsytheov test. Alternativne moz-
nosti, ktoré sa otvaraja je pouzitie metdd zaloZenych na zovSeobecnenych
p-hodnotach.
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HISTORIE GRAFICKEHO ZOBRAZOVANI
STATISTICKYCH DAT

Ivan Saxl, Lucia Ilucova

Klicova slova: tématicka kartografie, statisticka grafika.

Abstrakt: Tématickd kartografie (mapy doplnéné daty) je stard pouze néko-
lik mélo staleti. Statistickd grafika za¢ind v XVII. stoleti, k jejimu systema-
tickému rozvoji dochéazi vsak az koncem stoleti XVIII. Zpocatku maji grafy
vesmeés politicko-ekonomickou tématiku. Velky rozmach grafického zobrazo-
vani dat probihd v XIX. stoleti a je dilem francouzskych stavebnich inzenyr,
vétsinou zaku Gasparda Monge. Soubézné se grafika uplatniuje i ve spolecen-
skych studiich, v epidemiologii, v biologii a grafy se objevuji jiz i ve skolnich
ucebnicich.

1 Uvod

Graficka reprezentace dat se v soucasné dobé tési mimoiadné pozornosti. Ve-
dle jejiho praktického rozvijeni sofistikovanymi pocitacovymi programy pro-
biha také podrobné studium jeji minulosti. Na Internetu lze nalézt skoro
kazdy vyznamnéjsi graf z minulosti a existuje fada adres obsahujicich de-
tailni chronologické prehledy umoznujici prohlédnuti a obvykle i stazeni sto-
vek komentovanych grafii véetné popisu okolnosti jejich vzniku a zivotopis-
nych medailont jejich autord (viz [1]-[7]). Z nejvyznaméjsich ¢asopisecky ¢i
knizné publikovanych praci lze uvést predevsim [6], [8], [11]-[13]. Na pozada-
vek ,graphical statistics poskytne vyhledava¢ Google 988 000 odkazu, dalsi
tisice produkuji hesla ,statistical graphics®, ,statistical graphs“ atd. Moderni
pristupy jsou zachyceny napt. v [5], [7], [9], [14], [15].

Pro¢ graficky zobrazovat statisticka data? W.S. Jevons komentuje své
Casové diagramy, v nichz sleduje zmény cen zakladnich i méné béznych pro-
dukti v zavislosti na ,komercnich boufich“ typu objeveni australského zlata
v roce 1849 takto: ,Jejich smyslem neni ani odkaz ke konkrétnim cisltm,
ktera lze 1épe zjistit z odpovidajicich tabulek, jako predvést oc¢im obecné
vysledky vyplyvajici z velkého mnozstvi €islic, jez nemohou byt zachyceny
jinak nez graficky. Mé diagramy ukazuji i ty nejmensi detaily tabulek, ale
predci i vypocty stfednich hodnot, protoze oko ¢i mysl samy zaznamenaji
obecny trend ¢iselnych soubort. Pouze tato reprezentace muze byt zakladem
politicko-ekonomickych debat a presto vétsina statistickych zdivodnéni zavisi
na par éislech vice ¢ méné ndhodné vybranych.“!

Samotné slovo graf je pomérné nové (objevilo se az koncem XIX. sto-
leti), pfedtim se pro grafickou prezentaci dat prevazné pouzivalo slov mapa
a diagram.

IR. D. Block (edit.) Papers and correspondence of William Stanley Jevons, vols. 1-7,
Macmillan, London 1972-1981, vol. 2, 450. Dopis R. Huttonovi z 1. 9. 1862.



364 Ivan Saxl, Lucia Ilucova

Obrézek 1: Rekonstrukce fresky nalezené v Catal Hiiyiiku a Anaximandrovy
mapy svéta.
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Obréazek 2: Ptolemaiova mapa svéta a diagram poloh planet (potfadi:Venuse,
Merkur, Saturn, Slunce!, Mars, Jupiter, Mésic).

Préce jako celek je vychazi predevsim z citaci [1]-[4], [6], [8], [10], [11], [13],
které nejsou v textu explicitné uvadény. Citace tizce souvisejici s konkrétnim
textem jsou uvadény v poznamkach.

2 Kartografie a tématicka kartografie

Nejstarsi formou grafického znazornéni dat jsou mapy po tisicileti zobrazujici
jednak pozemské oblasti, jednak vytezy hvézdné oblohy. Nejstarsi zndmou
mapou je ¢ast planu mésta (patrné Catal Hiiyiik) objeveného jako freska pii
vykopavkach v letech 1961 az 1965 na plani Konya v Anatolii a datovaného
uhlikovou metodou do let 6250 az 6400 pf. Kr., podle letokruhti dokonce 7100
az 7200 pf. Kr. — Obr. 1. Autorem tdajné prvni (podle Hérodotova popisu
rekonstruované) mapy svéta je Anaximandros z Milétu 2 — Obr.1.

Klaudios Ptolemaios je tvircem prvnich map se zakreslenymi poledniky
i rovnobézkami — Obr. 2. Nejstarsi zobrazeni planetarnich pohybt pochéazi

2Strucéné zivotopisné tidaje o autorech jsou uvedeny v Dodatku.
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Obrazek 3: Halleyova mapa isogondl v Atlantickém ocednu (1701).

od neznamého autora z doby kolem roku 950 a zachycuje zmény poloh Slunce
a hvézd v prabéhu roku — Obr. 2.

Dalsim vyvojovym momentem je zakreslovani dopliujicich charakteristik;
E. Halley roku 1701 publikuje mapu se zakreslenymi isogonalami spojujicimi
mista se stejnou magnetickou deklinaci — Obr. 3. Tim zac¢ind obor tématické
kartografie, v niz jsou do map vedle izemniho ¢lenéni zaniSena data vzta-
hujici se k obyvatelstvu, obchodu, dopravé i k historickym udalostem. Na
jejim pocatku jsou mapy analfabetismu ve Francii (P. Ch. F. Dupin: Carte
de la France eclairée et de la France obscure, 1819) a v Anglii (J. Fletcher:
Distribution of ignorance in England, 1834) zalozené na priizkumu matrik
(zdznamy siatkd analfabet maji znacky misto podpisti) — Obr. 4.

Ziejmé sem patii také slavny plan Londyna vytvofeny Johnem Snowem
v roce 1854 za Gcelem objasnéni piic¢iny cholerové epidemie — Obr. 4. Zakres-
lenim poloh studni a bydlisf nemocnych se podatilo lokalizovat nakazenou
studnu a zjistit zptsob Sifeni nakazy, ktery do té doby nebyl bezpecné znam.
Prvenstvi v mapovani sifeni epidemie vSak patii Valentinu Seamanovi, ktery
publikoval podobnou mapu jako J. Snow v souvislosti s epidemii zluté ho-
recky v New Yorku v roce 1795 (Obr. 5) a nékolik map vyskytu cholery bylo
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Obréazek 4: Fletcherova mapa analfabetismu v Anglii (1834) a

Londyna v dobé cholerové epidemie (1854).

Yellow fever in New York, 17g7. (Med. Reposil., 1798, 1, opp. 317: cf. n. 30} -

“The south-castern endl of Pine:street, (5 on plate 11) lies considerably lower than
the ock which is continued from it; sa that it there keeps a constant puddle of stagnant
filthy water and mud. . . . The slips (55) on cach sidc of this central spol, have been
left, during the summer, to be fortwitously filled up by the free contributians of the
neighbourhood. . . . But beside all this, the spaces . . . mazked § with crosses, particularly
that Lo the north-castward of the dock, has [sic], from its being open and 5o con-
tiguous to the Market, become the common convenlence (0 3 multitude of people, - . .
00 numerous “to get an accurate history af them all.”
it where it is slight” led Seaman 1o noie
have oniginated in East Gearge-
in_the

Cases of yellow fever were
This and "the want of proper marks (o identify
only the fatal cases. Ten cascs, listed by name, “appear to
Street® all but two residing “within the small compass of sevenicen hous
lower part of the street,” “Three more cases are listed in Chestnut, Roosevelt, and Water
Streets respectively.

“Then follow the cases numbered on the map: .1 Kelly/ .= Wiggins/ .3 Van Deventer/
4 Hitcheock/ 5 Hamilton/ 6 Comstockf 7 Rogers/ 8 Beers. One marc case (Mowatr)
“resided in & healthy, cleanly part of the town: and how or where he could have taken
the disease is still 2 my:

Snowtv plan

Obrézek 5: Seamanova mapa vyskytu zluté horecky v New Yorku (1795).
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Obrézek 6: Napoleonovo tazeni na Moskvu od Ch. J. Minarda (1869). Siika
stopy znazornuje pocetni silu armady, graf ve spodni ¢asti mapy udava priibéh
teploty pri jejim tstupu.

Neptrekonanym vrcholem co do emocionalni ptisobnosti je ,nejslavnéjsi
mapa vsSech dob“, Napoleonovo tazZeni na Moskvu Charlese Josepha Minarda
z roku 1869 — Obr. 6. V soucasné dobé jsou nejbéznéjsim produktem téma-
tické kartografie mapy zachycujici okamzity stav pocasi, publikované v den-
nim tisku a v televizi.

3 Statisticka grafika

Statisticka grafika prezentuje nejriznéjsi data v zavislosti na zvoleném pa-
rametru, jimz byva velmi casto cas. Samotné slovo graf do angli¢tiny zavedl
J. J. Sylvester v roce 1878 v souvislosti s konstatovanim podobnosti mezi
schématy molekularnich vazeb a grafickou reprezentaci algebraickych inva-
riantt. Zhruba v téze dobé definuje graf Charles S. Peirce jako ,plosny di-
agram sestavajici z bodu ¢i jejich ekvivalenti a jejich spojnice na omezené
plose“. Potfeba takové definice ukazuje, do jaké miry byly grafy jesté koncem
XIX. stoleti méalo béznym informac¢nim prostiedkem.

Jejich pocatecni rozvoj byl do zna¢né miry ovlivnén, ne-li podminén, né-
kolika vynalezy umoznujicimi grafické zaznamenavani kontinualné probihaji-
cich fyzikalnich procesti. Prvnim z nich je Christopherem Wrenem vynalezeny
zapisova¢ pocasi (weather-clock) zaznamenavajici teplotu a smér vétru v po-
larnich souradnicich, dalsim Watttv indikator tlaku v parnim stroji.

3.1 Vyvoj grafického zobrazovani v XVIII. stoleti

Za zakladatele statistické grafiky je obecné povazovan William Playfaire. Ve
svych grafikich, které nazyval ,Carovou aritmetikou“ (lineal arithmetics),
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Obrézek 7: Van Langrentiv diagram rozdilti zemépisnych délek Toleda a Rima
podle riznych autort (1644); Sipka ukazuje ke spravné hodnoté 16°30’, napis
ROMA je v misté vychylené stfedni hodnoty historickych kartografickych
udaju.

O /‘—”@ZMM%W

3 c a “ Q g
o =
o5 e Semeiilne R poa .:u_h.‘w TP SR . D
M | ©
Hervdtotns |7 Dorsoatherias ] .mfxg-'«., SLaiteers -
Al negoreon KXewnpfian. creiterrndize Ly | 3
" drvatoplanes Theooritess | Plapio, )yl
Whades VPree ez Tt Brectid. | Frepice: Lid 4
e e i BT 7 7o) Arigtatte " z Erosria Hormre K
sriggerira | Higlioesates ‘&)f:k’_al__ Lreervlivas z
sVorrites " Zoin Aot Cerfeedlens 5
ojeaifeie Arrteos I P =
Cyptas | Porveles Fheitp it raners Lbecrn o
iada e Alepatryston ] Py 2
A dare I’g fiam—fw }Dfmrcit)rl | Apis | _Cita | Crovver T Comaazr &
T bt Finrrat Epatmindas | Pyrekig L iicchars s elbieesi H
i 7 Carleielirag Seoeprn | A sfyptda Autgrreastood ﬁ
| it o LT .
| = e — 1
TSR 8 = = T = B e e e T W
" 2 < & g & -]
3 i) i il =~ kS * W = 2 &

Obrazek 8: Druha ¢tvrtina diagramu J. Priestleye (1765).

vyuzival prevazné kartézské souradné soustavy, v niz znazornoval zavislosti
jedné i vice zvolenych veli¢in na vybraném parametru, jimz byl nez¥idka ¢as.
Meél vsak fadu predchtidcti. Prvnim z nich je Michael F. van Langren publiku-
jici v roce 1644 srovnani rozdiléi zemépisnych délek Rima a Toleda — Obr. 7
Udaj zndmy v jeho soucasnosti je srovnan s vesmés pozitivné vychylenymi
odhady ziskanymi z rtznych historickych map.

Druhym rannym grafem je Zivotopisnd mapa (Chart of Biography, 1765) —
Obr. 8, jejiz autorem je neobycejné plodny vynalezce, védec, teolog a politik
Joseph Priestley. Opét se jedna v podstaté o jednorozmérny diagram pre-
zentujici zivotni rozpéti 2000 vyznamnych osobnosti zijicich v letech 1200 pf.
Kr. az 1750. Priestley na ctyfech strankach komentare presvédcuje ctenare, ze
toto znazornéni casu je mozné a tcelné. Zatimco dnes je tento ptistup pova-
zZovan za zcela prirozeny, v poloviné XVIII. stoleti tomu bylo jinak. Kartézské
soutfadnice byly obecné prijaty jako systém vhodny pro znézornéni prostoru,
v némz existuje pozorovatelny materialni svét (nezavedl je vSak Descartes, ale
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Obréazek 9: Obchodni bilance mezi Anglif a Norskem s Danskem (1786) a kru-
hovy diagram americkych stat (1805) od W. Playfaira.

Leonardo da Vinci kolem roku 1500 pro analyzu rychlosti padéni objekti).
Historicky c¢as vSak byl povazovan za jev subjektivni, vazany na schopnost
mysleni a sdm Descartes zduraznoval ,nezbytnost uplného abstrahovani od
analogii s hmotou pii studiu zakonitosti Mysli“.

Skotsky filosof Dugald Stewart ve stati A general View of the Progress
of Metaphysical, Ethical, and Political Philosophy since the Revival of Let-
ters (1811) napsané pro Dodatky k Britské encyklopedii konstatuje, Ze his-
torie, jako znalost urcitych fakti a déju, je predevsim zalezitosti nasi pa-
méti, kterd je subjektivni. Historické déje (a s nimi také ekonomické, po-
pulaéni aj.) sice mohou byt a nejspi§ jsou podiizeny né&jakym zakontm, ty
vsak nelze zjistit pozorovanim jako zakony prirodni, ale pouze reflexi, uvazo-
vanim. Specialné ekonomicky stav statu je disledkem subjektivniho jednani
lidi v jejich soukromych zivotech; to muze probihat napt. na zakladé ,zdra-
vého rozumu“. Protoze prvni kroky grafické statistiky se odbyvaly pravé na
pudé historie a politické ekonomie, byl pro ni vyznam chapani historického
Casu zcela podstatny a jeho subjektivni chapani bylo velkou prekazkou jejiho
obecného rozsireni.

William Playfair byl schopny vynélezce, ale jeho hlavni zdjmy byly fi-
nance a obchod, v nichz vsak byl spise netspésny, a déale publicistika, ktera
jej dovedla ke statistické grafice, jiz se proslavil. V této oblasti mohla byt
jeho inspiraci jednak spoluprace s J. Wattem, u néjz pracoval jako kresli¢
a navrhar, jednak rady jeho bratra, matematika a geologa. Od néj se podle
vlastniho sdéleni naucil, Zze vSechno, co lze vyjadrit ¢isly, mize byt vyjadreno
také rovnymi carami. Mezi jeho vyznamné prace patii graf ristu britského na-
rodniho dluhu v letech 1699 az 1800, grafy vzajemného obchodu mezi Anglii
a riuznymi staty (napf. s Némeckem, s Danskem a Norskem — Obr. 9), his-
togram zahrani¢niho obchodu Skotska aj. Popularni jsou také jeho grafy,
v nichz upozoriioval na vysoké danové zatizeni Angli¢ant (Obr. 11) a prvni
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Obréazek 10: Srovnani cen pSenice (histogram uprostied) a mzdy mechanika
(graf v dolni ¢4sti) za vlady raznych panovnikt (graf v horni ¢asti) od W. Pla-
yfaira (1821).

kruhovy diagram rozlohy americkych statia — Obr. 9. K nejzndméjsim patii
mimoradné sugestivni graf porovnavajici ceny pSenice a mzdy femeslnik na
pozadi vlad jednotlivych britskych panovnikt v letech 1665 az 1821 — Obr. 10.
Pozoruhodné je, Ze pravé tento graf na prvni pohled nesdéluje autortuv zameér
a hrozivé rostouci ¢erny histogram (termin histogram vsak zavedl az K. Pear-
son®) mu spie protiieci — Obr. 11. Playfairovou snahou bylo totiz podle
jeho vlastniho vyjadieni* ukéazat, ze nikdy nebyla pSenice tak levna jako na
pocatku XIX. stoleti. To je vSak patrné teprve tehdy, kdyz je vynesen graf
poméru cen a mezd, ktery skuteéné klesd od deviti ke dvéma. Playfairiv
graf tak ukazuje jednu z charakteristickych vlastnosti grafického zobrazeni,
totiz na moznost vytvofeni dojmu na prvni pohled opac¢ného, nez odpovida
skute¢nému obsahu dat.

Playfairovy prace jsou shrnuty v knize The Commerical and Political
Atlas vydané v Londyné roku 1786 a obsahujici 44 diagramt; s vyjimkou
jediného se jedna o casové zavislosti. Tim je sloupcovy diagram zachycujici
obchod mezi Skotskem a 13 jinymi staty a Playfairovi se podafilo ziskat data
pouze pro jediny rok (1780), takze nemohl vynést ¢asovou zavislost. V tivodu
to komentuje jako nedostatek (,,... it does not comprehend any portion of
time, and is much inferior in utility to those that do.“). Ve tfetim vydani
Atlasu v roce 1801 vSak sloupcovy graf jiz vyzdvihuje jako typicky produkt

3Viz poznamku na str. 399 v jeho ¢lanku ve Phil. Trans. Roy. Soc. A 186 (1895).

47 Playfairova komentaie ke grafu (citovano podle H. Wainer: Visual revelations,
Chance 17 (2004), 51-54, ktery je také autorem ukézaného pomérového grafu — Obr. 11):
»- - -the main fact deserving consideration is, that never at any former period was wheat so
cheap, in proportion to mechanical labour, as it is in the present time...“.
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Obrazek 11: Pomér ceny psenice a mzdy femeslnika podle piedchazejiciho
Playfairova grafu (viz pozn.*) a jeho srovnini datiového zatiZeni obcanti
¢tytech evropskych statt (prekreslend ¢ast ptivodniho grafu z roku 1801).
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Obréazek 12: Lambertuv ,éiselny graf“ (1779) udéavajici pocet dnti v mésici,
kdy bylo dosazeno urcité teploty (horizontalni osa ve °C) a graf zavislosti
ohfevu pidy v pribéhu roku na zemépisné sifce (1779).

své ,Carové aritmetiky“. Jako priklad uvadi muze, ktery denné vydéla jisty
sloupec guineji a jehoz vysledna vyska je potom rovna souctu vydélku za
urcity cas, ktery je tak v zobrazeni implicitné zahrnut.

Jednim z prvnich uzivatelt grafického zobrazeni dat byl také alsasky pri-
rodovédec Johann Heinrich Lambert, jehoz hlavnim zadjmem byla fotometrie
a fyzikalni ¢i astronomickd méfeni. Byl patrné prvni, kdo vytvoril ,¢iselny
graf“ vhodnym rozmisténim ¢iselnych hodnot v roviné — Obr. 12.

S dalsim propagatorem grafickych metod se vraci problematika social-
nich a politickych véd. August Friedrich Wilhelm Crome byl profesorem po-
litickych véd v GieBenu a je zndmy jednak svymi knihami (napi. Uber die
Grof$e und Bevélkerung der europdischen Staaten z roku 1785), jednak fadou
pamfleti, v nichz vedl vasnivé politické diskuse a své nazory casto doka-
zoval graficky zpracovanymi statistickymi udaji. Pomoci diagramu riznych
typu porovnéaval situaci v jednotlivych statech, napt. velikost stat znazor-
fiuje pomoci pravidelnych obrazci (Gtvercii, obdélnikt ¢ kruht) o plochach
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Obrazek 13: Srovnani spolecenskych a hospodatskych charakteristik némec-
kych statt od A. F. W. Crome (1821); plochy obdélnikti jsou timérné jejich
rozloham.

amérnych rozloham stati, takze opticky dojem neni zkreslen komplikovanym
prubéhem hranic — Obr. 13 (autorem prvniho takového grafu byl v8ak Charles
de Fourcroy; v praci I’Essay d’une table poléographique z roku 1782 srovnava
rozlohy evropskych mést étvercovym diagramem podobnym obr. 13 - viz [12]).
Slavna je také jeho mapa Produkten-Karte von Europa z roku 1782, znazornu-
jici vedle mést a pristavu také pfirodni a prumyslovou produkci v jednotlivych
zemich.

3.2 Nové sméry statistické grafiky v XIX. stoleti

Poté, co se grafické zobrazovani zacalo v Sirsi mife pouzivat, vyskytla se
potfeba technickych prosttedk, které by usnadnovaly jeho realizaci a Sifeni.
V Anglii v roce 1794 zac¢ina Dr. Buxton vyrabét rastrovany papir, v Némecku
v roce 1798 prazsky roddk Aloys Senefelder vynaléza litografickou techniku
pro tisk map a diagramt (své vysledky shrnuje v knize Vollstandiges Lehr-
buch der Steindruckerei, 1818). Ve Francii v roce 1843 Léon Lalanne (viz
nize) za¢ind pouzivat sférické souradnice a v roce 1846 zavadi logaritmickou
stupnici na obé pravothlé osy. Semilogaritmickou stupnici pouziva jako prvni
pro své diagramy W. S. Jevons v roce 1863.
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Playfairovy grafy byly patrné inspiraci pro anglickou statisticku Florence
Nightingaleovou. Ptihlasila se jako dobrovolna zdravotni sestra v dobé krym-
ské valky, sestavovala ¢asové tabulky tmrti pacient® podle pfi¢in a jimi doka-
zovala nedostatecnost nemocni¢ni hygieny v polnich podminkach. V prvnim
provedeni byly po¢ty tmrti tmérné tsekim poloméri vyseci a tedy zkreslené,
poté si uvédomila svou chybu a jako prvni zavedla radidlni graf — Obr. 14.
Vedle podrobné zpravy pro vojenské kruhy vydala stru¢ny souhrn svych vy-
sledkt také jako malou brozurku (Mortality of the British Army, 1858) s cilem
ovlivnit vefejné minéni. At jiz jeji grafické zpracovani presvédcilo veleni ar-
mady ¢i verejnost, kterd uplatnila svij vliv, hygiené v nemocnicich zacala
byt vénovana podstatné vétsi pozornost, a to nejen v armadé. Po navratu
do Anglie méla F. Nightingaleova zna¢ny (idajné dodnes pfetrvavajici) podil
na celkovém zlepSeni nemocni¢ni péce, jiz vénovala veskerou svou pozornost
po zbytek Zivota. Jeji radidlni grafy byvaji v literatufe nazyvany kohoutimi
hrebinky (coxcombs), jedna se vSak o jeden z historickych omyld; kohoutim
hiebinkem nazvala F. Nightingalova v privodnim dopise z 25. 12. 1857 k vyse
zminéné brozurce presidentovi Kralovské armadni komise Sidney Herbertovi®
pravé tuto brozurku, nikoliv sviij radialni graf.

Od zacatku XIX. stoleti se stfediskem vyvoje grafického znézornovani
dat stava Francie. Jejich technické vyuziti a rozvoj jsou svazany s odvozem
méstskych odpadkt, ktery byl aktualni jiz v XVIIIL. stoleti a vynucoval si
stale rozsahlejsi stavbu silnic. Maximalni efektivnosti této problematiky se
zabjvaly dva piedni francouzské vzdélavaci tistavy: vojenska Ecole de Génie
v Meziéres (s tézistém v likvidaci pevnostniho odpadu) a Ecole des Ponts et
Chausées v Pafizi zamétrena civilné. Profesorem na prvni skole byl Gaspard
Monge, zakladatel deskriptivni geometrie, a pravé z jeho zakt a nasledov-
nikd se rekrutovali vyznamni propagatori grafického zobrazovani. Na druhé
z uvedenych skol zase vyucoval jiz zminény Ch. J. Minard. Zameér pokryt ce-
lou Francii vyhovujici siti silnic hvézdicovité vychazejicich z Pafize se stava
aktudlni kolem roku 1842. Pfi jeho realizaci opét prichazi ke slovu graficka
kartografie, zvlasté diky Ch. J. Minardovi, ktery se snazil prosadit decent-
ralizovandgjsi dopravni sit, jejiz vyhodnost demonstroval ¢arami s tloustkou
amérnou prepravnim naroktm; tato forma grafického znazornéni vyvrcholila
posléze jeho Napoleonovym tazenim. Vystavba dopravni sité vSak byla sveé-
fena centralni statni organizaci Corps des Ponts et Chausées Fizené Victorem
Legrandem; jeji charakter vyjadfoval hovorovy nazev ,Legrandova hvézda“
a byla spojena s obrovskymi presuny pudy diky pfisnym pozadavkim na po-
volené maximalni stoupani a minimalni poloméry kiivosti. Jiz v letech 1835
a 1837 byly vypracovany tabulky pro vypocet nezbytnych presunii zeminy,
platily vsak pouze pro jeden pevny profil silni¢niho ulozeni.

Grafické konverze vypocetnich tabulek se ujal Léon Lalanne. VysSel pfi-

5 Dear Mr. Herbert, I send you one of the ,coxcombs® ...“, citovano podle pFispévku

H. Small: Florence Nightingale’s statistical diagrams, predneseného 18. 3. 1998 na konfe-
renci, kterou porddalo Museum Florence Nightingaleové v Londyné.
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Obrazek 14: Radidlni graf F. Nightingaleové (1858) znazornuje priciny dmrti
vojakil (pocet tmrti je timérny plose) v krymské valce (1854-55). Vnitini
malé svétlé vysece zachycuji po jednotlivych mésicich timrti na zranéni, velké
svétlé vysece umrti na nakazlivé choroby vyvolané nedostatec¢nou hygienou
a vnitini malé tmavé vysece libovolné jiné pficiny. Sloupcové diagramy porov-
navaji procentudlni tmrtnost v riaznych vékovych kategoriich (horni diagram)
a podle piéin (spodni diagram) u béznych anglickych muzi a u vojaki (vzdy
spodni sloupec v paru).
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Obrazek 15: Pouchetova Pytagorejska tabulka a isocary xzy = bk, k =
0,1,...,19 (1795).
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Obrazek 16: Lalannetv prostorovy graf {mésic x hodina x teplota} (1845).
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Obrazek 17: Srovnani grafu v kartézskych a logaritmicko-logaritmickych sou-
fadnicich s nomogramem od M. d’Ocagne (1891). T je tazn4 sila francouzské
lokomotivy, V je vaha pary spotiebované za hodinu a N je relativni doba, po
niz je parni ventil otevieny.
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tom z tzv. pytagorejské tabulky typu 10 x 10%, kterou Louis-Ezechiel Pouchet
(v souvislosti se snahami francouzské vlady pfejit na decimélni soustavu jed-
notek) v roce 1795 doplnil iso¢arami (hyperbolami) xy = 5k, k=1,2,...,19
— Obr. 15. Tabulka se sice obecné neprosadila, byla vsak pouzivana pro in-
zenyrské vypocty k prevodu raznych mér, napt. pii kalibraci dél. Lalanne
nejdrive upozornil, ze ¢ary xy = konst. muzeme chapat jako ortogonalni
projekce c¢ar konstantni vysky na 3D plose z = xy a pro demonstraci této
myslenky vytvoril projekci isoterm v 3D grafu typu {mésic x hodina x teplota}
s projekei do roviny {mésic x teplota} a fezem rovinou {hodina x teplota}
(Mongeova $kola se nedala nezaptit) — Obr. 16.

Druhou inovaci bylo zavedeni logaritmickych soufadnic (Pouchetovy hy-
perboly se pak staly pfimkami) a v roce 1846 jiz Lalanne publikuje grafickou
tabulku s linearnimi zavislostmi ptiidnich pfenost pro dvoukolejnou zeleznici.
Vyvoj dovrsuje v roce 1884 Maurice d’Ocagne vytvorenim nomogramu. Pra-
vouhlé osy nahrazuje osami rovnobéznymi a vyuziva principu duality z pro-
jektivni geometrie, podle néjz lze body zobrazit jako pfimky a pfimky jako
body. Soubor pfimek z Lalanneova grafu pak prechazi v pfimku jedinou —
Obr. 17.

Zasluhy L. A. J. Queteleta o rozvoj statistiky v socialni oblasti jsou dosta-
teCné znamé: jeho nazory jsou ruzné vykladany, interpretovany i kritizovany,
jeho podil na vzniku statistickych spolec¢nosti v evropskych statech i v Ame-
rice je vSak nesporny, stejné jako inspirativni vliv na celou fadu statistickych
aktivit. Z Queteletovych grafickych praci si vSimneme aspon jednoho okruhu
studii vcetné okolnosti, za nichz vznikly. S¢itani lidu je velmi nakladna akce,
a kdyz se v porevolucni Francii o ni zacalo uvazovat, prisel P. S. Laplace
s navrhem urcité formy vybérového Setieni. Doporudil vyuzit pfesné vede-
nych matrik narozenych déti v celé zemi a celkovy pocet obyvatel No urcit
ze vztahu No = rpNp, kde Np je pocet vSech narozenych déti za néjaké ob-
dobi a rp = no/np je peclivé stanoveny pomér poc¢tu obyvatel a narozenych
déti ve vybranych ,reprezentativnich“ oblastech, rovnomérné rozlozenych po
celé ploge statu a s pozornosti k jednotlivym skupindm obyvatel”. Quetelet
byl nejprve (v roce 1824) naklonén pouziti této metody i v Belgii a Nizo-
zemi, avsak v roce 1829 podava navrh na kompletni s¢itani. Byl totiz zfejmé
ovlivnén pamétnim spisem, ktery mu poslal baron de Keverberg v roce 18278
a v némz zpochybiiuje moznost dostateéné vhodného vybéru podoblasti pro
odhad poméru rp, protoze relace mezi np a np zavisi nesnadno definovatel-
nym zptisobem na mnozstvi lokalnich proménnych.

Patrné inspirovan de Keverbergovym spisem, provedl Quetelet v 19 ob-
lastech Belgie, Holandska a Lucemburku vlastni vybérové odhady nasleduji-

6Celo¢iselné tabulka s hodnotami {z;; = ij},4,5 = 1,2,...,10.

"Viz P. S. Laplace: Essai philosophique sur les probabilités, Paris, Courcie 1840 (6. vy-
dani knihy z roku 1814), 100-101. Laplace svou metodu navrhl jiz v roce 1780, byla pouzita
v r. 1802 a diskutuje ji K. Pearson v Biometrika 20A (1928), 165-174.

8Citace z de Keverbergova spisu jsou v S. M. Stiegler: The History of Statistics, Harvard
University Press, Cambridge 1986.
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Obrazek 18: Queteletiv souborny diagram (1827) pomért rps (horni lomend
¢ara), rp (stfedni plnd ¢dra), rg (stfedni teckovand ¢ara) a rp (spodni plna
¢ara). Odpovidajici stfedni hodnoty jsou vyznaceny horizontalnimi ¢arami.
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MounT TABOR
at present 3 and they would, and might, givean irrigation to the desert of Egypt,
which would be of immense agricultural value, by causing an earlier and larger
overflow of the Nile. The opposite is also true, that rivers joined at the same
slope traverse with greater velocity. If the rivers of the Rhine Delta were
joined so as to have one mouth, the Rhine would havea deep navigable mouth,
and the stream, by its velocity, would always keep 22 feet of water at the bar.
Fig. 20 is a diagram, the outline of which isa true binomial curve. This gurvs
is shown in dotted line on Fig. 19, Mount Tabor, a type of a certain class of hills.
Another common form is also shown in Fig. 213 the hills assume the fish-
back outline, the water-shed dividing the hill into unequal parts.
A
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Obrézek 19: Vrcholova eroze hory Tabor podle A. Tylora (1875).

cich veli¢in: poctu obyvatel np, poc¢tu narozenych déti np, po¢tu uzavienych
manzelstvi ng a po¢tu amrti nys, z nichz pro kazdou oblast odhadl poméry
ryM = no/ny,rs = no/ns,"r = np/ns arp = no/np a oblasti srovnal
za sebou tak, aby rj; bylo monoténni rostouci. Vysledky jsou shrnuty ve
zndmém Queteletové diagramu, ktery ukazuje pomérné velké rozdily mezi
hodnotami pomeéru v jednotlivych oblastech a dale naznacuje, Ze mezi nimi
je jen stézi néjaka korelace — Obr. 18. Odtud tedy vyplynula Queteletova
ztrata davéry v Laplacetv navrh vybérového scitani.

Dalsi Queteletova graficka prace se vztahuje k jeho koncepci ,,pramérného
¢loveka“, jehoz psychické i fyzické vlastnosti maji normdlni rozdéleni (Que-
telet vSak pouzival terminy krivka moznosti, rozdéleni mozZnosti, binomickd
krivka). Presvédceni, Ze kazdy homogenni soubor tdajti musi mit normalni
rozdéleni, povazoval Quetelet za feSeni de Kevenbergovy namitky o nemoz-
nosti posoudit, zda data vytvareji homogenni soubor ¢i nikoliv. V fadé praci
srovnaval zjisténa data s normalnim rozdélenim, jez vsak nepouzival v Gaus-
sové integralnim tvaru, ale vychazel z binomického rozdéleni Bi(999,1/2),
které podrobné propo¢ital s vyuzitim vztahu P(X = k) = (n —k+ 1)P(X =
k —1)/k, platného pro Bi(n,1/2).
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Obecnou popularitu normélniho rozdéleni dokumentuje ¢lanek A. Tylora®
z roku 1875, v némz autor povysil kiivku normalniho rozdéleni na universalni
geologicky standard (binomicka kiivka nebo-li denudacni kiivka) tvaru hor.
Odchylky od ni jsou néj diukazem lokalni eroze demonstrované na prikladu
biblické hory Tabor — Obr. 19.

Luigi Perozzo vstoupil do historie grafického zobrazovani prvnim 3D gra-
fem — Obr. 20, ktery nazval stereogramem a jenz vyuziva axonometrického
promitani navrzeného Gustavem Zeunerem v knize Abhandlungen aus der
mathematischen Statistik, Leipzig (1969)!0. 3D grafy byly ¢asto vyuziviny
pro znazornéni vicerozmérnych distribuc¢nich funkci a hustot pravdépodob-
nosti.

W. S. Jevons se v roce 1863 zacal zabyvat problémem kvantitativniho po-
pisu cenovych zmén vyvolanych udalostmi obecného dosahu, konkrétné napft.
objevenim australského a kalifornského zlata v roce 1849, jez mélo za nasledek
dlouhodoby pokles ceny zlata. Ze sledovanych 118 produkti jich 84 zdrazilo,
ostatni zlevnily. VSechny zmény Jevons zanesl do souborného semilogarit-
mického grafu a stanovil jejich geometrickeé priumery — Obr. 21. Tento typ
vypoctu cenovych zmén je od té doby Siroce pouzivan. Nebyl zdaleka prvni,
avsSak prosadil se ze dvou dtvodt. Pfedné pro vyrazné asymetrické rozdé-
leni relativnich cenovych zmén je geometricky primér vhodnéjsi, nez do té
doby pouzivany prameér aritmeticky, jednak se ukazalo, Ze je vhodné sledo-
vat velmi Siroky vybér produktt, coz Jevonsovi predchudci nedélali. Jevons
pro sviij postup mél ovSem jen intuitivni divody; zminoval napf. alterna-
tivni moznost sledovat mnozstvi zbozi, které 1ze po skokové zméné zakoupit
za stejnou cenu, cozby vedlo k priméru harmonickému, a sviij geometricky
prumeér vydaval za stfedni cestu mezi obéma alternativami.

4 Zavér

Koncem XIX. stoleti se za¢ina rozvijet intenzivni zkoumani v oblasti 1ékafstvi
a biologie v Anglii, do zna¢né miry spojené s osobou Francise Galtona. Jeho
zajem o aplikaci statistickych pristupi véetné jejich grafické prezentace byl
zcela mimoradny a vedl ke vzniku tzv. biometrické skoly, jejimiz predstaviteli
vedle Galtona byli Karl Pearson, Francis Weldon, Udna Yule a samoziejmé
Ronald Aylmer Fisher. Grafickd prezentace se v jejich pracich stala béznym
prostiedkem do té miry, ze si dnes bez ni statistiku dovedeme jen stézi pred-
stavit. Zhruba do konce XIX. stoleti je mozné vyvoj grafického zobrazovani
alespon v hrubych rysech sledovat v ptrispévcich rozsahu srovnatelného s timto
textem. XX. stoleti, zejména jeho druha polovina ovlivnéna rozvojem pocita-
¢ové techniky a vstupem grafiky do vsech medii, pfedstavuje pravy graficky

9A. Tylor: Action of denuding agencies. Geological Magazine (decade II) 2 (1875), 433
476 - viz S. M. Stigler: The History of Statistics. The Measurement of Uncertainty before
1900. Harvard University Press, Cambridge (Mass.) — London 1986.

101, Perozzo: Della rappresentazione graphica di una collettivita di individui nella suc-
cessione del tempo. Annali di Statistica, 12 : 1-16.
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Obrazek 20: Trojrozmeérny graf svédské populace v letech 1750-1875 od L. Pe-
rozzo (1880).

vybuch. Jeho rozsah 1ze snad alespon pfiblizné ocenit z odhadu E. Tufta, pre-
zentovaného v osmdesétych letech minulého stoleti: pocet grafti vytvorenych
za rok se pohybuje mezi 9.10' az 2.10'2; pfi poctu lidi v fadu 109 piipada
tedy 100 grafii na osobu za rok. Toto mnoZstvi zdaleka neznamena, Ze grafy
jsou kvalitni a ze data jsou prezentovana optimalnim zptisobem. Pravé nao-
pak; pfevazna vétsina grafti ma za kol zaujmout, obratit pozornost k urcité
obchodni nebo politické problematice, ,nakazit“ konzumenta nazorem ¢i za-
mérem svych autort. SouCasné teorie grafického zobrazovani dava prednost
tém nejjednodussim formam snadno desifrovatelné bodové a ¢arové reprezen-
tace.
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Obrazek 21: Jevonstv semilogaritmicky diagram (1863) cenovych zmén po
objevu australského a kalifornského zlata. Vyneseny jsou poméry prumeér-
nych cen v objevem zlata ovlivnénych letech 1860 az 1862 k priamérnym ce-
nam ve srovnavacim obdobi 1845 az 1850. Na levych dvou svislych piimkach
jsou vyneseny vSechny hlavni (39 polozek) a vedlejsi (89 polozek) produkty
a vyznaceny jim odpovidajici prumérné zmény, dale pramérné relativni zvy-
Seni (cca 11 %) a jemu odpovidajici relativni pokles ceny zlata (cca 9%).
V jednotlivych sloupcich jsou vétsinou piibuzné produkty, jako zelezo, oceli
a stiibro, rizné druhy oleji, textilni latky, obili atd.
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5 Dodatek

Anaximandros z Milétu (610 p¥. Kr. - po 546 pi. Kr.), fecky filosof, podle
Eratosthéna tvirce fecké geografie, autor idajné prvni mapy svéta vytvorené pod
vlivem babylénské astronomie. Ta se sice nezachovala, byva vSak rekonstruovana
podle Hérodotova popisu.

Abraham Cresques (13267 - 1387), vyznamny predstavitel mallorské kartogra-
fické skoly, ktera se proslavila kreslenim namoinich map. Nejznaméjsi je Katalansky
atlas vytvoreny pro Karla V.

August Friedrich Wilhelm Crome (1753 - 1833), teolog, lektor zemépisu
a historie v Dessau, poté profesor politickych véd v Gielenu od roku 1786 do
smrti a diplomat. Autor fady knih, napi. Europens Produkte (1782), Uber die
Grofie und Bevélkerung der europdischen Staaten (1785), ¢tytdilné Geographisch-
statistische Darstellung der Staatskrifte von den sdmtlichen, zum deutschen Sta-
atenbunde gehdrigen Lindern (1820 — 1828) a vynikajici Selbstbiographie (1833).
Jeho knihy i politické pamflety obsahuji fadu tabeldrné i graficky zpracovanych
statistickych udaju.

Pierre Charles Frangois Dupin (1784 - 1873), francouzsky matematik a eko-
nom, zdk Mongetv, autor ruznych pamfleti s védeckou tématikou. V praci Carte
de la France éclairée et de la France obscure (1819) prvni pouzil rtizné barvy k za-
kresleni vyvoje vzdélani v riznych regionech.

Eratosthenés z Kyrény (275 p¥. Kr. - 195 pf. Kr.), vSestranny fecky védec,
etik a basnik, piedevsim geograf. Jeho odhad obvodu Zemé (44 730 km) vyuziva
méfeni délek stint tyce ve dvou méstech lezicich na stejném poledniku (Samara
a Aswan). Vypocet je pak zalozen na predpokladu kulatosti Zemé a vysledek je
velmi blizky skutecnosti.

Joseph Fletcher (? - ?), autor ¢lanki s fadou kolorovanych map s tdaji o zemé-
délstvi, pramyslu aj. (,Moral and Educational Statistics of England and Wales®,
Journ. London Stat. Soc. X (1847), 193-233 a XII (1849), 151-335).

Francis Galton (1822 - 1911), anglicky genetik a eugenik, ptivodné meteorolog
(jako prvni popsal anticyklonu a zavedl mapy pocasi zalozené na barometrickych
datech). Do genetiky zavedl biometricky ptistup, do statistiky pojmy regrese a kore-
la¢ni koeficient. Do kriminologie ptispél zavedenim otiskt prstu jako identifika¢niho
znaku.

Edmond Halley (1656 - 1742), pfedni anglicky fyzik a astronom (objevitel ko-
mety po ném nazvané) ve védeckych kruzich vzacného charakteru, autor vyznamné
prace z demografie a pojistovnictvi ,An Estimate of the Degrees of the Mortality
of Mankind“ (1693). Vyrazné se zaslouzil o publikovani Newtonovych Principia
Mathematica. Poslednich 22 let svého zivota byl kralovskym astronomem se sidlem
na hvézdarné v Greenwichi, kde také zemfel.

Wiliam Stanley Jevons (1835 - 1882), anglicky ekonom a logik, autor knihy
Principles of Science (1874), v niz haji nézor, ze deduktivni poznatky a zakony
jsou jen pravdépodobné, protoze neni mozné rozebrat vsechny mozné pfic¢iny a al-
ternativy. V ekonomickych pracich (Theory of Political Economy, 1871) vychéazel
ze statistické analyzy redlnych dat, pro hodnoceni cenovych hladin zavedl dosud
pouzivany index zalozeny na geometrickych primeérech cen Sirokého spektra komo-
dit.
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Léon Lalanne (1811 - 1892), francouzsky stavebni inzenyr, vynalezce fady gra-
fickych postupt vypracovanych v souvislosti s vystavbou francouzské dopravni sité,
generalni inspektor mostt a silnic, feditel I’Ecole des Ponts et des Chausées atd.

Johann Heinrich Lambert (1728 - 1777), samouk, alsasky ptirodovédec a filo-
sof, zndmy pracemi z optiky (zv1asté fotometrie), matematiky (teorie kuzelosecek,
hyperbolickych a trigonometrickych funkci komplexni proménné, dikaz iraciona-
lity m a € pro raciondlni = # 0, neukleidovskd geometrie) a astronomie (teorie
Vesmiru tvofeného galaxiemi a hvézdami, vypocet drahy komet). Zabyval se téz
teorii pravdépodobnosti a navrhl grafickou formu metody maximalni vérohodnosti.
Clen Pruské akademie véd.

Michael Florent van Langren (1600-1675), holandsky matematik, astronom
a kartograf, pracoval ve sluzbach $panélského krale Filipa IV. Vyvinul metodu pro
presné urcovani zemépisné délky pro potieby lodni navigace, kterd se opirala o po-
zorovani Mésice a privedla jej k autorstvi prvni mapy Meésice.

Gerardus Mercator (1512 - 1594), nizozemsky geograf, matematik a kartograf,
vlastnim jménem Gerhard Kremer. Autor Mercatorovy projekce zemského povrchu
vhodné pro namoini plavbu. Mercatorovy mapy vydava i po jeho smrti pocetna
rodina.

Charles Joseph Minard (1781-1870), vyznac¢ny francouzsky inzenyr, specialista
v oboru stavby mosti, silnic a kanalt, feditel a profesor na I’Ecole des Ponts et des
Chausées, po odchodu do dichodu (1839) se vénoval tématické kartografii.

Florence Nightingale (1820 - 1910), anglicka statisticka, dobrovolna zdravotni
sestra v krymské vélce, sestavovala Casové tabulky umrti pacientti podle pficin
a jimi prokézala nedostatecnost nemocniéni hygieny. Grafickym zndzornénim (ra-
didlni diagram) pfesvédcila vojenské kruhy o nezbytnosti ndpravy. Po navratu do
Anglie méla zna¢ny podil na celkovém zlepSeni nemocnic¢ni péce.

Philbert Maurice d’Ocagne (1862 - ?), francouzsky matematik, vynalezce no-
mogramu, profesor na 1'Ecole des ponts et chaussées, systematicky se podilel na
bibliografii matematickych praci, téz autor literarnich eseji. Hlavni dilo je Nomo-
graphie; les calcul usuel effectué aux moyen des abaques (1891).

Charles Saunders Peirce (1839 - 1914), americky logik, matematik a filosof,
puvodnim povolanim a vzdélanim chemik a geodet, mimotradné plodny v mnoha
oborech. Obecné povazovan za nejpozoruhodnéjsi intelektualni osobnost Spojenych
stata v 19. stoleti.

William Playfair (1759 - 1823), jako osoba téméf zapomenuty skotsky vyné-
lezce, pamfletista, novinaf a vydavatel (z jeho pera pochézi také popis padu Bastilly,
jehoz se osobné zucastnil), ktery kromé fady rtiznych vynalezt prvni pouzival his-
togramy, kruhové a linedrni grafy pro znézornéni statistickych dat (kniha Atlas se
44 rtznymi grafy byla publikovana poprve v r. 1786).

Louis-Ezechiel Pouchet (? - ?), vyrobce bavinénych tkanin v Rouenu, autor né-
kolika publikaci s problematikou jednoduchého grafického pfevodu jednotek, napf.
FEchelles graphiques des nouveaux poids, mesures et monnaies de France, comparées
avec celles des pays les plus commergantes de I’Europe (1795).
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Joseph Priestley (1733 - 1804), anglicky fyzik (prvni objevil Coulombtv zdkon),
chemik (vynélezce sodovky, objevitel fotosyntézy a dychani rostlin), socidlni filo-
sof, teolog, podporovatel francouzské a americké revoluce, pritel Thomase Paina,
pro svou podporu francouzské a americké revoluce donucen emigrovat do Ame-
riky (1794), zaklada tam unitafskou cirkev, pfitel a spolupracovnik T. Jeffersona.

Klaudios Ptolemaios (100 - 1787), autor souborného dila o matematice zna-
mého z arabského pfekladu z IX. stol. pod jménem Almagest. Zékladni karto-
grafické dilo (do roku 1730 vyslo na padesat riznych vydani) je osmisvazkovy
Teoypadire SvvTagis [Zemépisny tvod] se soufadnicemi 8 000 obydlenych mist
a mnozstvim map, které se vSak nedochovaly a v néasledujicich stoletich byly mno-
hokrat rekonstruovany. Dalsi jeho dila jsou vénovana hudbé a optice.

Lambert Adolphe Jacques Quetelet (1796-1874), belgicky geometr, astro-
nom (Queteletitv krater na Mésici), meteorolog a geofyzik - predevsim vyznamny
popularizator ovlivnény pracemi Laplace, Poissona, Bernoulli, predseda belgické
Comission centrale de statistique, organizator statistickych kongresi. Autor préace
Sur I’homme et le developpement de ses facultés, essai d’une physique sociale (1835).

Valentine Seaman (1770 - 1817), americky lékaf, roku 1795 pii epidemii zluté
horecky ve vychodnim Manhattanu vypracoval mapu lokalniho vyskytu onemocnéni
a nakazu ptripsal hnijicimu odpadu v ulicich mésta (sice nespravné, nebot ji sifili
komari druhu Aedes Aegypti, ktefi se ve vlhkych necistotach vyskytovali, nicméné
uklidem neéistych zaplavovanych mist choroba pominula). Mél podil na zavedeni
hromadném ockovani proti ¢ernym nestovicim.

Aloys Senefelder (1771 - 1834), prazsky rodak, herec a dramatik, kvili tisténi
svych her experimentoval s tiskem a objevil litografii. Diky jejimu velkému tspéchu
dosahl vSeobecného uznani.

John Snow (1813 - 1858), vyznamny anglicky 1ékaf a védec, autor souboru map
Londyna (jesté stale prekreslovanych a publikovanych) do nichz zakresloval lokalni
vyskyt chorob. President Medical Society of London od roku 1855, spolupracovnik
osobnich lékaft kralovny Viktorie (aplikace chloroformu pii krélovskych porodech),
podle ¢asopisu Hospital Doctor z roku 2003 nejvyznamnéjsi 1ékai vSech dob (Hy-
pokratos az druhy).

Dugald Stewart ( 1753 - 1828), skotsky filosof, profesor matematiky a filosofie
na Université v Edinburgu, dlouha léta vedouci katedry etiky. Autor rozsdhlého
literarniho dila zahrnujiciho i politickou filosofii a tehdy jesté malo rozsifenou po-
litickou ekonomii. Ve své dobé velmi vazena osobnost, pritahujici do Edinburgu
studenty i z Evropy a Ameriky.

James Joseph Sylvester (1814 - 1897), anglicky matematik a pravnik, autor
fady praci z algebry, teorie ¢isel, feseni diofantickych rovnic, teorie matic a geome-
trie. Autor knihy Treatise on Elliptic Function (1876), jako profesor na baltimorské
université (1976 - 1883) mél velky podil na rozvoji americké matematiky, psal téz
béasné a byl autorem knihy Laws of Verse (1870).

Walter Frank Rafael Weldon (1860 - 1906), anglicky zoolog, profesor na lon-
dynské University College, jako prvni provadél u zivocichti, zvlasté vodnich, analo-
gicka statistickd méreni jako Quetelet a Galton u lidi. Spolu s Galtonem a Pearso-
nem zalozil v roce 1901 casopis Biometrika.
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Christopher Wren (1632 - 1723), vynikajici anglicky architekt, stavitel lon-
dynské katedraly sv. Pavla a fady dalsich vefejnych budov, autor nerealizovanych
pland na obnovu Londyna po Velkém pozaru v roce 1666.

Gustav Zeuner (1828-1907), némecky fyzik a pedagog, profesor technické me-
chaniky a strojirenstvi v Ziirichu a Freibergu, poté dlouholety feditel drézdanské
polytechniky, vénoval se zejména technické termodynamice a dopravnimu inZenyr-
stvi.

Podékovdni: Podgkovani grantu GACR, 201/03/0946 a vyzkumnému zaméru
MSM 113200008.

Adresa: 1. Saxl, L. Ilucova, Matematicky tstav AV CR, Zitna 25, 115 67 Praha 1

E-mail: saxl1@math.cas.cz
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A NOTE ON RANK-BASED TESTING FOR
CONDITIONAL HETEROSKEDASTICITY

Miroslav Siman
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rank test, portmanteau test, autocorrelation, transformation.

Abstract: In this note, we will introduce a rank transformation that can lead
to powerful rank-based tests for conditional heteroskedasticity. Its usefulness
will be illustrated in a small simulation study dealing only with GARCH(1,1)
alternatives.

1 Theoretical introduction

Throughout this article, we will assume that {z:} ~ ITD(0,1) is a sequence
of independent, identically and continuously distributed (i.i.d.) random vari-
ables with zero mean and unit variance.

Now let us consider a weakly stationary zero mean sequence of random
variables Y7,...,Yr that we want to check for the presence of conditional
heteroskedasticity. In other words, we want to test the null hypothesis that
assumes {Y;} to be an i.i.d. sequence with finite variance,

Hy :Y; = zi0, 0 >0 is an unknown positive constant, (¢t =1,2,...,7),
against a weakly stationary alternative
Hl :}/t = Zt0t, (t: ]-72a"'aT)a

where o,’s are driven by a more or less specified functional dependence on
lagged random variables forming the time series of our interest. For example,
GARCH, GARCH(p,q) or GARCH(1,1) alternatives widely used in practice
are also of this type.

GARCH processes play a key role in modelling volatile time series and
good results can be often achieved even with a simple GARCH(1,1) model
(see [10]). Almost every GARCH process, say {c:}, is defined as follows:

&t = 20t
where
Ot — f(Etfl, Et—2y0 3 0t—1,0¢—2,.. )

and {z:} ~ ITD(0,1). Each individual GARCH model only differs from the
others by its specification of the conditional standard deviation o; and by the
distribution of its innovations z;’s. For example, GARCH(p,q) models have
their conditional variance given by the formula

of = ctargi_y +asef o+ Fapei, +bio7 g + 020y o+ +boiy,

c>0, A1,02; ..., 0p—1 Zo,ap>0,b1,bg,...,bq_1 20,bq>0.
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These models were proposed by [6] and their statistical properties were re-
cently summarized in [5]. Innovations of these processes are usually expected
to have the standard normal distribution or more frequently, the standard
Student distribution with three or slightly more degrees of freedom because
often examined economic random variables are known usually to have finite
variances but yet infinite fourth moments (see for instance [7] and references
therein).

Testing for conditional heteroskedasticity is often performed by applying
a test of independence to (possibly squared) absolute values of given ob-
servations Y7, ..., Yy because such data often exhibits serial autocorrelation
if the null hypothesis does not hold. In case of any distributional uncertainty
or any data distortion (caused e.g. by outliers), any test of independence
based on the ranks Ri,..., Ry of the absolute values |Yi],...,|Yr| can be
used as a convenient alternative (see [9] for an example). These rank tests
are very robust to outliers and heavy tails but ordinarily suffer from relatively
low power in comparison with their analogues based on original observations.
This drawback of theirs will disappear if we use suitably transformed ranks
instead, as we are going to demonstrate now.

For such purpose, let us define the transformed ranks

R; R;
P=-1 1-— | =F}t : =1,...,T
Og( T—|—1) exp <T+1>7 1 ) 9 )

where F__| stands for the quantile function of the exponential distribution
with unit mean and variance. Under the alternatives of our interest, these
transformed ranks P;’s usually exhibit much stronger autocorrelation pat-
tern than mere ranks R;’s and that is why they may lead to the tests with
substantially higher power. All this will be documented in our simulation
study.

Abadir and Talmain [1, Example 1] showed an important case when a sim-
ple logarithmic transformation results in much more autocorrelated data. So
it is quite natural to consider this transformation (or its modifications) even
in our case. Unfortunately, the exact distribution of data ranks remains unk-
nown under many volatile alternatives and so we cannot make any theoretical
justification for just our choice of the transformation. We can only recom-
mend it as a rule of thumb.

The validity of our null hypothesis (Hp) guarantees that {Y;}X ;, {R,}1
and {P;}1 ;| are formed by exchangeable variables; thus a relevant theory
(such as that developed in [8], [9] and related to sample autocorrelations)
may be directly applied.

Let us do so. Let Y, R and P be the sample means and let 71 (k), 72 (k) and
73(k) (k =1,2,...) be the sample autocorrelations of the sequences {Y;} 7,
{R;}L, and {P,}L_,, respectively. We employ the standard definitions, i.e.

U = V) (Yier — V)
S (Y- V)2

k=1,2

) ) AR

T
1 R
Y = T ;:1 Y, and 7i(k) =
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and so on. According to [8], [9], means and variances of these sample auto-

correlations can be approximated in the following way (k =1,2,..., k < %,
T > 3):
E?l(k) ~ 0;
T—-k
Er; = ——— {=2
Tl(k.) T(T*]_), ? 537
var?i(k) = E@(k)? — (EF(k)?, i=1,2,3,
T—-k
E (7 ~
AW’ ~ FrrE
AC; + B
E@(k)? = : =2,3
(Fi(k)) T(T—1)(T-2)(T-3) ' =%
A = —T3+ (k+3)T*— k(T + 6k),
B = T*T—k—4)+3(T — k) + 3k(T + k),

Yo (Ri—R)*  3(37%2-7)
(L, (B - R BT(T? - 1)
ZiT:1(Pi - P)4
(XL (P — P)2)?

Cs =

b2

These formulas hold exactly if and only if the equality sign ”=" is used.
These approximations also figure in the three portmanteau statistics

s — fﬂMM—EMMF

, =1.2.3
var(ri(k)) L 0

that we will focus on in our Monte Carlo experiments. (In fact, any other test
of independence based on sample autocorrelations could be taken into account
alternatively in a similar way). The test corresponding to S; was mentioned as
early as in 1970 by [4] and nowadays it belongs to the most widely employed
tests of independence at all. The test statistic Sy was proposed and examined
in [9] for the first time. The third statistic S5 exploits the newly introduced
transformed ranks P;’s and will be investigated and compared with the other
two in the next section.

It clearly results from [8], [9] that under the null of Hy every statistic
S1, Sy and S3 has the asymptotic x? distribution with m degrees of freedom.

Now we know enough to proceed with the simulation study.

2 Simulation study

We always generated N = 10 000 data samples and considered a representa-
tive significance level of o = 0.10. The test statistics S1, Sz and S3 were then
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Empirical test size (N = 10000)
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Figure 1: Empirical test size comparison taking into consideration both time
series length and distribution of innovations z;’s (N = 10 000, « = 0.10).

applied to them with the threshold parameter m successively changing from
1 to 30. This parameter should not be set unnecessarily too high (see e.g. [2]
or [3]) and good results can be often achieved even with m < 10.

When testing the size, we used N random samples with 7" = 100, 200 and
500 observations from the standard normal distribution and the standard
Student distribution with three and five degrees of freedom. Our results are
illustrated in Figure 1 and summarized in Table 1. This table contains obser-
ved empirical sizes (i.e. observed rejection frequencies of the null). Underlined
figures differ from their expected values of « on the 5% significance level.

When testing the power, we concentrated on various GARCH(1,1) al-
ternatives with innovations drawn from the same distributions that were
considered in the test size study. All these alternatives have finite variances
although the finiteness of their higher order moments depends on the choice
of their parameters a1, by (see [5]). The remaining parameter ¢ was fixed to
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actually observed significance level (empirical test size)

T =100 T = 200 T = 500

| m= | 51152 5]1w0]15]2] 5 [10]15]20
N(0,1)[]0.100{0.105]0.110]0.114][0.099[0.101|0.107[0.114[[0.099[0.098[0.107[0.104
Si| t(3) [/0.071|0.075|0.074|0.078||0.080|0.079|0.078|0.082|(0.089(0.092|0.094 | 0.092
t(5) |/0.086(0.086|0.089(0.095 ||0.090|0.091 |0.094 |0.094 || 0.093|0.098|0.098|0.100
N(0,1)[]0.102]0.108{0.111]0.117][0.1000.102]0.105[0.111[[0.102[0.100[0.105[0.109
Sa| t(3) [/0.097{0.106{0.112|0.120{|0.107|0.111|0.110|0.113|{0.101{0.100{0.103{0.101
t(5) |/0.102(0.111{0.111{0.118[0.096|0.102|0.106|0.110{/0.098|0.097|0.102|0.104
N(0,1)/0.102{0.106{0.110{0.115{{0.101{0.103|0.110{0.116{{0.099|0.103|0.106 {0.106
Ss| t(3) ]/0.094|0.106{0.112{0.122{/0.101|0.102|0.107|0.114|{0.104|0.101|{0.104 |0.106
t(5) 1/0.101{0.106(0.112{0.119{[0.100{0.108{0.112{0.113{|0.100|0.105|0.107|0.112

N ... number of replications « ... intended (asymptotic) significance level
T ... time series length m ... threshold parameter

Table 1: Empirical test size comparison taking into consideration both time
series length and distribution of innovations z;’s (N = 10 000, o = 0.10).

empirical test power
a1, bi— | 0.1,0.85 || 02,02 || 03,03 || 04,04 | 02,06 || 04,0.2
m = 5 | 10 5 | 10 5 | 10 5 | 10 5 | 10 5 10
S1(/0.576]0.581{0.501]0.434]{0.805[0.739([0.960(0.939{0.744|0.685(|0.909 | 0.866
N(0,1)[S20.427|0.440/0.319|0.269|0.604 | 0.522(|0.879|0.831 || 0.572|0.508 || 0.758 | 0.6 75
S3(/0.642|0.649|0.566|0.492(|0.846|0.784|/0.970(0.951({0.799|0.742(|0.927|0.888
S1/0.52810.529{/0.421]0.350({0.631[0.549((0.819(0.760|{0.614|0.556 ||0.721|0.646
t(3) [S2//0.418]0.422](0.231{0.199(|0.398|0.336 {|0.651|0.572[0.425|0.376||0.498 | 0.420
S3(/0.574|0.575(/0.443|0.373|0.666 |0.593|/0.851 {0.800{0.650|0.595(|0.760|0.694
S11{/0.6080.607{0.485{0.413{|0.750(0.677([0.927(0.891({0.716|0.657{[0.852{0.797

t(5) |S2(/0.464|0.470{|0.281(0.236|[0.523|0.447/0.802|0.734|/0.523|0.461{|0.660|0.576
S53(/0.642]0.643(/0.510|0.434](0.774|0.705]|0.938|0.907 || 0.749|0.690 || 0.871|0.819

N ... number of replications « ... intended (asymptotic) significance level
T ... time series length a1,b1 ... GARCH(1,1) parameters
m ... threshold parameter

Table 2: Empirical test power comparison under GARCH(1,1) alternatives
with variously distributed innovations (N = 10 000, 7' = 200, o = 0.10).

1 throughout the whole study. Weakly stationary GARCH(1,1) models with
persistent volatility, i.e. with parameters satisfying the conditions a; +b; < 1,
a; ~ 0.1, by ~ 0.9, stand in the centre of our attention because such alterna-
tives are favoured in practice.

Selected results of our power test investigation are shown in Figure 2 and
outlined in Table 2.
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Empirical power under GARCH(1,1) models with N(0,1) innovations (T = 200, N = 10000)
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Figure 2: Empirical power test comparison under GARCH(1,1) alternatives
with N(0,1) innovations (N = 10 000, 7' = 200, « = 0.10).

Sample autocorrelations 7 (k), 72 (k) and 75(k) (kK = 1,...,30), coming
from some considered alternatives are presented in Figure 3.

When only test size is taken into account, we can conclude that the test
based on S3 is comparable to that based on S5 and better than the test corre-
sponding to 5. However, roughly speaking, the test based on S5 outperforms
the other two as for their power, uniformly in m. The difference between
the powers of both rank-based tests may be even higher than 25 percentage
points. The statistic S3 leads to a test that is in all ways better than its
non-rank analogue based on S;. This is the main reason why it should not
be ignored by practitioners any more.

Due to the limitation of the length of this article, it is not possible to
include all outcomes of our simulations. But all of them seem to support the
primacy of S3 over S; and Ss.
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Autocorrelations under GARCH(1,1) alternatives (N(0,1), T = 200, N = 10000)
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Figure 3: Sample autocorrelations computed under GARCH(1,1) alternatives
with N(0,1) innovations (N = 10 000, T' = 200, o = 0.10).

3 Concluding remarks

We have dealt with testing for conditional heteroskedasticity by using both
the absolute values of given observations and their ranks. Under some com-
mon volatile alternatives we have shown that suitably transformed ranks P;’s
are more autocorrelated than mere ranks R;’s and therefore they can lead to
robust and powerful tests.

We hope that someone will find the transformed ranks P;’s or the test
statistic S3 useful and that our contribution will help the others to improve
their testing (not only) for conditional heteroskedasticity.
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VYUZITI POIMU HILBERTOVY BAZE
PRO OVEROVANI HYPOTEZY

O SHODNOSTI STRUKTURALNICH

A KOMBINATORICKYCH IMSETU

Petr Simecek, Milan Studeny

Klicova slova: Struktury podminéné nezavislosti, celo¢iselna Hilbertova baze.

Abstrakt: Klicovym problémem v metodé popisu struktur podminéné neza-
vislosti (mezi N ndhodnymi veli¢inami) pomoci tzv. imsett je oteviend otazka
shodnosti dvou mnozin celociselnych vektori, tzv. strukturalnich a kombina-
torickych imsetti. Tato otazka svoji povahou spada do oblasti celo¢iselného
programovani a souvisi tizce s ilohou nalezeni tzv. minimalni celociselné Hil-
bertovy béaze pro jisty racionalni konvexni kuzel. Tématem tohoto ptispévku
jsou pocitacové experimenty, jejichz cilem je potvrdit ¢i vyvratit hypotézu
o shodnosti téchto dvou mnozin vektorti. S pomoci pocitace se podafilo hy-
potézu ovérit pro N < 4, navic byly dosazeny castecné vysledky pro N =5
a nastinény dalsi mozné sméry postupu.

Tento piispévek se vénuje klicovému problému z oblasti popisu struktur
podminéné nezavislosti (mezi N nahodnymi veli¢inami) pomoci tzv. imseti
a to hypotéze o shodnosti mnozin strukturalnich a kombinatorickych imseti.
Zakladni definice a vétsinu znaceni nalezne ¢tenar touzici po hlubsim vhledu
do problematiky v [1] a [2]. Zde se také nachdzeji dikazy tvrzeni, jez se nam
zdaly prili§ zfejmé ¢i naopak prilis obtizné na to, abychom je prezentovali
v tomto prispévku.

1 Zakladni pojmy

Zde si pripomerime alespon zakladni pojmy. Necht N je p¥irozené ¢islo (odpo-
vidajici po¢tu ndhodngch veli¢in).

Definice. Imsetem rozumime zobrazeni potenéni mnoZiny P({1,2,...,N})
do mnoziny celjych éisel 7Z. Hodnotu imsetu v pro A C {1,2,...,N} zna-
cime v(A).

Imset lze chapat také jako celociselny vektor v RQN, jehoz slozky jsou inde-
xovany podmnozinami {1,2,..., N}.

Definice. Elementdrnim imsetem odpovidajicim nezdvislosti (nezdvislostni-
mu vztahu) mezi nahodnymi veli¢inami X; a X; ddno {Xy; ke C}, kde {i},
{j} a C jsou po dvou disjunktni podmnoZiny {1,2,..., N}, budeme rozumét
imset Ui, 5|C) takovy, Ze u<i7j|c>({z‘,j} uc) = u<i7j|c>(C’) =1, u(i,j\C}({i} U
C) = ugujicy({j} U C) = =1 a zbylym prokim potencni mnoZiny priradi
u jjoy nulu.

Mnozinu vsech elementarnich imsetd budeme znacit En .
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Poviimnéme si, ze |Ex| = () -2V ~2.

Naptiklad pro N = 3 mnozinu vSech elementarnich imsetti &5 znazornuje
nasledujici tabulka:

0 {1y [ {2) [ {3} [ {12} [ {L,3) [ (2,3 | (1,23}
u<1’2|@> 1 -1 -1 0 1 0 0 0
u<1’3|@> 1 -1 0 -1 0 1 0 0
woggy |1 0 | =1 | -1 0 0 1 0
u<273‘{1}> 0 1 0 0 -1 -1 0 1
u<173‘{2}> 0 0 1 0 -1 0 -1 1
u<172‘{3} 0 0 0 1 0 -1 -1 1

Definice. Mnozinou kombinatorickych imseti Cn budeme rozumét vsechny
mozné soucty konecné mnoha elementdrnich imsetu, neboli

k
Cn = {Zaiui; a; € Nyu; € 81\[,]&' S N()}.

i=1

Rozklad kombinatorického imsetu na soucet elementirnich imsett neni
jednoznac¢ny, napriklad plati

U(1,2){3}) T W(1,310) = U(1,3|{2}) T U(1,2/0)-

Jednoznacny je vsak stupen kombinatorického imsetu v = Zle a;ui, ktery
je definovéan jako deg(v) = Zle a;, nebot toto ¢islo — jak pozorny ¢tenar
snadno nahlédne® — je rovno vyrazu

degv)=5 3 1AL (4] - 1) (). (1)

AC{1,...N}

Povsimnéme si, ze stupen kombinatorického imsetu je linearni forma. Navic
pomoci formule (1) mtZeme rozsifit definici stupné deg(v) na libovolny (nejen
kombinatoricky) imset v.

Déle muzeme nahlédnout, ze jediny kombinatoricky imset stupné nula je
nulovy imset a kombinatorické imsety stupné jedna jsou pravé elementarni
imsety.

Definice. Mnozinou strukturdlnich imseti Sy budeme rozumét vSechny im-
sety, jez lze vyjddiit jako mezdpornou redlnou? kombinaci konecné mnoha
elementdrnich imsetu, neboli

1Staci dokézat, rovnost (1) plati pro viechny elementarni imsety, a ukdzat, Ze takto
definovany stupen je linearni forma.

2Lze ukazat, ze pokud slovo ,redlnou® nahradime slovem ,racionalni“, dostaneme ekvi-
valentni definici.
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k
SN = {Zalul c Z’P({LQ,...,N}); o c R"r,ui c 5N7k c N()} )

i=1

Stupen strukturalniho imsetu je celé ¢islo, jak je mozno snadno nahléd-
nout z formule (1).

Povsimnéme si, Zze u imsetu nizkého stupné je pomérné snadné rozhod-
nout, zda je kombinatoricky. Na druhé strané otazka, zda-li je ¢i neni struk-

N

zajimava otazka, zda nadhodou neplati, ze pro vSechna N nastava rovnost
Cn =Sn.

Tento prispévek si neklade za cil tuto otazku teoreticky rozresit. Pouze
ji zodpovime pro dostateéné nizka N a formulujeme tvrzeni, jez mohou byt
zékladem dalstho badani. Uhelnym kamenem dalsiho postupu bude pojem
minimélni celo¢iselné Hilbertovy baze.

2 Pojem minimalni celoéiselné Hilbertovy baze

Definice. Kazdy konvexni kuzel K v R™ konicky generovany konecnou mno-
zinou celociselngjch vektoru obsahuje tzv. minimadlni celociselnou Hilbertovu
bazi, coz je mnozina celociselnych vektord wy, ..., w,, z K takova, Ze

m
Vee KNZ" Iag,...,am) € NG : x:Zaiwi.
i=1

Tento pojem jsme piejali z knihy [4], kde je dokézano, ze tato definice je
konzistentni, a tamtéz je na strané 233 v dikazu véty 16.4 ukazano, ze pokud
€1,...,€; jsou generatorem vyse zminéného kuzele, pak minimalni celocisel-
nou Hilbertovu bazi staci hledat v mnohosténu M tvoreném body

l
M= {Z)\iei; \i € [0,1]}.
1=1

Paklize vyse zminénou metodu aplikujeme na nas pripad, zjistime, Ze
otazka, zda Cny = Su, je ekvivalentni s otazkou, zda minimélni celociselna
Hilbertova baze kuzele generovaného En (jeho celoéiselné body jsou Sy) je
rovna Ey (pfiemz zjevné Ey obsahuje).

Protoze rozhodnout, zda dany bod patii ¢i nepatii do mnohosténu M
a tedy i nalézt vSech body mnohosténu M je v praxi obtizné, volime postup
pro nalezeni Hilbertovy baze pro dané N néasledovné:

3Qvéreni této hypotézy by mélo zasadni vliv na pocitacovou implementaci inferenéniho
mechanismu.
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1. Zavedeme ,vhodny“ obal O mnohosténu M. Vhodny v tomto kontextu

znamena, ze pocita¢ dokaze rychle rozhodnout, zda dany imset do O
patii ¢i nikoli, a ze dokéaze v realném case prohledat vSechny imsety v O
obsazené.

2. Postupné volime n od jedné do |En| = (1;) -2N=2 Prochazime vechny

imsety z O majici stupen n, u kazdého z nich rozhodneme, zda jej lze
zapsat jako soucet néjakého imsetu stupné n—1 (ty uz mame vyhledané
v minulém kroku a ulozené v paméti) a néjakého elementarniho imsetu.
Pokud ano, pokracujeme, pokud ne, nalezli jsme prvek O, jehoz zapis ve
tvaru nezaporné celociselné kombinace prvka £y je ,problematicky®.

3. Pokud algoritmus skon¢i a zadny ,,problematicky® imset nenalezne, mu-

zeme ucinit zavér, ze Cy = Sy. Pokud jej nalezne, nemusi byt zavér
jednoznacny, zalezi na ,,obaleni“ mnohosténu M pomoci O.

Obtize nastanou jiz u prvniho bodu vyse uvedeného scénare. Pokud jako

obal pouzijeme kuzel generovany prvky £y, mtzeme tento popsat jako prinik
jistych poloprostorti*. Postup jejich hledani s vyuzitim Fourier-Motzkinovy
transformace za pomoci programu PORTA je popsan v [3]. Tento postup
vsak diky jeho obrovské vypocetni slozitosti mizeme pouzit jen pro N < 5,
kdy pro N rovno tfem, ¢tyfem a péti potiebujeme po fadé 5, 37 a 117 978
nadrovin udavajicich vyse zminéné poloprostory. Proto se nadale budeme
soustfedit pouze na pripad N < 5.

Tento kuzel zcela jisté obsahuje mnohostén M, pricemz muzeme jisté

jako obal O brét pouze takové jeho imsety v, ze VA C {1,...,N}: |v(4)| <

deg

3

().

Vysledky pocitacovych experimentu

Dale rozebereme vysledky naseho vyzkumu pro rtzna N:

N =3:

Pouzili jsme vySe zminény postup a v nékolika malo sekundach sekundach se
podafrilo ovérit, ze C3 = S3.

N = 4.

Zde jiz bylo nutné postupovat mnohem opatrnéji. Za prvé si lze vSimnout, ze

pro

libovolny strukturalni imset v plati

AC{1,.,N}

a také ze pro kazdé i € {1,..., N} plati

4

tzv.

odvozenych od jeho stén nebo chcete-li od extremalnich paprski dualniho kuzele neboli
~skeletonu*.
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> v(A) = 0.

AC{1,...N}, i€A

Diky témto dvéma vlastnostem staci strukturalni imset reprezentovat po-
moci jeho hodnot pro A C {1,...,N} : |A|] > 2, nebot hodnoty pro A C
{1,...,N}:|A| <1 jsou jiz témito jednoznacéné uréeny. Tim se ndm dimenze
problému snizuje o N + 1, pfi¢emz se nijak nekomplikuje vypocet stupné.

Uzite¢né je téz uvédomit si, ze imsety z mnohosténu M nabyvaji pro
A CH{l,....,N} : |A] = 2 hodnot od —4 do 2, pro |A| = 3 hodnot od —3
do 3 a pro |A] = 4 hodnot od 0 do 6. Staci se tedy omezit se na takovéto
imsety. Tato zména je o to vyznamnéjsi, ze ndm umozni zménit meze do sebe
vnofenych 11 = 2% — (4 + 1) for—cykli.

Dale je dilezité vhodné zvolit datové typy, aby vypocet nebyl prilis na-
roény na pamét, a v bodé 2 vySe zminéného scénére Sikovné implementovat
vyhledavani v imsetech stupné n — 1 za pomoci jejich setfizeni a hasovaci
tabulky, jinak tloha neskon¢i v realném case. Zdrojovy kéd pro GNU Pascal
je mozné nalézt na adrese:

http://br.matfyz.cz/ctyri.pas.

Vypocet na stroji Artax s procesorem Intel Pentium 4 HT 2800 MHz a 1 GB
pameéti trval 12 minut, pfi¢emz bylo vyuzito 530 MB operac¢ni paméti.

N =5:

Zde jsme sice vyuzili dalsi zmenseni obalu O zaloZené na tom, ze kazdy
strukturalni imset v musi zjevné spliovat

S @A)t <2deg(e), YD (o(4) < 2deg(v).
AC{L,..,N} AC{1L,..,N}

A také, ze pro libovolnou B C {1,..., N} musi platit

> v(A) >0,

A: BCAC{1,...N}

nicméné i pri této redukci jsme byli schopni vysetfit jen imsety stupné nejvyse
CtyTi, pricemz vypocet trval necelé tii dny. Program je k nahlédnuti na adrese

http://5r.matfyz.cz/pet.tar.gz.
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4 Myslenka fixovaného stupné

Nadéjnym smérem dalsiho mozného postupu je namisto ,obalovani“ celého
mnohosténu M aproximovat priniky M s mnozinou imset daného stupné
n. Lze totiz ukazat:

Véta. Necht v je strukturdlni imset stupné deg(v) = n z mnohosténu

M:{ Z )\iei; )\i S [0,1]},

e, €EN

potom tento imset ndlezi i do mnohosténu, jenz je konvernim obalem mnoZiny
vSech souctu n ruznych elementdrnich imsetu neboli mnozZiny

Bn{v Zei; DQEN,|D|n}.

e, €D

Dikaz. Dokézeme nejprve pomocné tvrzeni, ze kazdy bod r—-rozmérné jed-
notkové krychle, jehoz soucet souradnic je n € Ny, je konvexni kombinaci
bodu z krychle o soufadnicich (si,...,s,) takovych, ze Vi : s; € {0,1}
a s1+ s2+ -+ + s, = n. Pokud toto tvrzeni plati, pak po dosazeni r = |Ey/|,
koeficienty \; pouzité v M definuji prislusny bod krychle a prohozenim pii-
slusnych sum snadno nahlédneme pozadovany zavér.

Pomocné tvrzeni dokazeme indukci podle r zaroven pro vSechna pripustna
n: pro r < 2 tvrzeni evidentné plati. Predpokladame-li platnost tvrzeni pro
vSechna ' < r, pak jeho platnost pro r (a libovolné n) dokdZeme nejprve
pro body na sténach krychle. Vezméme si tedy libovolnou sténu krychle, bez
Gjmy na obecnosti tedy tieba tu s pevnou prvni souradnici s; = 0, respektive
s1 = 1. Tedy ma-li mit bod na této sténé soucet souradnic n, musi byt soucet
druhé az r—té souradnice roven n, respektive n — 1, a indukéni predpoklad
nam zarucuje, ze takovyto bod jiz bude pozadovanou konvexni kombinaci.

Zbyva totéz dokézat o bodech uvniti krychle. Ale kazdy takovy bod je
konvexni kombinaci dvou bodi, pro néz platnost tvrzeni jiz byla nahlédnuta.
Vskutku ke kazdému bodu uvniti krychle mtuzeme pricist i odecist vhodny

1
r—17""

krychle, z kterych lze tento bod nakombinovat. O

nasobek vektoru (1, . ﬁ) tak, ze dostaneme body lezici na sténéach

Problémem, na ktery opét narazime, je obrovska vypocetni slozitost. Uka-
zuje se, ze asi nebude mozné najit presny popis konvexniho uzavéru B,, ve
tvaru priniku poloprostort, ale spiSe néjakou jeho vnéjsi aproximaci.
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5 Zavér
Podarilo se nam hypotézu, ze Cy = Sy ovérit pro N < 4.

Problém pro N = 5 nadale zustava otevieny a uvitame naméty ¢i rady,
jak postupovat pfi jeho feSeni. Zatim je zndmo pouze to, ze paklize existuje
prvek minimalni celoc¢iselné Hilbertovy baze S; neobsazeny v &5, pak ma
tento prvek stupen ostfe vyssi nez 4.

Nadéjné se zda byt hledani imsettt v mnohosténech pro jednotlivé stupné,
které vSak zatim narazi na prili§ vysokou ¢asovou naroc¢nost.
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NEJMENSI USEKNUTE CTVERCE (LTS)
JAKO DIAGNOSTICKY NASTROJ

Marie Simeckova

Kli¢ovd slova: Nejmensi useknuté ¢tverce (LTS), diagnostika.

Abstrakt: Metoda nejmensich useknutych étvercti (LTS) je robustni varian-
tou metody nejmensich ¢tvercti. Prispévek se zabyvad odhadem LTS v line-
arnim modelu a je zaméfen predevsim na jeho uziti v pripadé, kdy zavisla
veli¢ina je kromé sledovanych veli¢in ovlivnéna jesté dalsim faktorem. Me-
toda je predvedena na prikladé modelovani dochazky australskych déti do
skoly v zavislosti na jejich véku, pohlavi, tispésnosti ve skole a jejich etnic-
kém pivodu. Je ukézano, ze i kdyz do modelu zavislost na etnickém ptvodu
nezahrneme, s uzitim LTS zjistime, ze soubor déti se rozpada na dvé skupiny
s riznym pomérem déti domorodého pivodu.

1 Uvod a definice LTS

V textu se budeme zabyvat linedrnim regresnim modelem. Predpokladame
model
Y;=X;8+¢;, i=1,....,n, neN, (1)

Y = (Y1,...,Y,)T je vektor zavisle proménnych, X; je i-ty fadek matice
vysvétlujicich proménnych X o rozmérech n x p, p € N (prvni sloupec této
matice mize tvorit vektor jednifek), hodnost matice X je kladnd a mensi
nez n. Dale vektor chyb e = (e1,...,e,)T je vektor nezdvislych stejné rozdé-
lenych nahodnych veli¢in s nulovou stfedni hodnotou a koneénym rozptylem
aB=(b,...,5)" € RP je vektor parametri.

Oznaéme r;(B) = Y; — X;8,i =1,...,n rezidua a r(21) < r(22) e < r(2n)
vektor poradkové statistiky jejich druhych mocnin.

Odhad metodou nejmensich ¢tvercit (least squares) je takovy vektor ,@,
ktery minimalizuje vyraz

n
min r2(B).

Rp
Be i=1

Odhad metodou nejmensich useknutych ¢tverct (least trimmed squares,
LTS) je takovy vektor 3, ktery minimalizuje vyraz

h

. 2
;%15) — T(i)(l@)v

kde h je dand konstanta, 0 < h < n. Nejvyssi bod selhéni (breakdown point)

m4 tento odhad pro h rovno | 2] + |2 | (je roven @) V dalsim textu

n
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budeme predpokladat tuto hodnotu konstanty h, nebude-li feceno jinak. Vice
o vlastnostech tohoto odhadu v Rousseeuw, Leroy [1].

Déle se budeme zabyvat pfipadem, kdy model 1 neni splnén a pozorovani
(Y1,X1),...,(Yn, X,) 1ze rozdélit do dvou skupin s riznymi zavislostmi.
Tzn.

K:Xuﬁ“”eu ie{il,...,ik}c{l,...,n},k<n
Y;:XZ’7+€Z, iE{l,...,n}\{il,...,’ik}.

Jednoduchy priklad mtzeme vidét na obr 1. Na prvni pohled je vidét, ze se
jedna o smés dvou modeli se stejnou zavislosti na veli¢iné X, ale s riznym
absolutnim ¢lenem. Jako velmi ¢asto v podobnych situacich, vétsina pozoro-
vani, které odhad LTS nevyuzije (jejich ¢tverce rezidui jsou velkd), pochézi
z jednoho modelu, a proto odhad LTS je vyrazné odlisny od odhadu metodou
nejmensich ¢tverci.

Obrazek 1: Odhad metodou nejmensich ¢tverci (Sedd linka) a metodou LTS
(Gernd linka) v linedrni modelu zéavislosti ndhodné veli¢iny Y na veli¢iné X.

V tomto pfipadé kazdy z obrazku vidi, ze k vysvétleni veli¢iny Y nestaci
veli¢ina X a i grafy rezidui to jasné potvrzuji. V pripadé vice vysvétlujicich
proménnych ndm ale obrazek nepomiize a i ve dvourozmérném pripadé miize
nastat situace na prvni pohled nejasna.

Podivejme se na obréazek 2. Zde zadné dvé odlisné skupiny vidét nejsou.
Presto se ale odhady metodou nejmensich ¢tverct a metodou LTS vyrazné
lisi, jak je vidét na obrazku 3. Ve skutecnosti se jedna o smés dvou populaci.
Pro body oznacené kiizkem plati model Y = 1+0,5 X +e, pro body oznacené
krouzkem plati model ¥ = 3 — 0,3 X + e. (Chybové ¢leny maji v obou
pfipadech normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem 0,5).

Tentokrat nas ani analyza rezidui odhadu metodou nejmensich ¢tverca
neupozorni na moznost nesplnéni predpokladii, viz obrazek 4, p-hodnota Sha-
pirova - Wilkova testu normality je rovna 0,914.
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Obrazek 3: Odhad metodou nejmensich ¢tverci (Seda linka) a metodou LTS
(CGernd linka) v linedrni modelu zéavislosti ndhodné veli¢iny Y na veli¢iné X.

Odhad LTS rozdélil body (Y;, X;) na dvé ¢asti, prvni ¢ast k odhadu pouzil
a druhou nepouzil. Tmava linka na obrazku 3 tedy ukazuje odhad metodou
nejmensich ¢tverci na zakladé 51 bodu ,vybranych“ metodou LTS.

Po opakovaném pouziti odhadu LTS na tyto dvé skupiny a vyzkouSenim
odhadt LTS s riznymi hodnotami konstanty h bychom se dopracovali k jesté
presnéjsimu rozdéleni obou populaci.

Celou analyzu si predvedeme na nasledujicim prikladeé.

2 Dochazka déti do skoly na australském venkové

Data pochézi ze sociologické studie o australskych détech aborginského a bé-
losského ptivodu S. Quinové a jsou volné pristupna v prostfedi R v knihovné
MASS pod jménem quine.
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Obrazek 4: Histogram a norméalni QQ-plot rezidui odhadu metodou nejmen-
Sich ctverctl.

Do studie bylo zahrnuto 146 déti ze ¢tyfech vékovych skupin (posledni
roénik zékladni Skoly a prvni tii roc¢niky stfedni Skoly) - tomu odpovida
veli¢ina Age nabyvajici hodnot 1, 2, 3, 4. Déle je u déti sledovano pohlavi
(veli¢ina Sex nabyvajici hodnot 0 pro divku a 1 pro chlapce), etnicky pivod
(veli¢ina Eth nabyvajici hodnot A - Aborginec a N - jiny ptivod), ispésnost ve
gkole (veli¢ina Lrn nabyvajici hodnot 0 pro primérného zika a 1 pro slabého
zéka, ve ¢tvrté vékové skupiné neni zddny pomaly zdk) a kolik dni dité béhem
skolniho roku chybélo ve skole (veli¢ina Days).

Studie se zucastnilo 66 chlapct a 80 divek, 69 Aborginct a 77 bilych déti,
63 slabych a 83 priamérnych zakd, ve vékovych skupinach 1 az 4 bylo 17,
46, 40 a 30 déti. Pocet zameskanych dni se pohyboval v rozmezi 0 az 81,
primérna hodnota je 16,5 a median 11.

Budeme se zabyvat hledanim zavislosti po¢tu zameskanych dnd na po-
hlavi, véku a tspésnosti ve skole, tedy predpokldaddame model

Days = (o + (1 - Sex + B - Age + (B3 - Lrn. (2)

Ukéazeme, ze odhad LTS rozdéli déti do dvou skupin s vyrazné odlisSnym
poc¢tem déti domorodého ptivodu.

Odhady koeficienti v modelu 2 metodou nejmensich ¢tverctt a metodou
LTS (s konstantou h takovou, aby bod selhani byl maximélni, tedy h = 75)
jsou v tabulce 1.

| B B2 B3
IS | 3.63 330 3,70
LTS | 0,65 -1,34 -0,95

Tabulka 1: Odhady koeficientti v modelu 2, h = 75.
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chlapci divky pomér

dohromady 66 80 0,83
1. skupina 29 46 0,63
2. skupina 37 34 1,09

slabi prumérni  pomér
dohromady 63 83 0,76
1. skupina 35 40 0,86
2. skupina 28 43 0,65

min maximum prumér median
dohromady 1 4 2,54 2,5
1. skupina 1 4 2,33 2
2. skupina 1 4 2,76 3

min maximum prumér median
dohromady 0 81 16,5 11
1. skupina 0 13 5,4 )
2. skupina 0 81 28,1 23

Tabulka 2: Charakteristiky pohlavi, ispésnosti ve skole, véku a poctu za-
meskanych dni pro cely soubor, skupinu pouzitou k odhadu LTS (h = 75)
a skupinu zbyvajicich déti.

koeficienty

02 468

-4

11 MAM M

T

B T T T T I
60 80 100 120 140

h

Obrazek 5: Zmény odhadu koeficienttt metodou LTS v zavislosti na konstanté
h (Gerné koef. 31, svétleji koef. B2, nejsvétleji koef. Fs.

Zavislost zjisténa pomoci obou metod je velmi riznd, v prvnim ptipadé
je kladna, v druhém zaporna. Metoda LTS rozdélila soubor do dvou skupin,

jejich charakteristiky viz tabulka 2.

Nyni zkusime, co se stane, kdyz pouzijeme rtzné hodnoty konstanty h.
Na obrazcich 5 a 6 jsou pro h mezi 50 a 143 grafy zmén koeficienti a poct
iteraci nutnych k nalezeni odhadu LTS dle algoritmu popsaném ve Visek [2].
Na obrazku 7 jsou soucty ¢tvercti rezidui linearnitho modelu spocteného z dat



408 Marie Simeckova

2000
| |

iteraci
500 1000

L

T T T T T
60 80 100 120 140

0
|

h
Obrazek 6: Zavislost poc¢tu iteraci pfi ur¢ovani LTS odhadu na konstanté h.
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Obrazek 7: Zavislost souc¢ti ¢tverct rezidui linedrniho modelu spoc¢teného
z dat pouzitych v odhadu LTS a ze zbyvajicich dat (Sedé linky) a jejich
sou¢tu (¢ernd linka) na konstanté h.

pouzitych v odhadu LTS, ze zbyvajicich dat a jejich soucet, v zavislosti na
konstanté h.

Odhady koeficient se ustali pro h priblizné mezi 105 a 125, pocet iteraci
je nizky pro h mezi 95 a 115 (2 000 je maximalni pocet iteraci v algoritmu),
soucet souctu ¢tvercti v obou skupinéch je nejnizsi pro h mezi 100 a 120. Déle
budeme pouzivat h rovné 110.

Pak odhady koeficientt jsou 81 = 0,97, 32 = 0,73 a 33 = —1,09. Podivame
se na vlastnosti dvou souborii, na které déti rozdélila metoda LTS tentokrat,
viz tabulka 3.

Metoda LTS rozdélila déti témér presné na déti s nizsim a vyssim poctem
zameskanych dni (hranice je 22 - 23 dni). U zadné z vysvétlujicich veli¢in neni
statisticky vyznamny rozdil (na hladiné 0,05) mezi prvni a druhou skupinou
(testovano x-kvadrat testem, resp. Wilcoxonovym dvouvybérovym testem).
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chlapci divky pomér

dohromady 66 80 0,83
1. skupina 47 63 0,75
2. skupina 19 17 1,12

slabi prumérni  pomér
dohromady 63 83 0,76
1. skupina 47 63 0,75
2. skupina 16 20 0,80

min maximum prumér median
dohromady 1 4 2,54 2,5
1. skupina 1 4 2,46 2
2. skupina 1 4 2,81 3

min maximum prumér median
dohromady 0 81 16,5 11
1. skupina 0 23 8,7 7
2. skupina 22 81 40,2 36,5

Tabulka 3: Charakteristiky pohlavi, ispésnosti ve skole, véku a poctu za-
meskanych dni pro cely soubor, skupinu pouzitou k odhadu LTS (h = 75)
a skupinu zbyvajicich déti.

domorody bélosky pomeér
dohromady 69 77 0,90
1. skupina 45 65 0,69
2. skupina 24 12 2,00

Tabulka 4: Poméry poctu déti aborginského a bélosského pivodu v celém
souboru, ve skupiné pouzité k odhadu LTS (h = 110) a ve skupiné zbyvajicich
déti.

Podivame se nyni na etnickou prislusnost déti, viz tabulka 4.

Rozdil v podilu aborginskych déti v 1. a 2. skupiné je statisticky vyznamny
(p-hodnota y-kvadrat testu je rovna 0,013). Protoze obé etnika nebyla roz-
délena presné, je mozné, ze dochazka do Skoly nezavisi na etnickém puvodu,
ale spiSe na nécem, co s nim souvisi, napriklad na socidlnim postaveni rodiny
nebo na vzdélani rodica.
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WEIGHTED GMM ESTIMATION

Jan Amos Visek

Keywords: Robustified GMM-estimation, robust regression, equivariance of
the estimation, influential points, contamination, heteroscedasticity, instru-
mental variables, the least weighted squares..

Abstract: The paper presents an implementation of ideas of robust statistics
in the Generalized Method of Moments. Robustification of GMM is proposed
in the sense of the Least Weighted Squares. Heuristics of both, GMM as well
as of LWS are briefly recalled. The examples are only sketched (due to limit
of space).

1 Introduction and notations

In 1982 Lars Peter Hansen in the pioneering paper [8] proposed and dis-
cussed Generalized Method of Moments (GMM). One year later Peter Rous-
seeuw [12], [13], see also [6] defined the Least Median of Squares (LMS) and
the Least Trimmed Squares (LTS), the first two feasible estimates with (possi-
bly) 50% breakdown point. Both of them fulfill the Hampel’s program of
modern estimation [6] or even its enlargement, adding to the Hampel’s the
requirement of the equivariance, the existence of a reliable algorithm (possi-
bly with an easy available implementation), the subsample stability! and,
last but not least, a working heuristics, see [17], [19]; for algotritms see [1]
and [14] or [18]. Nevertheless, in the case of dynamic framework, there is
a serious reason why we should use another robust estimator of regression
coefficients?, namely LWS [17]. In the next section we shall recall philosophy
of GMM. The third one is devoted to LWS, to remind the heuristics of them.
Finally the last section offers a proposal how to profit from the “aliance” of
both approaches.

Let N denote the set of all positive integers, R the real line, and RP
the p-dimensional Euclidean space and assume throughout the paper a fixed
probability space (2, .4, P) probability space.

2 Generalized method of moments

Let us assume that we would like to estimate the “true” value 6° of a pa-
rameter of a parameterized family of models and there are two estimators,
given as solution of g™V (0,z1,x9,...,2,) = 0 and ¢® (0, z1,22,...,2,) =0,
say. No of them is uniformly better then the other. A very first idea may be

1This point is fulfilled neither by LMS nor LTS. It is a consequence of the fact that both
estimators too much rely on the selected observations while suppressing nearly completely
the influence of the rest of data.

2The deletion of some observations by LMS or LTS represents evidently an unwelcome
problem, since it may considerably modify the character of (possible) serial correlation of
disturbances and/or explanatory variables.
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to find a combination of them which can be uniformly better than both. For-
mally it may be done as follows. Select a symmetric positive definite matrix
W and put
!
g(@,x) = (g(l)(eaxhz% e '71'71)79(2)(973317332; e azn))
and
6 = argmin g'(9) . W - 4(0) (1)
0co
A nice example of estimating the mean of normal distribution, provided an
additional information that x4 = 302 holds, can be found in [25].
The optimal choice of W is the inverse covariance matrix of g(u,d),
see [24]. Of course, we try to find a solution of the extremal problem (1)
by finding a solution of equation

99(0)7’
2SN W a(0) = 0 2
20| wa )
where 8%%9) denotes the matrix of partial derivatives ag(zéfx) L k=1,2,...,p,

j = 1,2 (we have assumed that ©® C RP). (2) can be considered as a system
of the normal equations.

Now, let us turn for a while to the linear regression model (say, in the
dynamic framework gnd with random explanatory variables)

V=Y Xy +e =X +e, t=1,2,...,T

j=1

the Ordinary Least Squares estimate is given as solution of the normal equati-
1

ons X'(Y — X3) = 0. or equivalently TXI Y -Xp)=0 (3)

which is an empirical counterpart of an orthogonality condition
E{X; (Y1 - X{p)} =0. (4)

As we shall see later, for robust estimation of regression model (see (10)
below), we have a similar system of normal equations.

So, in many cases we appear at a situation (when looking for an underlying
model of data in question): We assume existence of a vector of explanatory
variables, say X; € RP, and of matriz® of unobservable disturbances, say
er = H(Xy,3°). Then to be able to establish a consistent estimator of 3°, we
need the orthogonality condition

FE {61 X Xl} =0.

However, there are many models exhibiting correlation of disturbances with

explanatory variables*. Then we employ (a collection of) instruments, say
2 = G(Xy,3°), such that

3Generally, the disturbance for each observation can be multidimensional, if the “re-

sponse variable” is not scalar.

4The most frequently recalled is probably model assuming the measurement of ex-
planatory variables with a random error, see [15] or [16]. For many other examples see
either [9] or [2].
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E{el®zl}:E{H(Xlaﬂo)(g)G(Xlaﬂo)}:O (5)

(and of course we assume that correlation of the explanatory variables X
with the instruments z; is (are) as high as possible).

The empirical counterpart of (5) is then

gr(X,0) = 2 3 [H(X, 0) © C(X,, )] = 0. ()

Unfortunately, especially due to substitution of the explanatory variables by
the instruments, we need not be able to find any § € RP fulfilling (6). Then
we prefer to give the definition of the estimator in the following form.

Definice 2.1. Let W be a symmetric positive definite matriz. Then the solu-
tion of the extremal problem
pEMMW) — argmin ¢'(X,8)- W™ - g(X, B) (7)
BER?
will be called the Estimator obtained by the Generalized Method of Moments,
or GMM-estimator for short.
We have already mentioned that the optimal selection of W is the covariance
matrix C' = IE [gr(z, 8) - ¢f(x, )] which is generally unknown. Hence, pro-
vided it is regular and consistently estimable, it is substituted by 6, say. Of
course, sometimes either no consistent estimate of W is available. Then we
have to employ some heuristics for selecting some positive definite matrix as
a substitute for the covariance one.

3 The least weighted squares

As we have already said LMS as well as LTS are disqualified for estimating
the coefficients of dynamic regression model since we can’t afford to delete
some rows (without distorting the structure of (possible) serial correlation).
On the other hand, we would like to depress a bit the influence of some
observation either due to the suspicious values of explanatory variables or
due to strange values of response. The Least Weighted Squares (LWS) is
candidate which fulfills all points of enlarged Hampel’s program, including the
existence of the reliable algorithm and available implementation, see e.g. [10]

r [11]. By the way, it means that, in distinction to the M-estimators, it is
scale- and regression-equivariant®, without estimating scale of disturbances

5Let us recall that having denoted M (n,p) the set of all matrices of type (n x p) and
recalling that the estimator 5 can be considered as a mapping

B, X): M(n,p+1) — R”,

the estimator ,@ of 89 is called scale-equivariant, if for any ¢ € RT,Y € R™ and X € M (n,p)
we have . A

B(cY, X) = cB(Y, X)
and regression-equivariant if for any b € RP,;Y € R™ and X € M (n,p)

BY + Xb,X) = B(Y,X) +b.
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and performing studentization of residuals. Of course, the tax we pay for this
advantage are rather complicated proofs of consistency of LWS, see again [10]
r [11]. Let us recall the definition of LWS.

To this end, let for any 8 € RP r4(3) = Y; — X3 denote the ¢-th residual and
r%t)(ﬁ) the ¢-th order statistic among the squared residuals. It means that
7"(21)(6) < 7’(22) B)< ... < T?T)(ﬁ)’

Definice 3.1. Visek [17] For a weight function w : [0,1] — [0, 1] the solution
of the extremal problem

T

~ . t—1

ﬁ(LWS,T,w) = argmin g w (T) r(Qt) (ﬁ) (8)
BERP  t=1

will be called the Least Weighted Squares estimator® (LWS).

The weight function is usually assumed to fulfill:
C1 Weight function w : [0,1] — [0,1] is absolutely continuous and nonincre-
asing, with the derivative w'(a)) bounded from below by L, w(0) = 1.
Now, for any t € {1,2,...,T} let us put n(5,t) = j € {1,2,...,T} so that
r2(B) = r%j)(ﬂ) (notice that 7(3,t) is r.v.; in analogy with the theory of rank
test, we can call it the rank of t-th observation, see [7]). Then

~ (T80~ 1
BEWS.Tw) _ argmin Zw (L) r2(3). (9)
T
BERP  t=1
Further, for any 7' € N by Pr let us denote the set of all permutations of
the indices {1,2,...,T} and by m; the t-th coordinate of the vector = € Pr.
Denoting 7(8) = (7(3,1),7(3,2),...,7(8,T))", we have w(8) € Pr. Now,
keeping in mind C1, (8) and (9), we easy verify that for any = € Pr

iw (77(5’;) - 1) P2(BLWST)Y < ZT:“’ (Wt; 1) P2(BEW ST )y
t=1

t=1

so that for any w € Q there is some m € Pr such that for the vector of
weights w* = (w(T~Y(m1 — 1)), w(T Y (m2—1)),...,w(T"(rr—1))) we have
[UEWS.Tw) — FWLSTw) j e (in words) the Least Weighted Squares esti-
mator is equal to the (classical) Weighted Least Squares estimator (with the
weights w}’s) at given, fixed w € Q. As SWEST.w") ig the solution of normal
equations (at given, fixed w € Q)

T

> wiX, (Vi - X[B) =0

t=1

6See also [4] where the estimator is called the Smoothed Least Trimmed Squares.
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taking into account successively all w € €, we conclude that B(LWS’T’“’) is

one of solutions of normal equations

Ve = 3w (TEP ) x - xim =0 a0

t=1

For proposing a robustification of GMM another form of normal equations
however will be more instructive.

Definice 3.2. Denote by I{X; < x,e; < v} the indicator of the set of all
w’s for which the explanatory variable Xy € RP is smaller than © € RP
(coordinatewise) and the t-th disturbance is smaller than v € R. Then define
for any T € N the joint empirical distribution function of the explanatory
variables and of disturbances as

T
1
F@n) = Fo(nvw) = 5 3 HXe < e <)

Notice that 1)T Y1, I{X; < z,e; < v} =1)T S I{X;(w) < 7, e;(w)<v}.

Remark 3.1. It seems at the first glance a bit strange to construct empi-
rical distribution function when the random wvariables are not indentically
distributed. Nevertheless, notice that IEI{X; < z,e; < v} = Fx ¢+(x,v) and
hence according to the (strong) law of large numbers for independently but
non-identically distributed r.v.’s (see e.g. [3] or [5]) we have

T

1
Z [I{X; <z,et <v} — Fxer(x,v)] — 0a.s.
t=1

el

or in an alternative notation
1 T
(T)
FX,e ($,U) - T ; FX,e,t(I) 'U) — 0 a.s.

Further, let us denote for any 3 € RP the distribution of the absolute value
of residual by Fj(u). In other words,

Fs(u) = P(|Y1 — X18] <u) = P(ler — X1 (B—6°) | <)

= /I{|x’ (B—73%) —v| <u}dFx.(z,v). (11)

Moreover, for any 0 € RP the empirical distribution of the absolute value of
residual will be denoted F, ﬁ(T) (u). It means that we have

T T
FOw) = 2 S r()] < uy = 2 S I {lev— X{ (5 - 6%) | < v} (12)
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It immediately gives

T 7 (ﬁ?t) 1
FS (Ir(8)]) = 7
and so (31) can be written as

iw( (I(B)))) X2 (Vi — X;6) = 0. (13)

t=1

Remark 3.2. Let us also recall that the Least Weighted Squares fulfils most of
points of the enlarged Hampel’s program of point estimation as given in previ-
ous. Of course, there are still only a few attempts for fulfilling the point about
diagnostics, sensitivity and accompanying procedures, see e.g. [21], [22], [23].

4 The weighted GMM estimation

In this section we are going to give a proposal how to “merge” the idea of
robust estimation with the idea of generalized method of moments. Recalling
that we have denoted by e; = H (X}, 3°) unobservable vector of disturbances’
and by z; = G(Xy, 8°) the vector of instrumental variables, let us enlarge the
notation as follows. The empirical distribution function of the absolute values

of residuals will be denoted by FB(T)(|H (X4, 08)]). In what follows, we shall
assume that

E {w (Fﬁ(OT)(|H(Xt,6O)|)) [ur @ zt]} —0fort=1,2,...,T.
Similarly as in previous, let us put for any 3 € RP

=7 Z [w (FSD(H (X0 B))) - H(X0, ) © G(X0, )]

Definice 4.1. Let W be a symmetric positive definite matriz. Then the solu-
tion of the extremal problem

BEMMW) _  argmin [g%(ggﬁ)]' Wt -97(, B) (14)
per?

will be called the estimator obtained by Weighted Generalized Method of Mo-
ments, or WGMM-estimator for short.
Of course, analogously as in previous, if IF [g%(X, B°) (g% (X, ﬁo))l} is

regular matrix which is consistently estimable by a regular matrix W, we
employ it in the role of W. As this is a very first attempt to employ the
ideas of robust statistics in the estimation based on the Generalized Method
of Moments. we have not yet at hand any optimality result about selection

of W.
"Similarly as in previous, we shall denote for any 3 € RP by H(X4,3) the residuals.
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5 Conclusion

It is straightforward that the Least Weighted Squares are special case of the
WGMM-estimator. Having put G(Xy, 8) = X¢, H(X,3) = Vi — X5 and
W = I and taking into account (13), we verify it (of course, the quadratic
form in (14) turns to zero). On the other hand, (14) can give a reasonable
(robust) estimate even for (much) more general cases, e. g. when we would
not like to restrict ourselves to the one (robust) estimator of regression coef-
ficients. The reason may be that we hesitate which of robust estimators can
be the best “tailored” for our data (e. g. due to our only vague knowledge of
level or of structure of contamination).
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ODHADY POCTU KOMPONENT MODELU

Petr Volf

Klicovd slova: R4d modelu, BIC, Bayes factor, MCMC.

Abstrakt: Prispévek se zabyva kriterii BIC a Bayesuv faktor, dale pak pou-
zitim ,,Reversible jump® algoritmu Metropolise Hastingse, a nakonec uplat-
nénim zjednoduseného prohledavani a hledani (s pomoci simulovaného Zzi-
héni) maxima aposteriorniho rozloZeni, zaroveri pro parametry modelu a po-
¢et jeho komponent.

1 Uvod

V mnoha pripadech analyzy dat je jednim z tkoli také vybér optimalni slo-
zitosti modelu, nejcastéji souvisejici se stanovenim poctu komponent, Fadu
modelu, napt. v tlohach autoregrese, regresnich modelt, i modelovani po-
moci smési distribuci. Existuje fada kriterii odvozenych exaktné pro urcité
pfipady (napf. Akaikeho IC), varianty se pak pouzivaji i v pfipadech jinych,
na zakladé urcité zkusenosti. Samoziejmé vznikla idea pouzit bayesovsky po-
hled na pocet komponent jako na nezndmy parametr, na tomto zakladé lze
odvodit BIC G. Schwarze. Mimochodem, tento pohled, kdy fad modelu vy-
plynul z aposteriorni pravdépodobnosti, je od 70. let uplatiovan pro fizeni
procesit (AR typu) v UTIA, ptivodné skupinou kolem Ing. V. Peterky, na
kterou plynule navézalo oddéleni adaptivnich systémi (M. Karny a dalsi).
Zacinali s rodinou konjugovanych rozdéleni exponencialniho typu. V 90. le-
tech rozvoj MCMC metod umoznil neomezovat se pti Bayesové analyze na
takovéto typy distribuci a vedl k zna¢nému rozsifeni pouzitelnosti bayesov-
skych metod. Na druhé strané, zaclenéni fadu modelu do MCMC generovani
v sobé nese preskoky mezi parametry (a odpovidajicimi prostory) rtzné di-
menze. V praxi sice pfi pouziti napf. algoritmu Metropolise-Hastingse na
to byl zpravidla bran zfetel (viz i P. Volf v Robustu 1998, optimdlni pocet
splinti pro neparametrickou regresi), ale bylo tfeba i teoreticky zformulovat
metody davajici zaruky pro reversibilnost skokt v takovém algoritmu. To uci-
nil P. Green [3]. Po po¢ateénim boomu pouzivani MCMC metod nyni snad
jiz nastal stav, kdy se rozlisuje, zda je jejich po¢etné narocné pouziti ucelné.
Protoze ndm jde ¢asto pouze o nalezeni optimalni konfigurace (modelu), je
zcela dostatecné a jednodussi pouzivat jen prvky MCMC k prohledavani pro-
storu a kombinovat je s pfimou optimalizaci tam, kde to umime. Disledné
MCMC generovani ma pak za cil predevsim dospét k reprezentaci cilovych
(v nasem piipadé aposteriornich) distribuci.
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2 Neékteré metody urceni poc¢tu komponent

Nejcastejsi situaci, kdy se s timto problémem setkavame, jsou linearni modely
(tj. modely slozené linearné z uréitych jednotek, komponent, napf. polyno-
midlni regrese, ARMA posloupnosti). Bylo navrzeno pomérné dost kritérii,
velkd ¢ast z nich vice méné penalizuje vlastni kriterium fitu modelu (nejcas-
t&ji maximum vérohodnosti) penaltou zavislou na po¢tu v modelu pouzitych
komponent. Pfehled nékterych kritérii je tfeba v T. Cipra, Robust 84 (pro
urceni fadu ARMA modeli), a pomérné nesystematicky i v riiznych monpo-
grafiich zabyvajicich se aspekty statistického modelovani (napf. [4]). My se
zde zastavime u kritérii vychazejicich sice z Bayesova pristupu, ale vlastné
navrzenych pro pouziti v ,nebayesovské“ statistice.

2.1 Bayesovské informacni kriterium

Predstavme si situaci, v niz mame data x, a sadu moznych modelt s ruz-
nym poétem komponent k, f(x|a, k), = ay. Uvazujme i ptislusné Bayesovo
schéma, tj. priory pro a a k: go(a|k), Po(k) na 1,2,..., K = Kpax.

Pak tedy aposteriorni rozdéleni pro «, pii daném k je

glarle, k) = f(@|ar, k) - go(ar k) / er(x|k), (1)

kde c1(z[k) = [, f(z|ar, k) - go(ok|k)day.

Bayestv odhad parametru je nejcastéji definovan jako maximizer apo-
steriorniho rozdéleni (MAP), zde tedy & = argmax, g(a|x, k), ¢len ¢1(x|k)
k jeho urceni znat nepotiebujeme. Spoleény posterior pro « a k je

f(@lan, k) - go(arlk) - Po(k) / ca(), (2)

zatimco margindlni posterior pro ayj dostaneme z (2) soudtem pies k =
1,..., Knax. Vyraz (2) by byl ten vyraz, ktery bychom méli maximizovat pfi
dtsledném bayesovském hledéni feSeni (k tomu se dostaneme v dalsi ¢asti).
Zde co(x) je soucet pres vSechna k z ¢ (x|k) - Po(k).

Koneéné aposteriorni rozdéléni pro pocet komponent k je

P(klz) = ci(z|k) - Po(k) / c2(@), (3)

Predstavme si nyni tlohu najit k£ maximalizujici (3). P¥imo to jde opét napfi-
klad v pfipadé normalniho rozdéleni, s konjugovanymi priory (normdlni pro
w a gamma pro 1/0). G Schwarz [6] toto Tesil trochu obecnéji (ale Ze to neni
problém, ukazuje jeho ¢lanek, ktery ma pouhé 3 strany), s tim, Ze zéroven
uvazoval pocet dat n — oo, a dosel ke kriteriu BIC, které také nese jeho
jméno. Ptesnéji, uvazoval ndhodny vybér rozsahu n z rozdéleni (s nezndmym
k) exponencidlniho typu, tj. f(zi|a, k) = exp(ag - y(z;) — b(ag), tedy

flxlag, k) = exp(n(Y - ar — b(ax)),
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kde Y = > y(z;)/n je postacujici statistika pro ay. Déle predpokladal
regularitu, véetné toho, Ze druhé derivace b(ay) jsou pozitivné definitni, pak
tedy existuje (jeden) MVO ¢« maximizujici Y - ay — b(ay). Necht dale pocet
moznych modelt je koneény (tj.Kmax < 00) a apriorni hustoty go(ay|k) jsou
ohrani¢ené i odrazené od 0. Uloha je pak najit v souladu s (3) k& maximizujici

S(Y,n, k) =log {Po(k)/ exp(n(Y - o — b(ag)) ~go(ak|k)dak} .4

k

Zaklad dikazu je v Taylorové rozvoji Y - ay, — b(avg) v okoli arj;, kde
Y -ap —blag) ~Y -af —b(a}) — allax — af||* + (Y, k,n),
s a > 0 a s r vhodné malym podle volby okoli. Déle v (4) dostaneme

S(Y,n, k) ~log Po(k) +n(Y - af —b(ai))+

N IOg/ exp(—nalax — af||?)) - go(ax|k)day + R(Y, k, n),
Qg

kde R(Y,k,n) jsou jiz ohrani¢ené (v n). Pak uz je tfeba jen exp(—nallay —
a;||?)) doplnit na normélni hustotu vynasobenim a vydélenim ¢lenem (%)k/ 2
a dostaneme, ze

k
S(Y,n, k) ~n(Y -aj, —blay)) — 3 logn + Ry (Y, k,n),

kde R; je opét ohranicené. Takze vidime vysledny tvar BIC kriteria (tak jak
se vétSinou uvadi), které ¥ikd, Ze je tfeba minimalizovat pies k

—2 - maxloglik(x, k, ) +logn - k. (5)

2.2 Bayesuv faktor

Bayesiv faktor je kriterium k porovnani dvou moznych modela a k rozhod-
nuti, ktery model preferovat. Z toho hlediska jde vlastné zobecnéni pojmu
vérohodnostni pomér, a to ve dvojim smyslu: jednak do , bayesovského svéta“,
jednak zde se nepozaduje, aby druhy model byl rozsirenim prvého, coz je po-
tfeba pro pouziti vérohodnostniho poméru (vnofené ¢i ,vhnizdéné“, nested,
modely). Zustaneme u naseho znaceni, méjme tedy data x, dva modely cha-
rakterizované &isly ki, k2, také jejich apriorni pravdépodobnosti Py(k;), a p¥i-
slusné parametry «; s jejich obory hodnot a priory go(«;|k;), 7 = 1,2. Nyni
udélejme pomér aposteriornich pravdépodobnosti obou modelt, z (3), pfi-
¢emz se funkce co(x) zkrati,

P(kilz)  Po(k1) Jo, f(@lax, k) - go(aulki)dos

P(ko|lz) — Po(k2) [, f

(
(

m|a2, kz) '90(042|k2)d042 .
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Zde integraly v 2. ¢asti lze také povazovat za pravdépodobnosti (hustoty)
p(z|k;) a pravé jejich pomér, tj. kdovi pro¢ bez poméru priorit pro kj;, se
ozna¢uje pojmem Bayesiv faktor [2]:

p(x|k1)
p(xlks)

Je pravda (podobné jako u BIC), Ze p¥i rostoucim rozsahu dat (n — oo) vliv
apriornich pravdépodobnosti Py(k;) kles4, a ptisobnost BF je srovnatelna
s BIC. Konkrétné, pokud oznacime ptislusné MVO o a S12=logf(x|aj, k1)—
log f(x|ad, ko) — (k1 — k2)log(n)/2, tak

Bio =

S12 — log B12

0. 6
IOgBlg 7 ( )

Pokud neumime pfimo spoéitat p(x|k), tak jednou cestou je generovani
hodnot a(;),i =1,..., N, z jejich prioru go(a|k), pak je tedy odhad p(x|k) =
> f(@log), k)/N.

2.3 Pouziti standardnich statistickych testu

Standardni statistické testy jsou samoziejmé také nastrojem slouzicim k na-
lezeni nejvhodnéjsiho modelu. Pokud ztistaneme ve ,,vérohodnostnich®“ mo-
delech splnujicich podminky regularity, tak mame k dispozici predevsim testy
vyznamnosti jednotlivych parametri, zalozené na asymptotické normalité je-
jich MV odhadu. V téchto ptripadech jde skutecné o porovnani vhnizdénych
modell, nejcastéji testujeme pridani 1 komponenty k modelu stavajicimu.
Misto penalty vyskytujici se v pfedeslych kritériich (a vznikajici tam z aprior-
nich rozdéleni parametri) zde podobnym zpisobem piisobi kritickd hodnota
testu.

Zkusme ted porovnat test pomoci vérohodnostniho poméru s BIC.
Méjme model My a model M, ktery je rozsifenim My o 1 komponentu.
Nase hypotéza Hj je, ze ona komponenta je navic, ze model My je spravny.
Kriterium pomoci poméru vérohodnosti je zalozené na MVO v obou modelech
a porovnani dosazenych maxim vérohodnostnich funkei, feknéme V5 a Vi*.
Konkrétné se uziva

*

LVP10 = 210g (“;1 ) = QLT —21187

*

0

kde L7 = logV;". Pri platnosti Hyp ma tato veli¢ina limitni rozdéleni chi-
kvadrat s 1 stupném volnosti. TakZe Hy zamitneme (pokud zvolime hladinu
testu napf. 1%), az pokud LV Pyo > X%l)(0.99) ~ 6.635.

Kdybychom stejné rozhodovani délali pomoci BIC kriteria, ke stejnému
zévéru (prefernci My pred My) bychom dosli, pokud by bylo 2L; — 2L§ >
log n. Takze az zhruba pro n ~ exp(6.635) ~ 760 bychom dostali stejnou kri-
tickou hodnotu. Pro mensi n by kritickd hodnota BIC byla mensi, a naopak.



Odhady poc¢tu komponent modelu 423

Takze se zda, ze test pomérem vérohodnosti je pro stfedni rozsahy vybérta
dost ,ostry“. Ale musime vzit v itvahu, Ze tato kriteria jsou formulovéana pro
dost obecné pfipady, a teprve podrobna analyza (a simulace) v konkrétnich
pripadech ukazuji, jak si ktera kriteria vedou. Podobné porovnani muzeme
dostat i pro BF, kdyz z (6) vyvodime, ze

QIOgBl() ~ LVP10 — (k‘l — k‘()) IOgTL.

O urcité vagnosti takto obecné pojatého kritéria svéd¢i i doporuceni obsazené
napft. v [2] v nasledujici tabulce:

2log Bio: Bio: Evidence against Hjp
0 to 2 1 to 3 Not worth than a
bare mention
2 to 6 3 to 20 Positive
6 to 10 20 to 150 Strong
> 10 > 150 Very strong

Poznamka: V praxi se pii konstrukci modelt (napf. regresnich modeli
z bazovych funkei) osvédéuje takovy postup, Ze nejprve vybereme fad mo-
delu pomoci BIC ¢i podobného kriteria s penalizaci, a pak tento model déle
zjednodusujeme jiz statistickymi testy vyznamnosti jednotlivych parametri.
Navic, na zakladé zkusenosti se penalta v BIC casto nasobi vhodnou kon-
stantou, kterd muze byt chapana jako parametr fidici optimalizaci modelu.

3 Maximalizace sdruzeného aposteriorniho rozdéleni

Hledame nyni takovou konfiguraci ay, a k, kterd maximalizuje sdruzené apo-
steriorni rozdéleni (2), tj. hleddme arg max,, ; pro

f(@lag, k) - go(ax|k) - Po(k). (7)

Nejjednodussi pripad je, Ze jsme schopni pro kazdé k spocitat MAP od-
had &y, ten dosadit do (7) a porovnat pro riznd k. Pokud to neumime,
je tfeba se k optimu dostat néjak postupné. Jednou moznosti je MCMC me-
toda. O téchto metodach bylo na Robustech jiz mnoho napsino (Janzura,
i Volf, 1998). Nyni popiSeme, jak by takovd vhodnd metoda mohla vypa-
dat. Jak jsme jiz fekli, dtsledné pouziti MCMC procedur (Gibbstiv sampler,
Metropolis-Hastings algoritmus) vede k generovani reprezentace aposterior-
niho rozdéleni, coz v tomto pfipadé vlastné nepotiebujeme. Je pravda, ze
kdyz misto bodového odhadu méame celou reprezentaci, je to znacné bohatsi

wevs

kazd4a takova procedura ma uréité ,,volné“ parametry (dodévané analytikem).
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Poznamka 2: Uz i volba apriorni distribuce je vlastné jeden z podstatnych
do jisté miry ,,volnych parametri“ celé analyzy. I proto se v ramci bayesovské
statistiky rozviji téma zvané ,bayesovska robustnost“, zkoumajici mimo jiné
pravé citlivost vysledku na vnesené aproirni informaci.

Poznamka 3: Jsou ovSem typické situace, kdy je vyhodné mit reprezen-
taci aposteriorniho rozdéleni, napf. pro predikci dalsiho chovani systému. Na
zakladé dat a apriorni informace odvozujeme vlastné distribuci moznych kon-
figuraci (stavii) systému.

Formalné, MH algoritmus by postupoval tak, ze k danému stavu «, k by
navrhoval pomoci néjaké zvolené distribuce qo(a*|a, k, k*)Q(k*|k) nové hod-
noty o*, k* a pfijimal je (jako dalsi ¢len vytvarené Markovovy posloupnosti)
s pravdépodobnosti min(7, 1), kde

f(@]a”, k") go (o [k*) Po(k™)  qo(alk)Q(K|E™)
f(@|a, k)go(alk)Po(k)  qoler[k*)Q(k*|k)

Vidime, Ze v poslednim zlomku je ve jmenovateli popsan krok, ktery navr-
hujeme, zatimco v Citateli je krok opacny, od navrhované konfigurace k pu-
vodni. A pravé tady vznikd problém, jakmile se v takovém kroku meéni i k,
tj. 1 dimenze «. Jeden mozny zpisob, jak tento problém pteklenout, navrhl
Green [3], viz i Richardson a Green [5].

m =

3.1 RJMH algoritmus

Tato zkratka znamenda ,Reversible Jump Metropolis-Hastings“ a oznacuje
pravé onu Greenem navrzenou ,trans-dimensional“ variantu MH algoritmu.
Predstavme si zjednodusené popsanou situaci: Mame jen 2 rtzné prostory
moznych konfiguraci parametri, feknéme A, B, na nich apriorni distribuce
parametrii g4(«), gp () a taky apriorni pravdépodobnosti P(A), P(B). A ta-
ké predpokladame, ze lze vzdy oba parametry doplnit néjakymi velicinami
u, v z néjakych prostort U, V tak, aby («, u) uz bylo stejné dimenze jako (3, v)
a bylo mozné vybrat vzajemné jednoznacné a diferencovatelné zobrazeni,
které by zaroven bylo pouZitelné pro navrhovani pfechodu, (5,v) = h(a,u).
Pfitom u a v generujeme ndhodné a nezavisle na stavajici konfiguraci z né-
jakych rozdéleni r(u), s(v).

Poznamka 4: Pfi MCMC (i jinych prohledavacich) algoritmech jde i o to,
aby prechod néco prinesl z hlediska cile generovani, tj. aby se navrhovaly spis
,dobré“ konfigurace, které budou mit vétsi Sanci na prijeti, aby prohledavani
prostoru moznych konfiguraci bylo ,inteligentni“ — néco jako v feci genetic-
kych algoritmt, navrhovat i mutace a kombinace dobrych konfiguraci. Napf.
pokud A C Ry a B C Ry.1, tak vezmeme nejspis U C Ry, V = (. Ale na-
priklad v pripadé, kdy parametry maji vyznam uzli regresnich splind nebo
centru shluk, spis nez abychom k danému « prigenerovali 1 komponentu, je



Odhady poc¢tu komponent modelu 425

z hlediska efektivity hledani reseni lepsi jeden z dosavadnich centri rozstépit
na 2, tak, ze k nému pricteme a odec¢teme nahodné navrzené u.

Jak tedy nyni vypada onen pomér navrhovacich pravdépodobnosti, tj. ta
2. ¢ast v pfijimaci pravdépodobnosti MH algoritmu (7)? Ve jmenovateli je
popsan navrzeny prechod, v Citateli prechod opac¢ny, dostaneme tedy

5(v) q1(a, ulB,v) Ppa
r(u) QZ(ﬂa ’U|Oé, U) PAB ,

kde Pap, Ppa jsou pravdépodobnosti, s jakymi ony prechody mezi prostory
navrhujeme (tj. zbyvajici moznosti, pfi nichz jde o standardni kroky MH algo-
ritmu, jsou setrvani v daném prostoru, které se navrhuji s pravdépodobnos-
tmi Paa, a Pgp). Ale protoze ¢1(c,u|B,v) = I[(8,v) = h(a,u]/qs(a,w)
a obdobné ¢ (5, v|a, u) = I[(B,v) = h(a, u]/qa(5,v), tak prostfedni pomér je
vlastné jen Jacobidn zobrazeni h:

2 _ qﬁl(ﬂav) _ |8(6,’u) |

@ g(a,u) (o, u)

Je dobré pripomenout, ze pokud netrvame na vygenerovani reprezentace apo-
steriorniho rozdéleni, je lépe se takovymto algoritmtim vyhnout. V praxi se
dale komplikuji i tim, ze apriorni rozdéleni maji také své parametry, které se
opét mohou generovat z jejich apriornich rozdéleni, kterd maji zase néjaké
parametry ... (ale dale se vétsinou jiz nejde, tyto ,metaparametry® se jiz né-
jak zvoli a zachazi se s nimi také jako s ridicimi parametry procedury. To je
tzv. hiearchické schema v bayesovské analjze).

3.2 Navrh praktické metody

Prakticka metoda by méla mit dvé dilezité slozky, a to navrhovani vhodnych
konfiguraci a jejich vyhodnocovani (a pfijiméni dobrych konfiguraci). Navr-
hovéani by mélo mit ony vlastnosti zminéné shora (pamatovat si dobra feseni),
ale zarovetl by mélo ob¢as piijit s odskokem do jiné oblasti konfiguraci (mélo
by vytvaret nerozlozitelny fetézec). Prijimani by pak mélo pouZivat postup
typu simulované zihani. Vétsinou jsme v situaci, ze ¢ast parametrtt mizeme
pro kazdou navrzenou konfiguraci spoéitat pfimo (zde tedy jako Bayesiv od-
had), ¢ast musime hledat. Naptiklad v regresnim modelu s regresnimi spliny
linearni koeficienty odhadneme piimo, uzly splini ziskdme prohledava-

nim (viz i Volf, 1998). Postupovat budeme tedy nejspis tak, Ze navrzené kon-
figurace budeme pfijimat s pravdépodobnosti min(w(m),1), kde nyni m je
pocet provedenych iteraci (resp. skupin iteraci, sweeps) a

{f(£12|0é*, k;*)go(a* |k*)P0(k*) }l/temp(m)
f(@|a, k)go(alk)Po(k) 7

kde temp(m) — 0 vhodnou rychlosti, feknéme o néco rychleji nez 1/logm.
O zkuSenostech s timto postupem viz Janzura, Robusty 1990, 2004.

m(m) =
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4 Zavér, poznamky o shlukové analyze

Tento prispévek mél byt pivodné o shlukové analyze, ¢i o souvisejicich mo-
delech smeési distribuci. Ale pro nedostatek mista odkazuji na néktery z bu-
doucich ¢lankt. Smésovy model shlukové analyzy je

k
wi Y m fi(wlay),
j=1

kde k je pro nas neznamy pocet shlukti, 7 jsou jejich vahy, a mame n dat
x = (x1,...,T,). Prakti¢téjsi je pouzit tento popis: necht z = (z1,...,2,)
jsou indikatory piislusnosti bodu z; do shluku j, tj. z; € {1,...,k}. Uko-
lem shlukové analyzy je odhadnout parametry «;, indikatory z a také pocet
shluka k. Pfi daném £k je tloha pomérné snadno pocetné feSitelnd modi-
fikaci EM algoritmu: Pfi danych z;, tj daném zatazeni dat x; k jednotli-
vym distribucim, spo¢teme MVO parametri o, a naopak, pfi danych pa-
rametrech, tj. zndmych distribucich f;(.|a;), volime z; = argmazx; f;(zi|a;).
Ovsem problém urceni poc¢tu komponent neni uspokojivé resen. Metody po-
psané v 1. Casti této prace se samoziejmé pouzivaji, ale protoze tato tloha
nyni nesplnuje podminky regularity, nelze je povazovat za konzistentni. Me-
tody nahodného prohledavani jsou v tomto pripadé tedy vhodnou moznosti.
O mixture models existuje nékolik monografii a mnoho ¢lank, ale upozornuji
na prehled vysledku (i vyzkouseni RIMH postupu pro jednoduchy ptiklad
shlukovani) v diplomové praci J. Némecka [1].
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KONFIDENCNE INTERVALY PRE EFEKT
OSETRENIA V KLINICKYCH POKUSOCH

Gejza Wimmer, Viktor Witkovsky

Kliicové slovd: Meta-analyza klinickych pokusov, zmieSany linedrny model,
metoda Kenwarda-Rogera.

Abstrakt: V prispevku je navrhnuta metdéda konstrukcie konfidenéného in-
tervalu pre spolo¢ny efekt oSetrenia, ktory je hlavnym parametrom zaujmu
v klinickych studiach, resp. v meta-analyze klinickych studii, ktoré st zalozené
na nezavislych pokusoch v k zdravotnickych zariadeniach, alebo klinickych
studiach. Metdéda je zalozena na spojitej normalnej aproximacii rozdelenia
vyberovych pravdepodobnosti v jednotlivych zariadeniach, ktora vedie k mo-
delu jednoduchého triedenia s ndhodnym efektom vplyvu zdravotnickeho za-
riadenia a s nerovnakymi rozptylmi vo vnutri jednotlivych zariadeni. Takyto
model sa pouziva tiez na modelovanie medzilaboratérnych porovnavacich sti-
dii a je Specidlnym pripadom zmiesaného linedrneho modelu. Na konstrukciu
priblizného (1 — a)-konfidenéného intervalu pre parameter spoloéného efektu
oSetrenia vyuzivame metédu navrhnuta v préci [6] a pre pripad medzilabo-
ratérnych porovnavacich $tadii podrobne Studovant v praci [14] pre pripad
spolo¢nej strednej hodnoty v medzilaboratérnych porovnavacich studiach.
Simula¢nd $tudia ukazuje vlastnosti (resp. ohrani¢enia) navrhnutého konfi-
denc¢ného intervalu.

1 Uvod

Uvazujme urcity klinicky pokus, napr. liecbu istej choroby, Specifikovany
operacny zakrok, podavanie urcitého lieku, a pod. Ten isty pokus sa rea-
lizuje v k zdravotnickych zariadeniach (k nemocniciach, vykonava ho k le-
kérov, podava sa liek k£ homogénnym skupindm pacientov, atd.). Medzi za-
kladné otazky lekarov, farmaceutov, riadiacich pracovnikov v zdravotnictve,
resp. v zdravotnych poistovniach, vyrobcov liekov, pacientov, je: ,Akd je
skutoénd uspesnost osetrenia (operacného zdkroku, terapie liekom, atd.).”
7 matematicko-Statistického pohladu je to problém névrhu ,,dostatocne dob-
rého“, ¢o mozno najjednoduchsieho modelu vyssie spomenutych klinickych
pokusov a navrh vhodného bodového a intervalového odhadu tspesnosti oSe-
trenia v klinickych pokusoch.

Klinické pokusy sa ukazuju akousi diskrétnou paralelou medzilaborator-
nych klucovych porovnavani, (pozri napr. [2], [7], [3], [9], [8], [4], [10], [14],
112, [13)).

V tomto prispevku vyuzijeme vysledky dosiahnuté v modeloch medzi-
laboratérnych kltcovych porovnavani (hlavne aplikdciu postupu navrhnuta



428 Gejza Wimmer, Viktor Witkovsky

v préaci [6]) pre ziskanie odpovedi na vyssie uvedené matematicko-statistické
problémy. Vysledky dosiahnuté v modeloch medzilaboratérnych klaéovych
porovnavani modifikujeme na spojitit aproximaciu diskrétneho modelu kli-
nickych pokusov.

Specifikovany klinicky pokus sa realizuje v k zdravotnickych zariadeniach.
Pocet realizovanych pokusov v i-tom zariadeni je n;, i = 1,..., k. Nech prav-
depodobnost tspechu (v pokuse) v i-tom zariadeni je p;, i = 1,..., k. VSetky
pokusy v jednom zdravotnom zariadeni povazujeme za navzajom nezavislé.
Oznac¢me X; ndhodnt premennt — pocet uspesnych pokusov v i-tom zdra-
votnickom zariadeni. Preto X; ~ Bi(n;,pi), i = 1,...,k. (X; ~ Bi(n,pi)
znamend, ze X; ma binomické rozdelenie s parametrami n; a p;). Xi,..., Xj
povazujeme za stochasticky nezévislé ndhodné premenné. V dalsom budeme
pracovat s ndhodnymi premennymi Y;, i = 1, ..., k, pricom Y; = ff Dostéa-
vame teda model 7

Y, =22 i=1,... k. (1)

2 Model klinickych pokusov a bodovy odhad uspesnosti
oSetrenia

Predpokladajme najskor, ze vo vSetkych uvazovanych zdravotnickych zaria-
deniach v danom klinickom pokuse je na oSetrenie (liebu) pouZitd rovnaka
metdda, ktora je aplikovana na skupinu ,,homogénnych“ pacientov. V centre
nasho zaujmu je v tomto pripade hodnota pravdepodobnosti tispesnosti da-
ného osetrenia (liecby), ktord, ako predpokladame, je rovnaké v kazdom zdra-
votnickom zariadeni. V praxi vsak mozno ¢asto pozorovat poruSenie tohto
prepokladu. Skuto¢na pravdepodobnost tspesnej liecby v i-tom zariadent,
pi, mdze nahodne kolisat okolo spolo¢nej pravdepodobnosti tispesnej liecby,
povedzme p, ktora je v centre nasho zaujmu.

Na modelovanie tejto skuto¢nosti budeme uvazovat ,spojitit aproximéa-
ciu® modelu (1), normélnym modelom jednoduchého triedenia s ndhodnymi
efektmi. PresnejSie, budeme predpokladat, Ze pre dostatocne velké pocty n;
jednotlivych oSetreni (pokusov) v zdravotnickych zariadeniach plati (aspor
priblizne) model

K:p+bz+5u Z:Laka (2)

kde p reprezentuje spoloént pravdepodobnost Uspesnej liecby, b; je ndhodny
efekt i-tého zdravotnickeho zariadenia. Teda pravdepodobnost tispesnej liceby
v i-tom zariadeni je v tomto modeli p; = p + b;. Napokon ¢; je nezavisla
aditivna chyba, pricom predpokladame, Ze pre i = 1,...,k je b; ~ N(0,03),
gi ~ N(0,0%/n;) a teda

Y; ~ N(p,o2 +02/n;), i=1,... k.

Néhodny (observaény) vektor Y = (Y7,...,Y)) modelujeme teda zmieSanym
linearnym modelom
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k
Y ~ N <Zk,1p, Ek,k = ZO‘%G1> . (3)

i=0

Teda, observac¢ny vektor Y je norméalne rozdeleny so strednou hodnotou
E(Y) = Ip a kovariantnou maticou cov(Y) = Xy = Zf:o 02@G,;, pricom
Go = I, a Gi = diag(0,...,0,7-,0,...,0), 1 = (1,...,1)". Ak by sme
poznali varianéné komponenty o3 a 02, i = 1,...,k, optimalnym odhadom

uspesnosti lie¢by p (spolo¢nej pravdepodobnosti tspesnej lie¢by) by bol
p= ('St tr'yty. (4)
Z (1) vyplyva, ze disperzia

i(1—pi
Var(¥ilps) = ZL=P9),

%

odkial dostdvame o7 = p;(1—p;), i = 1,..., k. Ako prirodzeny odhad parame-

tra o budeme uvazovat odhad 52 = p;(1 — p;), kde za odhad pravdepodob-

nosti uspesnosti lie¢by v i-tom zariadeni volme odhad navrhnuty v préci [1],
X;+2

a sice p; = =477, ktory, napriek svojej jednoduchosti, ma mnohé dobré sta-

tistické vlastnosti uz pre stredné rozsahy vyberov z binomického rozdelenia.
Dostavame
52 Xi+2 (1Xi+2)'

Ako vhodny odhad parametra o2 sa nika odhad 63 navrhnuty v praci [7].
Ziska sa iterativne z rovnic

e
_ Zimt wagta?

H(MP)
,LL - k . )
Yot matrer
k
) (X =m0y
~  ni6g +67

(Poznamenévame len, Ze lava strana v poslednej rovnici je s pravdepodob-
nostou jedna monoténne klesajuca funkcia, pozri [7], [9] a [5].) Ak v (4)
nahradime skuto¢né (nezndme) hodnoty o3 a o?, i = 1,...,k odhadmi &2

ad?,i=1,...,k, dostdvame bodovy odhad tispesnosti oSetrenia

k X,
2 ni52 457
= (5)

Zi:l niGe+ac2
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3 Intervalovy odhad tspesSnosti oSetrenia
Ked v modeli (3) pozndme 03 a o2, i = 1,...,k, tak disperzia odhadu p z (4)
je

®(0g,07,...,04) = (T~

Kenward & Roger [6] navrhuju korigovany odhad dy disperzie ® 4 a aproxi-
maciu ndhodnej premennej

F1 1, rozdelenim s 1 a m stupniami volnosti. Postupujtic tiplne analogicky ako
Kenward & Roger [6] dostdvame

k N 2
z : 3
Py niog + o;

n; .
o= —— M i1k
! (niod + o2)? !

k 3
Qoo = Z:(MUOJFU) ;

n2

i .
Qo = Qio="—5"—35=, 1=1,...,k,
(niof + 0?)?
0, i#i
QZ] - 2’”‘1 3 , Z:j, 5 Z:].,...,k.
(niog + 07)?
Ako kovarianénti maticu odhadov varianénych komponentov 63,57, ..., &z,
pouzjeme [ ;1(08, 0?,...,0%) - inverziu Fisherovej informa¢nej matice REML

(Restricted Maximum Likelihood) odhadov varianénjych komponentov o3, 0%,

o%. Tento krok podporuje aj vysledok z prace [8], podla ktorého mozno
Mandel-Pauleho odhady za platnosti predpokladu o normalite rozdelenia Y
povazovat za zjednodusent verziu REML odhadov.

Prvky matice Ir st dané vztahmi:

0o? 80]2
= 5[{5}1]7{]%}1]]) i,j:O,l,...,k,

1 I NG) Ve
{IF}i,j = ltr <8 ZG_E) — tT’(Q(I)QU — ‘bPL(I)P])

pricom prvky matic R a S st
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{R}:; = ®(2Q;; — P,®P;), i,7=0,1,...k,

k 2
n;

Shoo = P =3 (——

{S}oo 0 = <ni03+ai2> ’

"
Stoi = {Stio=—-PF = L R =1,...,k,
{S}oi = {Shio ol o7 !
O’ 27&];
{8y =4 1 (  208m n;og i =1k,
A\ mo2+0? 0 (niod+02)2)’ -

pozri tiez [11] a [14].
Teda kovarianc¢na matica W odhadov variané¢nych komponentov je

W =W(o,01,...,00) = I."(08,0%,...,00).
Podla Kenward & Roger[6] dalej plati
Py =3+ 24, (7)
kde
kEk

B W@, R

i=0 i=0
pricom <i> Ww, Qz] a B, st odhady ®, W;;, Qi a P, 1,5 =0,...,k, ktoré
dostaneme nahradenim neznamych varlancnych komponentov 08, 0%, 08

vo vyrazoch ®, W;;, Q;j a Py, i,j =0,...,k, ich odhadmi 63,5%,...,5%.

Dalej
2

A= ]., m=<~—= = =_» (8)
(P P)
kde P: (p(),pl,...,Pk)l.
Hladany (1 — «)-konfiden¢ny interval pre spesnost oSetrenia p je

<25 —JOaFim(a) i+ \/éAFl,m<a>> n(0.1), 9)

pricom Fy (o) je a-kritickd hodnota F} ,,, rozdelenia, p je dané v (5), D4 je
dané v (7) a m je dané v (8).

4 Simulacdna studia

V simulac¢nej $tudii sme overovali empirické pravdepodobnosti pokrytia ts-
pesnosti oSetrenia p (1 — a)-konfidenénym intervalom (9) pre rozne hodnoty
parametrov k, n;, i = 1,...,k, p a 03 modelu (3).

Pocet zdravotnickych zariadeni k € {5, 10,15,20}.
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n=(100,100....) n=(5050,..) n=(30.30...) n=(15,15...)

0.1
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0.1 0 0.1 o 0.1 “o 0.1

<

20
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0 . 0 . 0
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Obrazok 1: Empirické pravdepodobnosti pokrytia tspesnosti oSetrenia p
95%-konfidenénym intervalom (9) pre rozne hodnoty parametrov k, n;,
i=1,...,k, pa ol vo vyvdZenom modeli (3). Symbol 5/ oznac¢uje nvrhy
experimentu s parametrom p = 0.2, O oznacuje navrhy experimentu s pa-
rametrom p = 0.3, & oznacuje navrhy experimentu s parametrom p = 0.4,
(O oznacuje navrhy experimentu s parametrom p = 0.5.

Pocet pokusov v jednotlivych zariadeniach pri vyvazenych pokusoch: n; =
100, ¢ = 1,...,k; n; = 50,7 = 1,...k; n;, = 30,7 = 1,....k; n; =
15,7 = 1,..., k. Pocet pokusov v jednotlivych zariadeniach pri nevyvaze-
nych pokusoch: n; = {15,50,15,50,...}; n; = {30,100, 30,100,...}; n; =
{15,100, 15,100, ...}; n; = {15, 30,50, 100, 15, 30, 50, 100, . .. }.

Spolo¢na pravdepodobnost tspesnosti liecby p € {0.2,0.3,0.4,0.5}.

Disperzia néhodnych efektov zdravotnickych zariadeni of € {0, 1(%)?,
%(%)2, %(%)2,(§)2}, kde p je spolo¢nd pravdepodobnost tspesnosti liecby
v danej sérii pokusov.

Za nominalnu hladinu vyznamnosti a sme zvolili & = 0.05. Pre kazdua

kombinaciu parametrov sme realizovali 5000 opakovani (série) pokusov.

5 Diskusia

V préci sa navrhla spojitd norméalna aproximécia modelu 1) efektu oSetrenia
v klinickych pokusoch zmiesanym linedrnym modelom (3).
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n=(1550...) n=(30,100... n=(15,100...) n=(15,30,50,100,...)
1 1 1 1
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Obrazok 2: Empirické pravdepodobnosti pokrytia tspesnosti oSetrenia p
95%-konfidenénym intervalom (9) pre rozne hodnoty parametrov k, n;,
i=1,...,k pa ol v nevyvdiZenom modeli (3). Symbol 5/ oznac¢uje navrhy
experimentu s parametrom p = 0.2, O oznacuje navrhy experimentu s pa-
rametrom p = 0.3, & oznacuje navrhy experimentu s parametrom p = 0.4,
(O oznacuje navrhy experimentu s parametrom p = 0.5.

Vyuzijuc dalej poznatky ziskané pri modelovani medzilaboratérnych po-
rovnavacich $tadii sa navrhol v (5) bodovy odhad spolo¢nej Gspesnosti ose-
trenia p a intervalovy odhad (9) zaloZeny na metéde Kenwarda a Rogera.

Simula¢na studia ukazala, ze pre 0.2 < p < 0.8, pri vsetkych navrhoch
(ktoré sa blizili redlne sa vyskytujticim situdciam v praxi), je empirickd hla-
dina vyznamnosti navrhnutého konfiden¢ného intervalu (9) velmi blizka no-
minalnej hodnote, ¢o ukazuje na to, ze uvazovana spojita aproximacia mo-
delu klinickych pokusov a navrhnuté odhady (bodovy a intervalovy) spoloénej
aspesnosti oSetrenia st1 vhodné pre praktické pouzitie.
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GRAFICKE MODELY
V ANALYZE FINANCNICH DAT

Jitka Zichova

Klicova slova: Graficky model, podminéna nezavislost.

Abstrakt: Grafické modely jsou jednim z nastroji mnohorozmérné statis-
tické analyzy. Umoznuji popis a pfehledné znazornéni struktury vzajemnych
zéavislosti v dané mnoziné proménnych. V posledni dobé se uplatnuji i v ob-
lasti financi, o demz svédéi napiiklad publikace [1], [2], [3]. Clanek shrnuje
nékteré aplikace zpracované s pouzitim ¢eskych i zahrani¢nich finan¢nich dat
diplomanty oboru Finanéni a pojistnd matematika na MFF UK v Praze pod
vedenim autorky prispévku.

1 Graficky model

Uvazujme sloupcovy nahodny vektor X = (X1, Xs,...,X)?, indexovou
mnozinu K = {1,2,...,k} a graf G = (K, E), v némz mnozina vrchold je K
a E oznacuje mnozinu hran. Nechf chybéjici hrana (i, j) indikuje podminé-
nou nezavislost ndhodnych veli¢in X; a X; pfi pevnych hodnotach ostatnich
slozek vektoru X, coz zna¢ime X; 1L X;|{X,;r # i,j}. Znamen4 to, Ze pro
podminéné hustoty veli¢in X;, X; a vektoru (X;, X;)7 plati

I XX gt = X {X i gy FX5 1 (Xm0, -

Necht K = AU B U C. Oznaéme X, podvektor vektoru X obsahujici
slozky X;, i € A a analogicky podvektory X} a X, se slozkami s indexy z B
respektive z C'. Mnozina vrcholi C separuje mnoziny A a B, kdyz vSechny
cesty z nékterého vrcholu i € A do nékterého vrcholu j € B obsahuji alespon
jeden vrchol z C. Separaci interpretujeme tak, ze ndhodné vektory X, a X,
jsou podminéné nezavislé pti pevné hodnoté vektoru X, t.j. X, L Xp|X..

Uplny graf ma vsechny dvojice vrcholi spojené hranou. Klika je ma-
ximalni Uplny podgraf, jejim rozsirenim o dalsi vrcholy vznikne podgraf,
ktery jiz neni tplny. Retézovy graf ma vrcholy uspofadané do blokii, takze
K = by Uby U--- U by, pro néjaké pfirozené m < k. Necht r(j) je index
bloku obsahujiciho vrchol j. Na mnoziné vrcholl existuje ¢astecné uspora-
dani definované piedpisem i < j kdyz (i) < r(j), ¢ < j kdyz r(i) = r(j).
Hrany spojujici vrcholy z téhoz bloku jsou neorientované zatimco hrany, jez
spojuji vrcholy z rtiznych bloki, jsou orientované od bloku s nizsim indexem
k bloku s indexem vyssim. Necht K (j) = by Uba U - Ub,(;). Chybéjici hrana
(i,7), ¢ < j znamend, ze X; L X;{X,;r € K(j),r #1,j}.

Graficky model s grafem G je systém pravdépodobnostnich rozdéleni na-
hodného vektoru X spliujicich podminéné nezavislosti dané grafem G. Spe-
ciadlnim pfipadem je saturovany model s iplnym grafem.
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V praxi se pouzivaji systémy normalnich rozdéleni pro analyzu spojitych
dat a systémy rozdéleni urcéenych mnohorozmérnou kontingencéni tabulkou
pro zpracovani dat diskrétnich. Zkouméani podminénych nezavislosti v mno-
ziné proménnych umoznuji modely s neorientovanymi grafy. Chceme-li vy-
Setfovat pri¢inné souvislosti, to jest vztahy mezi soubory zavisle a nezavisle
proménnych, pouzivame modely s fetézovymi grafy.

2 Selekce modelu

Predpokladejme nadale, ze mame k dispozici data ve formé n realizaci k-roz-
mérného ndhodného vektoru X. Nasim cilem je popsat strukturu podminé-
nych nezavislosti slozek vektoru X vhodnym grafickym modelem. K tomu
ucelu byly vypracovany rizné selekéni algoritmy v ramci vérohodnostniho
a bayesovského pristupu.

Omezime-li se na vérohodnostni pfistup, je zdkladnim nastrojem selekc-
nich algoritma deviance. Pro graficky model s grafem G ji definujeme pred-
pisem dev(G) = 2(ls — lg), kde lg je maximum logaritmické vérohodnostni
funkce v saturovaném modelu a lg je maximum logaritmické vérohodnostni
funkce v modelu s grafem G. Deviance mé asymptoticky chi-kvadrat rozdé-
leni, pocet stupnt volnosti f zavisi na rozdéleni dat a zminime jej pozdéji.
Je testovou statistikou pro test modelu s grafem G proti alternativé saturo-
vaného modelu.

Selekéni algoritmy pracuji v krocich spocivajicich v postupném ubirani
hran poéinaje saturovanym modelem s tplnym grafem (typ backward) nebo
naopak v postupném priddvani hran pocinaje grafem bez hran (typ forward).
Ziejmé je tedy tfeba umét testovat model s grafem G2 proti alternativé mo-
delu s grafem G obsahujicim oproti G navic jednu nebo vice hran. Testovou
statistikou je v takovych ptipadech diference devianci dev(Gz) — dev(Gi)
s asymptotickym chi-kvadrat rozdélenim o fo — f; stupnich volnosti, kde
f2 jsou stupné volnosti pro dev(Gz) a f1 jsou stupné volnosti pro dev(Gy).
Prekroci-li deviance respektive diference devianci kritickou hodnotu prislus-
ného chi-kvadrat rozdéleni, zamitame testovany model ve prospéch alterna-
tivniho modelu s grafem s vice hranami. Podrobny popis selek¢nich algoritmu
nalezneme v knize [4] a v citovaych diplomovych pracich.

3 Gaussovské grafické modely

Predpokladejme, ze ndhodny vektor X mé& mnohorozmérné normalni rozdeé-
leni s nulovou stfedni hodnotou a varianéni matici V. Oznaé¢me D = V!
inverzni varianéni matici a d;j,4,j = 1,2,...,k jeji prvky. Lze dokazat, ze
X: L X;|{X,;r #14,j} praveé tehdy, kdyz d;; = 0. Deviance modelu s grafem
G ma tvar

dev(G) = n{tr(SD) — In[det(SD)] — k},

kde D=V-1aV je maximalné vérohodny odhad varian¢ni matice V' v mo-
delu s grafem G. Tento odhad se pocita iteracné aplikaci tzv. IPF algoritmu
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(Iterative Proportional Fitting), ktery je popsdn napf. v [4]. Vybérova va-
rian¢ni matice S je maximéalné vérohodnym odhadem pro V v saturovaném
modelu. Pocet stupnii volnosti pro chi-kvadrat rozdéleni deviance modelu
s grafem G je roven poctu chybéjicich hran v G.

Nésledujici ptiklad byl feSen v diplomové praci [6] s pomoci programu
napsaného autorem prace v systému Mathematica.

Priklad 1. Analyza vzajemnych vztaht ¢eskych burzovnich indext.

Databéze byla tvofena ¢asovymi fadami mési¢nich pozorovani uzaveérko-
vych kurst odvétvovych indextt Burzy cennych papirtt Praha z let 1994-2001.
Zamérili jsme se na Sestici odvétvi, a to vyroba napoji a tabdku (X7), textilni
pramysl (X32), hutnictvi (X3), elektroprimysl (X4), sluzby (X5) a investi¢ni
fondy (Xg). Data byla transformovana diferencemi logaritmi, které splnily
predpoklady normality a nezavislosti pozorovanych realizaci.

Podivejme se nejprve na korela¢ni matici indexi pro sledovana odvétvi.

Napoje Textil Hutnictvi Elektro Sluzby Fondy

1 0.33 0.43 037 033 0.42
1 0.31 0.48 033 0.38
1 0.31 0.41 0.32
1 0.42 0.44
1 0.35
1

Naprogramovany backward algoritmus vybral pro popis vzajemnych sou-
vislosti v datech graf

e

G—0—®
Korelace dvojic odvétvi spojenych v grafu hranami jsou vytistény tucné.
7Z grafu lze ¢ist, ze chovani indexu investi¢nich fondi Xg vyrazné ovliviiuji
z uvazovanych odvétvi vyroba napoju a tabaku X; a elektroprimysl X4, Ce-
muz odpovidaji dvé nejvyssi korelace v poslednim sloupci korela¢ni matice.
U normaélné rozdélenych dat vsak hrany v grafu znamenaji nenulové hodnoty
parcialnich korelaci. Vidime naptiklad, ze vrcholy 2 a 6 nejsou spojeny hra-

nou, tudiz proménné X a Xg maji nevyznamnou parcialni korelaci. Jejich
relativné vysoka korelace 0.38 je zptusobena vlivem ostatnich proménnych.

V Piikladu 2 feseném v préci [8] ukdzeme aplikaci modelu s Fetézovym
grafem na data podobného charakteru.
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Priklad 2. Chovéani indexu PX50 v zavislosti na odvétvovych indexech.

Opét mame k dispozici ¢asové fady odvétvovych burzovnich indexid pro
vybrana odvétvi a navic fadu hodnot prufezového indexu PX50 za stejné
obdobi. Byla sledovéna odvétvi vyroba népoji a tabaku (X7), textilni pru-
mysl (X32), chemicky primysl (X3), elektropramysl (X4), energetika (X5),
doprava a spoje (Xg), sluzby (X7), sklafsky priamysl (Xs), investi¢ni fondy
(X9) a index ostatnich odvétvi (X1¢). Zavisle proménnou (V) je index PX50.
Stejné jako v Prikladu 1 byly zpracovany diference logaritmi vSech promén-
nych, a to tfistupnovym algoritmem pro selekci fetézového grafu popsanym
v knize [4] a realizovanym diplomantkou v systému Mathematica.

Uvedme nejprve parciilni korelace indexu PX50 s oborovymi indexy. Sta-
tisticky vyznamné parcialni korelace na pétiprocentni hladiné jsou vytistény
tucné.

X Xo X3 Xy X5 Xo X7 Xz X9 Xyo
0.15 -0.11 0.14 0.13 0.78 0.87 0.09 0.13 0.31 0.21

Blok nezavisle proménnych b; je tvoren veli¢inami X1, Xo,..., X70 a blok
bs obsahuje jedinou zavisle proménnou Y reprezentujici index PX50. V gra-
fickém modelu pro popis dat nas zajimaji predevsim hrany spojujici vrchol 11
veli¢iny Y s vrcholy z bloku b;. Selekéni algoritmus navrhl model s grafem ob-
sahujicim orientované hrany pro dvojice (X5,Y), (Xs,Y), (Xo,Y), (X10,Y).
To znamena, ze index PX50 je vyznamneé ovliviiovan indexy energetiky, do-
pravy a spoju, investi¢nich fondt a indexem ostatnich odvétvi. Odpovida to
statisticky vyznamnym parcialnim korelacim. Ze ziskaného vysledku Ize vyjit
naptiklad pri modelovani regresni zavislosti PX50 na odvétvovych indexech.
Vybrany graficky model ndm oproti regresnimu modelovani poskytuje navic
informaci o vzajemnych souvislostech v mnoziné nezavisle proménnych, a to
prostiednictvim neorientovanych hran spojujicich vrcholy z bloku b;. Podgraf
pro blok by lze popsat matici sousednosti, kterd ma 1 na misté (7, j), spojuje-li
vrcholy piislusejici proménnym (X;, X;) hrana, a 0 v pfipadé nepfitomnosti
hrany.

X1 Xo Xz Xy X5 Xe X7 Xs X10
0 0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 1
0 1 0 0
0 0 0
0 0
0

OOOOHOOI—\I—\N
©
O OO OMOOO
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Nejvétsi provazanost s ostatnimi odvétvimi vykazuji indexy vyroby napoju
a tabaku X7, elektroprimyslu X4 a investi¢nich fondt Xy, jak ukazuji tu¢né
vytisténé 1 ve vyse uvedené matici.

Dalsi ptiklad byl feSen v praci [5] a byl vénovéan studiu zavislosti mezi
nékolika bloky proménnych.

Priiklad 3. Analyza odvétvovych indexti a indexu IBIX prostfednictvim
blokové struktury.

Odvétvové indexy byly rozdéleny do bloku by,0bs, b3, u nichz lze usuzo-
vat, ze proménné z bloku s nizsim indexem mohou ovliviiovat chovani pro-
ménnych z blokid s vyssim indexem. Vstup pfedstavovaly casové rady dife-
renci logaritmt dennich pozorovani indexi z let 1993-1994. Blok b; obsaho-
val indexy zemédélstvi (X7), dfevozpracujiciho primyslu (X5), chemického
prumyslu (X3) a hutnictvi (X4). V bloku by byla zastoupena odvétvi po-
travinafstvi (X5), textilni pramysl (Xg), stavebnictvi (X7) a strojirensky
pramysl (Xs). Blok b3 zahrnoval elektroprimysl (Xg) a obchod (Xi¢). Je-
dind proménna Xp; v bloku by reprezentovala prifezovy index IBIX, jenz
byl sestavovan Investi¢ni a PoStovni bankou. Autor prace naprogramoval zo-
becnény tristupnovy algoritmus pro selekci grafického modelu s Fetézovym
grafem zahrnujicim vice blokt proménnych. Timto algoritmem byl pro vy-
Setfovana data navrzen graf, jehoz strukturu zde opét naznac¢ime v maticové
formé.

X1 Xo X3 Xy X5 X X7 Xg Xg X190 X1
0 0 1 1 ¥ 0 * 0 0 0 0
0 1 1 ¥ ok k0 0 0 0
0 1 0 * K 0 0 *
0 * * 0 * * 0 0
0 1 1 1 0 0 *
0 1 1 * 0 0
0 1 0 * *
0 * 0 *
0 0 0
O *
0

Hvézdicka na misté (i, j) predstavuje orientovanou hranu vedouci z vr-
cholu i do vrcholu j v bloku s vy$sim indexem, jednicka na misté (4, j) pak
neorientovanou hranu spojujici dva vrcholy téhoz bloku. Napiiklad vrchol 5
proménné potravinaistvi je spojen orientovanymi hranami s vrcholy 1, 2, 3, 4
vSech odvétvi bloku by a neorientovanymi hranami s vrcholy 6, 7 a 8. Vysoka
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provazanost s ostatnimi odvétvimi zpiisobuje i vliv proménné potravinar-
stvi X5 na index IBIX. Vrchol 10 proménné obchod neni spojen s zadnym
z vrcholt bloku b;. Vidime, ze index obchodu je prostfednictvim orientované
hrany ovlivnén pouze chovanim indexu stavebnictvi s vrcholem 7 v bloku
bo. Déle lze konstatovat, ze hodnota indexu IBIX je ovlivnéna indexy che-
mického, potravinaiského a strojirenského primyslu, stavebnictvi a obchodu,
a ze vSechny ¢tyri bloky proménnych spolu souviseji. Nejvétsi pocet oriento-
vanych hran je mezi bloky by a bs.

4 Grafické modely pro kategorialni data

Necht nyni X = (X1, Xo,...,X;)? piedstavuje ndhodny vektor méfenych
znakd na urcitém subjektu, pfi¢emz i-ty znak nabyva hodnot 0,1,2,...,r;,
i =1,2,...,k. Oznac¢ime-li symbolem = konkrétni kombinaci sledovanych &
znaki, je rozdéleni vektoru X dano k-rozmérnou tabulkou pravdépodobnosti
P(X = z) vSech moznych kombinaci. Databéze je v tomto pfipadé tvorena
n subjekty, z nichz kazdy je popsan k znaky. Cetnost kombinace x v datech
oznac¢ime n(x), pficemz ) n(x) = n. Deviance modelu s grafem G je

n(

x)
dev(G) =2 n(x)ln —

(@ =2 % ) m
kde p(z) je maximalné vérohodny odhad pravdépodobnosti p(z) v modelu
s grafem G a relativni ¢etnost n(z)/n je maximalné vérohodny odhad pro p(x)
v saturovaném modelu. Odhady p(z) se opét pocitaji itera¢né pomoci IPF
algoritmu.

Logaritmicko-linearni rozvoj hustoty lze psat ve tvaru

In p(z) = Z e (Za),

aCK

kde s¢itdme ptes vSechny podmnoziny a mnoziny vrcholt K a u,(z,) jsou tzv.
u-Cleny, pro néz plati ug(z,) = uq(x;i € a) a uq(z,) = 0, existuje-li takové
i € a, ze x; = 0. Pocet stupnti volnosti pro devianci je roven poc¢tu chybéjicich
u-¢lent s nenulovymi argumenty v logaritmicko-linedrnim rozvoji p(x), nebot
Xi L X;{Xp;r # 1,7} pravé tehdy, kdyz u,(x,) = 0 pro vSechna a C K
takova, ze i,j € a.

V préci [7] byl feSen problém z oblasti credit scoringu, to jest posuzovani
bonity zadateld o uvéry. K dispozici byla databaze klientd jisté némecké
banky z doby pred zavedenim Eura. Zakladnim sledovanym znakem je to,
zda klientovi byl ¢i nebyl bankou poskytnut uvér, dalsimi znaky je naptiklad
pohlavi klienta, vySe pozadovaného uvéru apod.

Priklad 4. Stanoveni faktort ovliviiujicich ptidéleni uvéru.

Uvazujme nasledujici kategoridlni proménné zaznamenavané u zadatela
o bankovni Gvér: uvér (X;) nabyvajici hodnot 0 (neposkytnut) a 1 (poskyt-
nut), vyse uvéru (Xs) s hodnotami 0 (<1500 DEM), 1 (1500 az 5000 DEM)
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a 2 (>5000 DEM), tspory (X3) s hodnotami 0 (<100 DEM), 1 (100 az
1000 DEM) a 2 (>1000 DEM), pohlavi (X4), kde 0 kéduje muze a 1 zenu,
a jiny uveér (Xs) s hodnotami 0 (ano) a 1 (ne). Posledni proménnd indikuje,
zda zadatel jiz mé pridélen jiny uver.

Selekéni algoritmus naprogramovany diplomantkou v Mathematice navrhl
model s grafem

N
O—)
©,

Graf nés informuje, o tom, ze pridéleni uvéru X; ovliviiuji kromé po-
hlavi X4 vSechny sledované znaky. Vrcholy 1, 2, a 3 odpovidajici znakiim
avér, vyse uvéru, uspory tvori kliku dokumentujici vzajemnou provazanost
v této trojici proménnych. Dalsi klika je tvofena vrcholy 1, 2, a 5, jez pred-
stavuji znaky uvér, vySe uvéru a jiny uvér. Pohlavi X, souvisi pouze s po-
zadovanou vysi uvéru Xs. Podivame-li se na procentni podil Zen zadajicich
o uvér v dané databazi, zjistime, ze se skutecné lisi podle vyse avéru:

< 1500 DEM 1500 az 5000 DEM  >5000 DEM
54 procent 36 procent 30 procent

Grafické modely v databazich uvedeného typu mohou naptiklad poskyt-
nout bankdm informaci o tom, které znaky je dilezité u klientt evidovat
a které nikoli.

Reference

[1] Giudici P. (2001). Bayesian data mining with application to benchmarking
and credit scoring. Applied Stochastic Models in Business and Industry
17, 69-81.

[2] Hand D.J., Mc Conway K.J., Stanghellini E. (1997). Graphical models of
applicants for credit. IMA Journal of Mathematics Applied in Business
and Industry 8, 143-155.

[3] Stanghellini E., Mc Conway K.J., Hand D.J. (1999). A discrete variable
chain graph for applicants for credit. Applied Statistics 48, Part 2, 239—
251.

[4] Whittaker J. (1990). Graphical models in applied multivariate statistics.
Wiley, New York.

[6] Ambroz Z. (2004). Regresni modely pro analjzu vynosu portfolia. Diplo-
mova prace, KPMS MFF UK, Praha.



442 Jitka Zichova

[6] Chyna V. (2002). Grafické modely pro analyzu spojitych financnich dat.
Diplomova prace, KPMS MFF UK, Praha.

[7] Svobodova B. (2003). Analyza kategoridlnich finanénich dat. Diplomova
prace, KPMS MFF UK, Praha.

[8] Zelinkova J. (2003). Regrese a grafické modely pro finanéni analyzu. Di-
plomova prace, KPMS MFF UK, Praha.

Podékovani: Tato prace je podporovana vyzkumnym zameérem
MSM 113200008.
Adresa: J. Zichova, KPMS MFF UK, Sokolovska 83, 186 75 Praha 8

E-mail: zichova@karlin.mff.cuni.cz



ROBUST’2004 © JCMF 2004

ROBUSTNOST V MODELU
RUSTOVYCH KRIVEK

Ivan Zezula, Daniel Klein

Kli¢ovd slova: Mnohorozmérny linedrni model, simulace.

Abstrakt: Prispévek se zabyva dvémi variantami modelu rustovych kiivek —
replikovanym modelem a modelem se specidlnimi varianénimi strukturami
— a zkoumd chovani odhad parametrti v pripadé porusSeni predpokladi,
zejména normality rozdéleni.

1 Motivace a popis modelu

Model rtistovych kiivek vznikl pfi analyze anatomickych dat: na jisté zubni
klinice byl sledovan vyvoj vzdalenosti stredu hypofyzy od pterygomaxilarni
brazdy u chlapct a dévéat. Otazkou bylo, zda tato vzdéalenost je u dévcat
mensi nez u chlapci a zda rychlost ristu je stejnd. Ziskana data jsou na
obrazku. Silnou ¢arou je vyznacen prumeér; jeho priubéh ukazuje, Ze rust ma
zhruba linearni trend.

Chl=pei Déwtata

33,0

31,0

=0

1.0

250 ]

23,0

21,0

19,0

17,0

15,0

Na prvni pohled to vypada jako dvé nezavislé regrese. Potthoff a Roy
si vSak uvédomili, Zze oba soubory — vzhledem k okolnostem vzniku — maji
stejnou varianéni matici. Proto navrhli spoleény model, ktery tuto skutecnost
zohlednoval:

EY = XBZ var(vecY) =X ® I

Tento model pfirozenym zpusobem spojuje regresni analyzu s analyzou
rozptylu — matice X je matici analyzy rozptylu, Z matici regresnich konstant.
Nezndmé parametry jsou v maticich B (regresni koeficienty pro jednotlivé
skupiny) a ¥ (variance a kovariance pro jednotlivé éasy pozorovani). Pozdéji
se tento model dockal mnoha dalsich aplikaci i rozsifeni. Z téchto aplikaci
vyplynuly rtzné struktury varianéni matice X :
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obecné p.d. matice
e X =>6,V;,V; znAmé
e rovnomeérna varian¢ni struktura, t.j.

S =02 ((1-p)I+p1l)

e seridlni varian¢ni struktura, t.j.

1 p e pp_;
p—
S p 1 .p -
p”;1 p”’_2 e 1

Vsimnéme si, ze rozklad ¥ = > 6;V; je zcela obecny a zahrnuje vSechny
ostatni pripady. Napf. obecnou matici X lze napsat ve tvaru X = ), oy;¢,€;+
> iy Tij (eieg + eje}), kde e; jsou jednotkové vektory (t.j. obsahujici 1 na
i-tém misté a 0 jinde).

Pti praktickém pouziti modelu se vsak setkavame s nékterymi problémy.
K odhadu B totiz potfebujeme znalost X:

B=(X'X)"' X'y 1z (227127

To pfinasi dva okruhy otazek: Jednak, jak odhadnout X resp. jeji kompo-
nenty? A nasledné, jak se zméni jeho vlastnosti odhadu B, jestlize ¥ odhad-
neme? Specielné, o kolik vzroste jeho rozptyl?

V tomto sméru jiz bylo dosazeno mnoha vysledktu. Predevsim je znamo,
Ze v obecné situaci, pfi rozkladu ¥ na varianéni komponenty, existuji stejno-
mérné nejlepsi odhady jen v trivialnich pfipadech. Tedy ve vétsiné pripada
mizeme pouzit bud jen maximéalné vérohodné odhady (pro néz vét$inou ne-
existuji explicitni vzorce, pocitaji se pouze numericky a zname jen asympto-
tické vlastnosti) anebo lokalné nejlepsi odhady (u nichz sice zndme explicitni
vzorce, ale zase musime dobfe védét, v kterém bodé parametrického pro-
storu je pocitat). Stejnomérné nejlepsi odhad existuje v jednom dilezitém
piipadé: kdyz X je zcela nezndmé. Césteéna znalost variancéni struktury si-
tuaci komplikuje. Lokalné nejlepsi odhady varian¢nich komponent § mohou
byt navic zavislé na hodnoté B — dochazi pak ke kruhové zavislosti. Proto
dulezitosti nabyvaji odhady invariantni, které na B nezavisi; i pro né jsou
znamé explicitni vzorce, odhady vsak nemusi vzdy existovat. V pripadé od-
hadovéani pouze o2 a p zndme nestranné odhadové rovnice pro oba parametry.
Ve vsech téchto ptipadech je odhad B asymptoticky nestranny. Podrobnéji
o téchto modelech viz napf. [1], [3].
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2 Replikovany model

Tento model byl vytvoien k oslabeni zavislosti lokalné nejlepsich odhadt na
volbé pocatecniho bodu. Obsahuje nezavisla opakovani méreni ze zakladniho
modelu:

Y;=XBZ +ej,j=1,...,s

Varianc¢ni struktura pritom ztstava stejna.
Odhad B je také prakticky stejny, jako v zadkladnim modelu:

B=(X'X)"' XYz (227127

Odhady varian¢nich komponent v tomto modelu vzdy existuji. Vysledky z to-
hoto modelu jsou shrnuty v [4]. D¥ivéjsi simulace (viz [5]) ukdzaly rychlou
konvergenci odhadi k znamému asymptotickému rozdéleni.

N4&s zajimal problém robustnosti odhadi v tomto modelu. VSsechny znamé
vysledky jsou totiz zalozeny na predpokladu normality. Je tedy pfirozené se
ptat, co se stane, kdyz rozdéleni chyb neni normalni? Podobnou otazkou je:
co se stane s odhady, kdyz chyby nemaji nulovou stfedni hodnotu, t.j. kdyz
pozorovani obsahuji systematickou chybu?

K tomuto tcelu jsme provedli rozsahlou simulac¢ni studii. Uvazovali jsme
pfitom rizné slozité modely stfedni hodnoty (polynomy 1. az 3. stupné)
a ruzné slozité modely varian¢ni struktury:

1. ¥ obecné p.d. matice

2. ¥ s konstantnimi diagonalami

3. ¥ se dvémi komponentami (X = 01V + 651)
Uvazovana chybova rozdéleni byla nasledujici:

1. normalni, ale se systematickou chybou (u # 0)

2. smés norméalniho a exponencialniho

03 HO L0, 7 Exp(l)

3. ruzné formy beta rozdéleni



446 Ivan Zezula, Daniel Klein

;T o I,
B(2.2)
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4. Laplaceovo rozdéleni

Vsechna rozdéleni s vyjimkou 1) byla posunuta tak, aby méla nulovou stfedni
hodnotu.

Vysledky simulaci:

Nasledujici vybrané grafy zobrazuji empirické rozdéleni statistiky x? (kte-
r4 méi celkovou vzdalenost od odhadu B k jeho skutecné hodnoté) pro rtzné

hodnoty s. Pocet replikaci roste zezadu doptedu, zcela vpredu je asymptotické
rozdéleni.

Kvadraticka zavislost, 3 obecna, nor- Kvadratickd zavislost, ¥ se 2 kompo-

malni rozdéleni nentami, normalni rozdéleni
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Linearni zavislost, ¥ obecna, rozdéleni  Linearni zavislost, ¥ se 2 komponen-
B(0.5,6) tami, rozdéleni B(0.5,6)

Kubickd  zavislost, X  Kubickd zavislost, X s Kubicka zavislost, 2 se 2
obecné, rozdéleni B(2,2) konstatnimi diagonalami, komponentami, rozdéleni
rozdéleni B(2,2) B(2,2)

V pripadé nenulovosti stfedni hodnoty chyby — t.j. existence systematické
chyby — grafy neuvadime, jelikoz odhady lezely daleko od skutecnych hodnot
a s rostoucim poctem replikaci divergovaly do nekonecna. Lze tedy udélat
nasledujici zavery:

e Model je silné citlivy na pfitomnost systematické chyby

e Ve vSech ostatnich pripadech je konvergence k asymptotickému rozdeé-
leni velmi rychla

e Rychlost konvergence je nepfimo tumérna poc¢tu odhadovanych parame-
tra

3 Specialni varianc¢ni struktury

Dale jsme zkoumali robustnost zédkladniho modelu s rovnomérnou a seridlni
strukturou (t.j. bez replikaci). Odhady 62 a p pro oba modely jsou uvedeny
v [6]; porovnej také s [2]. V obou modelech nis predevsim zajimalo, jak se
projevi riizna chybova rozdéleni na stfedni kvadratické chybé (MSE) odhadu
sledovanych parametri o2 a p.

V modelu s rovnomérnou strukturou lze pro ndmi uvazované odhady od-
vodit, ze plati:
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204 1+ (p—1)p?

MSE&* = Var&:nfr(X). »
o 2 (A=p(+e-1p)°
MSEp = n—r(X) p(p—1) tol™)

Pfirozenou otézkou bylo, jestli lze odhad MSE, ktery vznikne dosazenim od-
hadnutjch hodnot 62 a p do tohoto teoretického vzorce, je prakticky pouzi-
telny, t.j. jestli se ptilis nelisi od skutec¢nosti.

V obou modelech simulace ukazaly, Ze odhady parametrii o2 i p jsou
dostatecné robustni a témér nezavisi na chybovém rozdéleni. Nejvétsi vliv na
MSE téchto odhadti méla hodnota p. Zjistili jsme, ze

1. chyba odhadu &2 roste s |p|

008 ope

007 07
008 06
ops
“ o = g
8 004 8 ops
2 2
01 ap1
04 03 0 0z 04 0f  0f 1 12 1 05 0 05 1 15
L Ld
Model s rovnomérnou strukturou Model se seridlni strukturou
2. chyba odhadu p klesa s |p|
o0p1z ops
01 s
0oz 02
a2 a
= 006 w 015
g g 4
[y 01
Dpoz 0ms
04 02 0 0z 04 0g 08 1 12 1 05 n 05 1 15
P P
Model s rovnomérnou strukturou Model se seridlni strukturou

Trochu jina situace je u aproximace MSE pomoci odhadnutych hodnot
parametri. Zde jsme zjistili, ze
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1. aproximace MSE p je robustni
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2. aproximace MSE 62 je citlivd na zménu rozdéleni, hlavné pro mala p

p=01
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p malé
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PRISPEVEK K ANALYZE ROZDELENI
PRIJMU DOMACNOSTI V CR

Jitka Bartosova

Klicovd slova: Prijmové rozdéleni, teoreticky model, test odlehlosti.

Abstrakt: Pro spravné ohodnoceni piijmové stranky zivotni tirovné obyva-
telstva i pro spravné rozhodovani ohledné opatfeni v této oblasti je nezbytné
znat tplné rozdéleni prijmi daného obdobi, tj. znat obsazeni ve vsech pri-
jmovych skupinach. Vzhledem k probihajici transformaci hospodaistvi z pla-
nované formy na trzni dochézi ke zménam ve slozeni prijmi obyvatelstva.
Aktuéalnim tkolem soucasnosti je ovéreni platnosti dosud pouzivaného sta-
tistického modelu rozdéleni roénich piijmit domécnosti v CR. Tento piispé-
vek se zabyva ovérovanim platnosti dosud pouzivaného statistického modelu
rozdéleni pifjmt domacnosti ziskanych z vibérového setieni CSU Mikrocen-
sus 1996.

1 Duvody zkoumani prijmovych rozdéleni

Modely ptijmovych rozdéleni umoznuji zhodnoceni zivotni Grovné vsech oby-
vatel statu bez rozdilu, stejné jako srovnani zivotni urovné prislusnikt riz-
nych spolecenskych skupin nebo obyvatel riznych regionti. Jsou rovnéz uka-
zatelem relativni Zivotni Grovné obyvatelstva vybraného statu ve srovnani
s dalsimi staty. Pro spravnou kvantifikaci té slozky zivotni tirovné obyvatel-
stva, kterd pfimo zavisi na prijmech, je potfeba vystihnout iroven, strukturu
a vyvojovy trend prijmu obyvatelstva komplexné, tj. nalézt vhodné statistické
modely pfijmovych rozdéleni pro jednotlivé socialni skupiny i pro obyvatel-
stvo jako celek, bez ohledu na socidlni skupinu.

2 Statisticky model prijmovych rozdéleni

2.1 Volba teoretického modelu

Zakladnim tkolem pii konstrukei statického modelu rozdéleni roénich ptij-
mi domacnosti je nalezeni takové teoretické distribu¢ni funkce, ktera maxi-
malné odpovida empirickému rozdéleni cetnosti. Dosud pouzivanym statistic-
kym modelem ptijmovych rozdéleni bylo logaritmicko — normalni rozdéleni se
dvéma (popiipadé se tiemi parametry) LN (u,0?) (poptipadé LN (i,c?,7),
kde parametr « je teoretické minimum néhodné veli¢iny X ). Logaritmicko
- normélni rozdéleni (pfedevs§im jeho varianta se tfemi parametry) zatim
predstavovalo dobrou aproximaci prijmovych rozdéleni pro vétsinu socidlnich
skupin. Riznost zdroji, ze kterych pfijmy pochézeji, a soucasny proces di-
ferenciace mezd, ktery probiha v nékterych skupinach velmi bourlivé, miize
mit za nasledek jednak nesourodost prijmovych rozdéleni jednotlivych soci-
alnich skupin a jednak vysokou variabilitu uvnitf téchto skupin. Empirické
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rozdéleni ¢etnosti pfijmti v nékterych socidlnich skupinach by proto mohlo
byt lépe vystizeno nékterym jinym modelem (nap¥. normalnim, Weibullovym,
nebo I'-rozdélenim atd.). Odchylky empirického rozdéleni ro¢nich p¥ijmu do-
macnosti od predpokldadaného teoretického modelu mohou byt zapricinény
rovnéz pritomnosti odlehlych hodnot, poptipadé heterogenitou dat, odpovi-
dajici napf. smési nékolika navzajem posunutych logaritmicko - normélnich
kiivek, poptripadé smési logaritmicko - normélniho rozdéleni s nékterym ji-
nym rozdélenim, napt. normalnim apod. S timto problémem se mtizeme set-
kat nejenom u rozdéleni prijmu vSech obyvatel bez rozdilu socialni skupiny,
ale i u rozdéleni prijmi v nékterych jednotlivych socialnich skupinach.

Testovani shody empirické a teoretické distribu¢ni funkce Fg(z) a Fr(x)
muZeme provadét bud podetnéd, pomoci testovacich statistik, nebo graficky.
Casto pouzivanou poéetni metodou pro testovani nulové hypotézy o shodé
vybérového prijmového rozdéleni s predpokladanym teoretickym modelem je
x2-test dobré shody ([1]), ktery pracuje se statistikou x? = Zle W,
kde n; a nm; (m;) jsou absolutni empirické a absolutni (relativni) teoretické
Cetnosti, k je pocet tfid, n je rozsah vybéru. Dalsimi mérami shody empiric-
kého a teoretického rozdéleni jsou napf. suma ¢tverct (popiipadé suma abso-
lutnich hodnot) odchylek empirického rozdéleni od teoretického, reprezento-
vané statistikou MSE = Zle(pi — ;)% (popiipadé M AE = Zle |pi — i),
kde p; = ™+ a m; jsou relativni ¢etnosti empirického a teoretického rozdéleni.

Na hodnoty empirické distribuéni funkce F(z), a tedy i na hodnoty uve-
dené testovaci statistiky x?, ma vliv volba velikosti t¥idnich intervaléi h pii
seskupovéani dat, kterd urcuje pocet tiid k ~ #mesrimin  (Qdhad poctu tiid
podle Sturgessova pravidla, ktery je dan vztahem ka1 +3,31og ¢, kde n je
rozsah vybéru, je vhodny pro pouze mensi vybéry. Pro velké vybéry je toto
déleni prilis ,hrubé“. V takovém pripadé je vhodnéjsi pouzit k odhadu sirky
intervaltl h a tedy i k uréeni poc¢tu t¥id k Scottovo pravidlo ([10]), popfipadé
robustni Freedmanovo-Diaconisovo pravidlo.

2.2 Identifikace odlehlych hodnot

Problém vzrustu variability pfijmia celkem i uvnitf jednotlivych socidlnich
skupin je zptisoben predevsim vznikem skupin obyvatel s extrémné nizkymi
poptipadé extrémné vysokymi prijmy. Tyto hodnoty prijmt, které mtzeme
z hlediska zvoleného modelu povazovat za odlehla pozorovani, zpisobuji na-
ruseni vybraného teoretického modelu a snizuji jeho shodu s empirickym
rozdé€lenim cetnosti. Proto v pfipadé, ze v pfijmech nékteré socidlni skupiny
byla detekovana odlehld pozorovani, je vhodné omezit vliv téchto hodnot na
odhad parametrt modelu bud jejich iplnym vylou¢enim nebo pouzitim né-
které z robustnich metod odhadu ([2], [8], [4], [5]). Timto zptsobem muzeme
v dosdhnout vyrazného zvyseni shody teoretického modelu s empirickym roz-
délenim pfijmt u vétsiny socidlnich skupin.

Identifikaci odlehlych hodnot lze realizovat opét bud graficky (napt. s vy-
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uzitim krabicovych diagrami) nebo pocetné (pomoci vhodnych testt odleh-
losti). Testové metody identifikace odlehlych pozorovani jsou propracovany
predevsim pro soubory s norméalnim rozdélenim, déle pak pro soubory s ex-
ponencialnim a rovnomérnym rozdélenim. Pokud je rozdéleni souboru jiného
typu, lze v mnoha ptipadech vhodnou transformaci docilit toho, aby trans-
formovana data y = f(z) méla nékteré z vyse uvedenych rozdéleni. (Napf.
transformace na normalni rozdéleni je pro data s logaritmicko - normalnim
rozdélenim dana vztahy y = In(z), y = In(z — ) nebo y = In=1, kde
7, ¢ jsou hodnoty teoretického minima a maxima, atd.) Vzhledem k tomu,
ze predpokladanym statistickym modelem prijmovych rozdéleni je ve vét-
§iné pripadu logaritmicko - normalni rozdéleni, muzeme po transformaci dat
pouzit nékterou z metod identifikace odlehlych pozorovani zalozené na pred-
pokladu normality vybéru.

K nejcastéji pouzivanym inkluzivnim testtim existence jednoho nebo dvou
odlehlych pozorovani v datovém souboru s normalnim rozdélenim patii test
zalozeny na modifikovaném studentizovaném reziduu. Napf. test odlehlosti
maxima T(,) pracuje se statistikou 77 = w, kde z; a 61 jsou odhady
pruméru a smérodatné odchylky ziskané z redukovaného vybéru, tj. z vybéru,
ktery vznikne vypusténim hodnoty z(,), kde z(,) je n-ta poradkova statis-
tika. Hy zamitame na hladiné vyznamnosti «, pokud je splnéna nerovnost
Ty > /7255 - ti-a(n—2), kde t1—a (n—2) je 100(1 — &) %-ni kvantil Studen-

tova rozdéleni s (n — 2) stupni volnosti. S uvedenym testem tzce souvisi test
zalozeny na klasickém studentizovaném reziduu a exkluzivni test Grubbsuv.
Velmi dobré vlastnosti maji také Dixonovy r-statistiky, které jsou zalozeny
na porovnavani riuznych vzdalenosti mezi poradkovymi statistikami. Potfebné
kvantily lze pro uvedené testovaci statistiky nalézt napf. v [3].

Pro maximalizaci shody empirického rozdéleni s teoretickym v pripadé
kontaminovaného modelu je dilezity odhad stupné kontaminace &. Vzhle-
dem k tomu, Ze rozdéleni prijmi je témér ve vSech skupinich asymetrické,
Ize ocekavat, ze i kontaminace bude mit asymetricky charakter a hodnoty op-
timalnich useknuti dat &4 a &, které odpovidaji stupni kontaminace zdola €4
a shora £, budou mit riznou velikost. K odhadu stupné kontaminace je ne-
zbytné pouzit nékterou z metod detekce vétsiho poctu odlehlych pozorovani.
K tomuto problému muZzeme pfistupovat dvéma zpusoby. Bud miizeme tes-
tovat hypotézu Hjp: ,Ve vybéru neexistuji odlehld pozorovani proti alter-
nativé Hi: ,Ve vybéru je pravé r odlehlych pozorovani“ - tj. provadét tzv.
blokové testy odlehlosti, nebo mizeme testovat hypotézu Hy: ,Ve vybéru je
méné nez k odlehlych pozorovani“ proti alternativé Hi: ,Ve vybéru je prave
k odlehlych pozorovani“, kde k nabyva postupné hodnot r,r — 1,7 —2,...,1
a testovaci statistiky se urcuji z pfislusnych podmnozin vybéru — tj. provadét
tzv. sekvencni testy odlehlosti. V pripadé spravného urceni hodnoty r maji
blokové testy optimalni vlastnosti. V praxi jsou vSak Castéji pouzivany sek-
vencni testy, které nevyzaduji velkou ptresnost pti odhadu predpokladaného
poctu odlehlych pozorovani r.
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N

Mezi nejznaméjsi sekvencni testy patii ESD test, ktery pracuje s tzv. ex-
trémni studentizovanou odchylkou. Pti uréovani prislusné testovaci statistiky
vychdzime z posloupnosti podmnozin vybéru {Ag, A1, ..., A1}, kde prvni
¢len posloupnosti je tvofen celym vybérem, tj. Ao = {z(1),22),. ., Tm)}s
a kazdy nésledujici ¢len posloupnosti je dan rekurzivné vztahem A;;; =
A; — {z(4;)}, kde x(A;) je nejvzdélendjsi prvek od praméru Z(A4;) na mno-
ziné A;. To znamena, Ze pro tuto hodnotu musi platit

|2(Ai) — 2(A)] = max |z; — 2(Aq)],
kde z(A;) je pramér na podmnoziné A;, i =0,1,...,r — 1.

Extrémni studentizovana odchylka na podmnoziné A;, tj. velicina ESD;1,
je dana vztahem

maxyea, |[T; — Z(A;)]

s(A;) ’

ESD;jq =

kde s(A4;) je smérodatnd odchylka na podmnoziné A4;,i=0,1,...,r — 1. Hy
zamitame na hladiné vyznamnosti «, pokud je splnéna nerovnost £SD;;1 >
L;11, kde prislusné kvantily jsou stanovené aproximativné v [9]. P¥i de-
tekci odlehlych pozorovani sekvencni metodou postupujeme iterativné, tzv.
»zpétnym krokovanim“. To znamenad, ze porovnani vypoctenych hodnot pro-
vadime od posledni (nejmensi) vytvorené podmnoziny A;, ¢ = r. Pokud
ESD;y1 > Liy1, pak @ = r, to znamenad, ze ve vybéru bylo identifikovano r
odlehlych pozorovani. Sekvenéni identifika¢ni procesy jsou vhodné pro poci-
tacové zpracovani naptiklad pomoci softwarovych produktti Matlab, Mate-
matika, MS-Excel apod.

Dalsi skupinu testti, uzivanych k detekci vétsitho poc¢tu odlehlych hodnot,
tvori tzv. jednokrokové procedury. Jedna se o postup, kdy prochazime celym
souborem (krok za krokem) a testujeme postupné vSechny jeho prvky. K roz-
hodnuti o odlehlosti pfitom pouzivame nékterou ze statistik vhodnych pro
identifikaci jedné odlehlé hodnoty.

Pokud je model pt¥ijmového rozdéleni kontaminovan odlehlymi pozorova-
nimi, projevi se vliv téchto vyrazné odlisnych hodnot snizenim shody empiric-
kého rozdéleni s predpokladanym teoretickym logaritmicko - norméalnim mo-
delem. Opétného zvysovani této shody mizeme docilit v tomto pripadé vhod-
nym useknutim vybérového souboru. Odhady stupnt useknuti dat zdola ¢4
a shora @&j, by mély zaroven tvorit horni hranice pro odhadnuté stupné kon-
taminace &4 a €5, aby byly splnény nerovnosti (ag > e4) A (an > ep). Od-
had horni hranice kontaminace pfijmovych rozdéleni miize byt tedy v jed-
notlivych socialnich skupinach ziskan odhadem optimalni hodnoty useknuti
dat. Takovyto odhad lze realizovat napf. prostfednictvim dvojrozmérné nu-
merické maximalizace shody empirického rozdéleni ro¢nich pfijmia doméc-
nosti s teoretickym modelem. K urceni aktualni useknuté hodnoty muze
byt v itera¢nim kroku pouzita vySe popsand metoda identifikace nejvzda-
lenégjsiho prvku od primeéru. Odhad optiméalnich hodnot useknuti a4 a &,
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odpovidajici maximalni dosazitelné shodé empirického a teoretického rozdé-
leni, lze provést napr. pomoci numerické minimalizace testovaci statistiky

X2 = Zle %, popiipadé MSE = Zi;l(pi — m;)? apod. Odhadnuté
hodnoty optimalnich useknuti budou vzdy zavislé nejenom na konkrétnim
vybérovém souboru prijmu a na jeho rozdéleni do ttid, ale také na volbé te-
oretického modelu, na poctu parametrit modelu a na metodé pouzité k jejich

odhadu.

3 Neékteré diléi vysledky analyzy prijmovych rozdéleni
3.1 Pouzité metody a dosazené vysledky

Zkoumany datovy soubor pfijmi domacnosti pochazi z celostatniho statistic-
kého setfeni Mikrocensus 1996. Obsahuje jednak hodnoty roc¢nich piijmia do-
macnosti, poc¢ty ¢lenit domacnosti a zafazeni domacnosti do socidlni skupiny
podle typu zaméstnani osoby v ¢ele domacnosti. K i¢elim zkoumani rozdéleni
ro¢nich pf{jmu obyvatelstva byly vybrany nésledujici ukazatele: (a) Socidlni
skupina osoby v ¢ele doméacnosti (1 - délnik, 2 - samostatné ¢inny (mimo ze-
médélstvi), 3 - zaméstnanec, 4 - samostatné hospodafici rolnik, 5 - druzstevni
rolnik, 6 - diichodce v doméacnosti s ekonomicky aktivnimi ¢leny, 7 - dichodce
v domécnosti bez ekonomicky aktivnich élentl, 8 - nezaméstnany, 0 - ostatni),
(b) Pocet ¢lentt domacnosti, (c) Cisty penézni prijem domécnosti (v K& za
rok).

Bez Gjmy na obecnosti se zde miizeme soustiedit napf. pouze na analyzu
souborit dat ro¢nich penéznich pfijm na domacnost. Vizualizaci datovych
soubort (pomoci histogramt a P-P grafii) byly vytipovény ,,problémové* sou-
bory, které vykazovaly odliSnosti od predpoklddaného teoretického modelu
logaritmicko - normélni rozdéleni se dvéma parametry LN (u,0?) (popiipadé
se tiemi parametry LN (i, 02, 7). Jednd se o vybérové soubory roénich prijmt
domaécnosti bez ohledu na socialni skupinu a skupin 1, 3 a 7 ([6]).

Po grafickém pruzkumu byl v celém datovém souboru i v kazdé socialni
skupiné proveden Y2 test shody empirického rozdélni s pfislusnym logarit-
micko - normélnim modelem. Vzhledem k tomu, ze shoda empirického rozdé-
leni Cetnosti pfijmi na doméacnost s teoretickym model byla prokazany pouze
u socidlnich skupin 5, 6, 8 a 0, bylo provedeno useknuti datovych soubor od-
povidajici stupni kontaminace odhadnutému pomoci jednokrokové procedury
vyuzivajici klasicky t-test standardizovanych rezidui na 5%-ni hlading vy-
znamnosti (viz tab. 1). K vyznamnému zvysSeni shody empirického rozdéleni
s teoretickym modelem po useknuti doslo pouze u skupin 0, 2 a 4. Naproti
tomu u skupin 6 a 8 doslo ke snizeni oproti ptivodni situaci a u skupiny ¢. 5
doslo ke zvyseni pouze u dat seskupenych do tfid podle Sturgesova pravidla.
Skutecnost, ze podle dalsich pouzitych pravidel seskupovani doslo ke snizeni,
miize byt zapfi¢inéna zménou poétu t¥id pii vypoctech x? statistik z celych
vybéru (v programu MS Excel) a z useknutych vybéra (v programu Statgra-
phics for Windows). ([6]).
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Socialni || Stupen kontaminace

skupina cqa | €n

viechny 0% 3,055%
1 3,817% 0%
2 0% 3,261%
3 0% 3,210%
4 0% 3,053%
5 0% 5,128%
6 0% 3,374%
7 0% 1,676%
8 0% 2,692%
0 0% 3,390%

Tabulka 1: Odhad stupné kontaminace zdola a shora rozdéleni prijmid na
domaécnost t-testem standardizovanych rezidui (o = 0,05).

Socialni || Stupen useknuti | 2 test

skupina ag | ap p-value
0 1% 9% 0,869695
2 2% 2% 0,432965
4 75% | 1,5% | 0,739458
5 2% 4% 0,797002
6 0% 1% 0,153245
8 6% 1% 0,848642

Tabulka 2: Odhad optimélniho stupné useknuti zdola a shora v souborech
p¥{jmi na domécnost pomoci numerické minimalizace y? statistiky.

7 dtvodu nejednotnosti vlivu useknuti podle vy$e odhadnutého stupné
kontaminace na shodu empirického rozdéleni cetnosti s logaritmicko - nor-
malnim modelem byla provedena tprava odhadu stupné useknuti zdola ay4
a shora @&, pomoci numerické minimalizace y? statistiky (viz tab. 2). Od-
hady byly realizovany v programu MS Excel. Z tabulky vyplyva, ze bylo do-
sazeno vyrazného zvyseni shody empirického rozdéleni s teoretickym, a proto
mizeme povazovat logaritmicko - normalni rozdéleni za vhodny model pro
vétsinu socidlnich skupin.

Dalsi odhad stupné kontaminace prijmovych rozdéleni v jednotlivych so-
cidlnich skupinach, tj. po¢t hodnot odlehlych zdola r4 a shora rj, byl rea-
lizovan prostfednictvim dvou sekvencnich testt — klasické a modifikované
veze ESD testu. Modifikace ESD testu spocivala v tom, Ze procesy identi-
fikace aktualni ,,podezielé hodnoty a jejiho testovani na odlehlost probihaji
souCasné — v témz iteracnim kroku. Metoda vychazi ze skute¢nosti, ze nad-
hodnoceni predpokladaného poc¢tu odlehljch pozorovani » ma na efektivnost
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Socialni || Rozsah | Klas. ESD | Modif. ESD | Num. optimalizace
skupina n ra | ra | Th ] ),

0 236 0 0 1 3 3 27

2 1748 0 3 0 1 36 36

4 131 0 2 1 4 15 3

5 195 0 0 5 0 4 8

6 1156 0 1 0 1 0 12

8 260 0 0 0 0 18 3

Tabulka 3: Odhady poc¢tu odlehlych hodnot piijmd na domacnost urcené
sekvencnimi testy a odhady jejich hornich hranic uré¢ené numerickou optima-
lizaci.

pouzitého testu minimalni vliv ([7]) a zdroven musi byt splnéna nerovnost
r < [%]. Pfi realizaci modifikované verze ESD testu je setfidény soubor pfi-
jmt na doméacnost nejprve symetricky maximalné redukovan, tzn. ze z kazdé
strany je useknuto [§] hodnot, takze prvnim ¢lenem posloupnosti podmnozin
vybéru {A4,, A,_1,..., Ao} je mnoZina A, = {m([%]+1)7 . .x(n,[%])}, kazdy
néasledujici ¢len pak odpovida rekurzivnimu vztahu A;—; = A; + {x(4;)}.
Iteracni krok spociva ve vyhledani a otestovani odlehlosti ,nejblizsi“ usek-
nuté hodnoty x(4;), kterd ma od priaméru aktudlniho redukovaného souboru
Z(A;) minimélni vzdédlenost. Pro kazdou hodnotu x(A;) je urcena statistika
ESD;yq, kterd je porovnana s hodnotou pfislusného kvantilu ;1. Pokud je
splnéna nerovnost £SD;1 > L;y1, iterac¢ni cyklus konéi a r = rqg + rp, = i.
Rozdil mezi klasickou a modifikovanou formou testu je pfedevsim ve starto-
vacim bodé testovaciho procesu a v uréeni hodnoty z(4;). Iteracni procedura
obou sekvencnich test byla realizovana v programu MS Excel.

K odhadu po¢tu hodnot vhodnych k useknuti zdola 7/, a shora r}, pro-
stfednictvim numerické optimalizace shody empirického rozdéleni s dvou-
pa,rametrickgm logaritmicko - normélnim modelem byla pouzita statistika
MSE = Y7 (p; — m)*. Optimaliza¢ni procedura byla realizovdna v pro-
gramu Matlab. Vysledky (viz tab. 3) ukazuji, ze pocty identifikovanych odleh-
Iych hodnot pfijmi na domécnost, ziskané prostfednictvim obou sekvenénich
testi, jsou ve vSech socidlnich skupindch srovnatelné, nezavislé na rozsahu
soubort a relativné velmi malé (0 < r4 < 5), (0 < rp < 4). Naproti tomu pii
numerické optimalizaci bylo ve vétsiné socidlnich skupin dosazeno maximalni
shody empirického rozdéleni s teoretickym modelem az po useknuti vétsiho
poctu hodnot pfijmia (0 < 7/, < 36), (3 < r;, < 36). Ani zde nebyla pro-
kézana zavislost optimalniho poc¢tu useknutych hodnot na rozsahu souboru.
Vyjadiime-li si procentuélni velikosti kontaminace ¢4 = “2, ¢, = " a procen-
tualni velikosti optimalnich useknuti oy = %, ap = %, zjistime, Ze ve vSech
socidlnich skupinach je zachovéna platnost vztahu (4 < ag) A (e, < ap),
to znamena, ze odhady useknuti lze ve vSech piipadech povazovat za horni
hranice odhadt kontaminace.
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3.2 Zavéry

Probihajici transformace hospodaistvi Ceské Republiky z planované formy
na trzni, kterd byla zahdjena pred vice nez deseti lety, se projevila v trovni
a struktufe ¢istych ro¢nich penéznich prijmt domécnosti ziskanych z Mikro-
censu 1996 pouze ¢astecné. Doslo predevsim k vyrazné diferenciaci pfijmu,
tj. ke vzniku (malého poc¢tu) domécnosti s vyrazné vysokymi a s vyrazné
nizkymi ptijmy, které zptisobuji naruseni teoretického modelu a snizuji jeho
statistickou vyznamnost. Naproti tomu uvedena analyza rozdéleni roc¢nich
prijmt doméacnosti ziskanych z Mikrocensu 1996 prokazala u vétsiny social-
nich skupin platnost logaritmicko - normélniho modelu, kontaminovaného
malym podilem odlehlych hodnot. Pro nalezeni optimalniho statistického
modelu rozdéleni prijmt je proto vhodné nejprve provést v kazdé socialni
skupiné detekci odlehlych pozorovani, popiipadé optimalizaci stupné usek-
nuti souboru. K odhadu charakteristik modelu je z vyse zminénych davodu
vhodné pouzit nékterou z robustnich metod odhadu.
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NOVE CHARAKTERISTIKY ROZDELENI
A VYBERU Z ROZDELENI

Zdenék Fabian

Klicova slova: Zakladni charakteristiky, core funkce, rozdéleni s tézkymi
chvosty.

Vv

vvoev

vybéry i z rozdéleni, kterd nemaji momenty.

1 Uvod

Core funkce T absolutné spojitého rozdéleni F' s hustotou f regularni na
nosici, kterym je otevieny interval ¥ = (a,b) C R, je ve sbornicich Ro-
bustu [1]-[3] a v ¢lancich [4]-[5] zavedena jako

Tr(x) = Ta(n(x)), (1)

kde T (y) = —g'(y)/g(y) je skérové funkee prototypu G = Fn~' s hustotou g

a kde n: ¥ — R je diferencovatelné rostouci zobrazeni. V tomto ¢lanku je n
pro ¥ = R identické zobrazeni a pro ¥ # R je ddno pfedpisem

log(z — a) pokud ¥ = (a,00)
W)= q lglg—y  pokud T=(ab) )
log(b — x) pokud X = (—o0,b).

Zobrazeni (2) zavedl Johnson [6]. Pfifazuje jednoduse matematicky vyjédie-
nym F jednoduché prototypy a prototyp lognormélniho rozdéleni je normélni.
Pro nékterd rozdéleni je vSak mozno nalézt vhodnéjsi zobrazeni, viz [2] a [3].
V tomto ¢lanku se omezime na zobrazeni (2) a budeme pro stru¢nost mlu-
vit o core funkci rozdéleni, i kdyz budeme mit na mysli ,,Johnsonovu core
funkci“. Snad nas k tomu opravnuje fakt, ze Johnsonova core funkce je pro
mnoho ve statistice uzivanych rozdéleni tou nejjednodussi core funkei.

V predeslych ¢lancich bylo nutné definici (1) zobecnit pro parametricka
rozdéleni. V tomto ¢lanku ptijdeme jinou cestou: vymezime vhodny parame-
tricky prostor, ukdZeme, ze prakticky libovolné rozdéleni umime prevést na
upravené rozdéleni s parametry v tomto prostoru a pro upravena paramet-
rickd rozdéleni definujeme (Johnsonovu) core funkei.

V préci [3] jsme zavedli pojem t&7i§té 7 rozdéleni F' s nosiéem ¥ # R
jakozto nuly core funkce a stfedni informaci I; jakozto Fisherovu informaci
o tézisti. V tomto ¢lanku definujeme Johnsonovu disperzi jako o3 = I-*
a ukézeme na piikladech, ze dvojice (7, o) popisuje i rozdéleni, kterd nemaji
momenty a ze dvojice jejich odhadi (7,6) pékné charakterizuje ndhodné
vybéry z takovych rozdéleni.
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2 Struktura parametrického prostoru

Oznacme stejné jako v [3] Il mnozinu regularnich rozdéleni na nosi¢i ¥ C R.
Je-li G € IR, automorfizmus [u, s]: R — R definovany pro (i, s) € Rx (0, 00)
vztahem

(1, 8] (y) = p + sy, yeR

uréuje rodinu G = {G,.s = G [u, 5] '} s rodi¢em G. Plati G C Il a hustota
rozdéleni Gy, s € G je gu.s(y) = s~ "g((y — p)/s),y € R, kde g je hustota G.
Definujme pro (7, s) € 3 x (0,00) jedno-jednoznacéné zobrazeni [, s]: ¥ —
R vztahem
[1,s] =n(r) +sn(x), =€ (3)

Zobrazeni (3) definuje pro kazdou F' € IIy, parametrickou rodinu

F= {FT,S = F{T,S}_l P (7y8) € B X (O’OO)}

s rodi¢em F. Parametr 7 € X,

T = 7771(#), (4)

Vv

chna rozdéleni F., € F plati F, s = Gy, kde 1 je definovano v (2)
a Gy(r),s je prvkem rodiny G s rodicem G = Fn=!. Dale F C Iy a pro
hustoty f- s rozdéleni F. ; € F plati [5, Proposition 5])

ot = 1y (2220

) 7' (z), r€X.

Bud nyni F eIy, Najdeme jeho prototyp G= anl. Pokud je G unimo-
délni, uréime jeho méd y*(G) a polozime i = y*(G). Neni-li G unimodalni, je
tfeba p zvolit néjak jinak. G pak upravime na tvar Gy » S vektorem parametrt
Or = (11,8,\) € O, kde Op = R x (0,00) x (0,00)™ 2 a kde A € (0,00)™ 2
je vektor tvarovych parametrt. To jde vzdy. Gy, bude mit hustotu

9(y;0r) = égx (y;M) y € R (5)

Bud dale O = X x (0,00) x (0,00)™ 2 a polozme s = (1,5,\) € Ox. Na &

zkonstruujeme obraz prototypu, Fp,, = Gopn, ktery bude upravenym tvarem
puvodniho rozdélenim F a bude mit hustotu

f(x;0%) = %gx <M> 0 (), z €Y. (6)

Mnozinu rozdéleni na 3 s hustotami (6) ozna¢ime Fo,,. Budeme predpokla-
dat, Ze spliuji obvyklé podminky regularity (napt. 7, str. 462]).
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Priklad 1. Exponencidlni rozdéleni s nosi¢em 3= (0, co) mé hustotu f(x; 7)=
%e*x/? Z (2) mame n(z) = logz,n'(x) = 1/z a n71(y) = eY. Protoze
fla;7) = %%e’m/ﬂ je hustota prototypu g(y;7) = %eye*%ey. Ta ma mdéd
y*(G) = log T, takZe parametr 7 exponencialniho rozdéleni je Johnsonovym
tézistém a exponencialni rozdéleni je v pozadovaném tvaru.

3 Core funkce

Veli¢iné ur = (y—p)/s, y € R budeme fikat pivotni proménnd (jako nepfesny
preklad terminu pivotal quantity, [8, str. 101]).

Definice 1. Bud X n&hodné veli¢ina s nosi¢em ¥ C R s rozdélenim v upra-
veném tvaru F, ; y € Fo,, s parametrem t&zisté (4) a G s = Fr 530~ ! jeho
Johnsontv prototyp s hustotou ve tvaru (5). Pivotni proménnou na ¥ # R
nazveme veli¢inu

S

uy =
Core funkci ndhodné veliciny X definujeme jako

95\ (us)

Tr(z;7,8,A) = — NC®

S
~—

Core funkce je tedy skérovou funkei svého prototypu vyjadreného pomoci
pivotni proménné na ¥. V této strucné formulaci jsme t¥ikrat vynechali p¥i-
vlastek Johnsonova/y. Definice je ekvivalentni té v predeslych ¢lancich [1]-]3].

vvvvvv

/
2 1og fair, 5,0 = LD
S

or TF(x;Ta S, )‘)a (8)

t.j. core funkce je umérnd vérohodnostnimu skoru parametru téziste.
4 Teézisté rozdéleni
V [1]-[3] jsme definovali k—ty core moment ndhodné veli¢iny X s rozdélenim

F € Fo,, a core funkei Tp vztahem My(F) = ETf(z) = [ Th(z) dF(z)

v

rozdéleni. V pfipadé ze Oy = ¥ a X, = (X1,...,X,) je ndhodnym vybérem
z rozdéleni F. € Fo,,, urCime vybérove tézisté 7, z rovnice

1 n
Tn — Tp(x;;7)=0.
7 - ; w(zi;T)

vy

v
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5 Johnsonova disperze

Pripomerime, ze obvyklé podminky regularity zajistuji existenci druhého core
momentu, ktery navic nezavisi na parametrech 7 a s = 1/, coz snadno
dokézeme: Bud Ty core funkce prototypu G = Fn~! rozdéleni F. Podle
Definice 1 je Tr(z;0x) = Tq, (ux). Pouzijeme jesté vztahy (6) a (7) méme

MQ(F):/ZTF(I;Qz)zf(l‘;GE) dev = /ZTGA(UZPQ/\(UZ)H/(IU) dx/s
= /RTGA(UR)ZQ,\(UR) duR.

Posledni integral je pouze funkci A, piSme tedy Ma(\) misto My(F). Z (8)

vyplyva vztah
(1))
I (0x) = . Msy(N)

zijeme k definici veli¢iny popisujici variabilitu rozdéleni.

Definice 2. Bud X ndhodn4 veli¢ina s rozdélenim F' € Fg,,. Jeji Johnsonovu
disperzi 0% definujeme jako

52

7= = Rty

9)

oy nazveme Johnsonovou smérodatnou odchylkou.

Viybérovou Johnsonovu disperzi pak piirozené definujeme jako 67 =
§2/[n (#)2M2(N\)], kde (7, 3, \) je vektor maximalng vérohodngch odhadi pa-
rametr. Plati n/(7) > 0 a Ma(\) > 0. Pfedpokladdme-li dale spojitost Ms
vzhledem k A, je 6% konzistentnim odhadem Johnsonovy disperze (9). V dal-
§im ukazeme, ze i docela rozumnym odhadem variability rozdéleni véetné
rozdéleni, kterd nemaji momenty.

6 Priklady
Studujeme zavislost Johnsonovy smérodatné odchylky o; = s7/4/Ma(N)

a vybérové Johnsonovy smérodatné odchylky 6 = §7/4/ Ma(\) na paramet-
rech nékterych rozdéleni s nosicem 3 = (0, 00) (kde /(1) = 1/7). V nékterych
pripadech uvaddime vysledky simulaci, standardné jsme generovali 1000 na-
hodnych vybéra délky 50 bodt z daného rozdéleni a parametry odhadovali
metodou maximéalni vérohodnosti pomoci programt z knihovny Matlab.

Priklad 2. Hustoty Weibullova and Fréchetova rozdéleni na ¥ = (0, c0) jsou

fw (@57, 6) ﬁ(f)ﬁe‘@)ﬁ, fr(z; 7, B) ﬁ(f)*ﬁe—(%rﬁ

Tz \7 Tz \7
a jejich momenty
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pe =" TA+k/B), i =7"T(1—k/B).

Momenty ,uf existuji pouze v pripadé, ze k < (. Pro core funkce plati
Tw(x;7,8) = (/1) =1, Tr(w;7,p) =1~ (r/2)’,

druhé core momenty jsou My =1 a 02 = 72/3? pro obé rozdéleni.

Pro 7 =1 a sadu hodnot s = 1/ a jsem generoval vybéry z Fréchetova
rozdéleni a urcil odhady 7;,7 = 1,...,1000. Jejich pramér 7 je uveden v Ta-
bulce 1 spolu s primérnymi hodnotami aritmetického (m) a harmonického

(h) praméru. Pro hodnoty s > 1 neexistuje stfedni hodnota Fréchetova rozdé-

leni. 7 zustava blizky jedné. Odhad tézisté je robustni, core funkce rozdéleni
je pro velkd x ohranicena.

0.5 0.7 0.9 1 1.1 1.3 1.5
1.77 | 2.83 | 6.61 - - - -
1.136 | 1.110 | 1.058 | 1.021 | 0.975 | 0.894 | 0.790
1.008 | 1.009 | 1.017 | 1.021 | 1.020 | 1.035 | 1.047

NS

Vv

a harmonického priaméru pro rizné hodnoty parametru meéritka Fréchetova
rozdéleni.

Na obr. 1 jsou grafy zavislosti o a 0 na parametru s = 1/ Weibullova
(a) a Fréchetova (b) rozdéleni.

o
() 1 2 s=1 0 1 2 s=1

Obrazek 1: Miry variability Weibullova (a) a Fréchetova (b) rozdéleni
1—0,2—UJ,3—(5'MAD.

Na obr. 1b je i pribéh MAD odhadu yap = 1.483 xmed(|X; —med(X)]),
urc¢eny simulaci. Johnsonova standardni odchylka méa pro obé rozdéleni li-
nearni pribéh, coz je v obou piipadech trividlni, ale robustni (porovnejte
s prubéhem Gyap Fréchetova rozdéleni).

Na obr. 2 jsou zakresleny nezavislé jedenactibodové vybéry z Fréchetova
rozdéleni fp(x;1,0.8), které nema stfedni hodnotu ani rozptyl. Vybérova

Vv
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e o.a2
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Obréazek 2: 7, (¢arky) a 65 (JSO) ndhodnych vybéri z Fréchetova rozdéleni.

charakterizovat datové soubory. Odhady jsou robustni a odhadnuté hodnoty
nejsou ovlivnény odlehlymi body, které se v nékterych vybérech vyskytly
(a nevesly se do obrazku).

Piiklad 3. Uvazujme rodinu Frp na ¥ = (0,00) s hustotami ve tvaru

| (0B
ratasr i) = (1) gl ST o)

Je to upraveny tvar transformované rodiny beta s Johnsonovym paramet-
rem 7, parametrem méiitka s = 1/3 a tvarovymi parametry A = (p, q). Cleny
rodiny jsou napt. log-logistické, Fisher-Snedecorovo, beta-prime a Burrovo
XII rozdéleni. Polozme v = p/q. k-t§ moment rodiny (10) jsem spocetl jako

(T \*T(wq+ k/B)T(q — k/B)
e = (Gi7) T(vg)L(q)

pro k < fBq. Core funkce rodiny maji tvar

, o (w/n)f -1
Trp(x;T,B3,q,v) = QW7

druhy core moment je Ma (v, q) = vg?/[(v + 1)q + 1].
V Tabulce 2 nalezneme hustotu, core funkci, obor existence rozptylu a vzo-
rec pro Johnsonovu disperzi ,elementarnich* nahodnych veli¢in rodiny 7'B.

JTB Trp | exist. of o2 o2
6-1 B
fTB(x;laﬂa]-al): (f§+1)21 3}5_’_} % < % 3/52
T q— _
v
fre(z;1,1,1,v) = (xﬁ T mi_llu neexistuje 1+2/v

Tabulka 2: Trojice ementarnich rozdéleni transformované rodiny beta.
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»Elementarnimi rozdélenimi“ myslime rozdéleni, ktera maji hustoty prave
s jednim parametrem riznym od jedné. Grafy zavislosti ¢ a o5 na pre-
vracenych hodnotach jednotlivych parametri jsou na obr. 3a. VSechna o
rostou s rostouci prevracenou hodnotou parametru priblizné linearné. Pri-
béh prumérné o; vybért z rozdéleni beta-prime s hustotou f(z;p,q) =
fre(z;p/q,1,q,p/q) v zavislosti na 1/p pro ¢ = p je zachycen na obr. 3b
spolu s priimérnou hodnotou épap-

5

B
1 2 b X
X
ab X<
X
3 o
X
2 xx)(
x
af 4 X
XX e
x*T ettt
x .- 2
X
2f 5 R
1t FE
<X
X
¥>.<.
1 A x
x
x
0 o
0 1 1 2 ° 1 wp 2

Obrazek 3: Miry variability transformovaného beta rozdéleni (a) elementérni:
l-0o(1/a),2-0(1/B),3—0s(1/a),4—0;(1/B),5—0;(1/v), (b) beta-prime
(¢=p):1-6¢, 2-6map

V nasledujici tabulce uvadime piehled vzorci.

rozdéleni f(2) Tr(x) T o2
Cauchyovo ”(1“1,;“)2) 711((;%‘;)2 I 252
lognormalni \/f_m e~ 3 log”(z/7)” log (%)ﬁ T 1/32
exponencidlni le—e/m z_1 T 72
Weibullovo B(zype—(3)" (28 -1 . 72/82
Fréchetovo B(zype~(2)" 1- ()8 . 72/
gamma Iﬁ(z)x"‘_le_’“ YT — afy a/y?
chi-kvadrat mx”ﬂ;leﬂ‘ﬂ Lz ; 1) v 2v
log-logistické g% 78;353 T 372/ 32
beta e M1 =2) 1 | (ptqa—p | G | ML
beta-prime m % CI;’J:lP 5 p(pzéﬁl)

Tabulka 3: Core funkce, tézisté a Johnsonova disperze nékterych rozdéleni.

Hustoty a core funkce nékterych rozdéleni z Tabulky 3 pro tutéz zvolenou
hodnotu oy jsou zakresleny na obr.4. Z obrazku je patrné, ze core funkce
zvyraznuji chovani chvostl rozdéleni.

Kone¢né na obr. 5 porovnavame hustoty Fréchetova rozdéleni pii riznych
stantni Johnsonovu disperzi (b). I z tohoto obrazku je vidét, Ze pojem John-
sonovy disperze méa docela dobry smysl.
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0.2 T T 10

ok : -8

0 10 20 30 0 10 20 30

Obrazek 4: Hustoty (a) a core funkce (b) rozdéleni se stejnou hodnotou o
1-gamma, 2-Weibullovo, 3-lognormalni, 4-log-logistické, ... Fréchetovo.

0.7 0.7

O0 4 8 GO 4 8

Obréazek 5: Hustoty Fréchetova rozdéleni pro 7 = 1,2,3,4. (a) s =konst.
(b) o5 =konst.

Reference

Fabian Z. (1997). Geometrické momenty. Sb. Robust’96, 49— 62.

Fabian Z. (2001). MM-odhady. Robust’2000, 33 —-41.

Fabian Z. (2003). Informace ve vyjbéru z rozdéleni. Robust’2002, 95— 106.
Fabian Z. (2001). Induced cores and their use in robust parametric esti-
mation. Communications in Statistics-Theory and Methods 30, 537 —556.
Fabidn Z., Vajda 1. (2003). Core functions and core divergences of regular
distributions. Kybernetika 39, 1, 29-42.

Johnson N. L. (1949). Systems of frequency curves generated by methods
of translations. Biometrika 36, 149—176.

Lehmann E. L., Casella G. (2001). Theory of point estimation. Springer.
Lindley J. K. (1996). Parametric statistical inference. Clarendon Press,
Oxford.

Podékovani: Autor dékuje Igoru Vajdovi za vyznamnou pomoc pii pripravé
rukopisu. Praci podpoiil grant AV CR TAA1075403.
Adresa: Z. Fabian, UI AV CR, Pod Vodarenskou vézi 2, 182 07 Praha 8

F-mail: zdenek@cs.cas.cz



ROBUST’2004 © JCMF 2004

ODHADY REGRESNICH PARAMETRU
S NEUPLNYMI DATY

Michal Kulich
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Klicova slova: Regrese, chybéjici data, odhadovaci rovnice, eficientni odhad.

Abstrakt: Zabyvame se problémem odhadu regresnich koeficientti za pti-
tomnosti chybéjicich hodnot v regresorech. Nejjednodussi postup, vynechani
pozorovani s chybéjicimi daty, je neefektivni a muze vést k vychylenym od-
hadtm. Zavedeme dvé tiidy vazenych odhadt v obecném regresnim modelu,
ukazeme, ze jsou navzajem ekvivalentni a najdeme asymptoticky optimélni
odhad v ramci téchto tiid. Tento optimalni odhad vyuziva netplna pozoro-
vani i data z dopliikovych veli¢in, které nesou informaci o chybéjicich hodno-
tach. Poznatky shrneme v kratké diskusi.

1 Uvod

Chybéjici nebo netiplné data jsou béznou a neoddélitelnou soucasti statistické
praxe. Datovy soubor, ktery obsahuje kompletni hodnoty vSech veli¢in a po-
zorovani, se vyskytuje snad jen v pohadkach a ucebnicich statistiky. Narazi-1i
ale statistik tak casto na data s chybé&jicimi pozorovanimi, jak si s nimi méa
poradit v praxi? Nejbéznéjsi pristup je vSechna nedplnd pozorovani vyne-
chat a analysovat pouze podmnozinu tplnych pozorovani. Tento pristup je
jednoduchy, ale ma dvé ocividné nevyhody. Za prvé, funguje pouze tehdy,
je-li netiplnost daného pozorovani nezavisla na tom, co toto pozorovani obsa-
huje, anebo co by obsahovalo, kdyby bylo tiplné (Rubinova podminka MCAR,
missing completely at random, viz [1]). Jinymi slovy, vynechdnim netplnych
pozorovani predpokladame, ze iplna pozorovani tvori nahodny vybér z pi-
vodniho datového souboru. Druha nevyhoda spociva v tom, Ze ignorovanim
nedaplnych pozorovani se zbavujeme informace v téchto pozorovanich obsa-
zené a spokojujeme se se suboptimalni analyzou.

V tomto ¢lanku stru¢né nacrtneme, jak analysovat data s chybéjicimi po-
zorovanimi tak, abychom mohli oslabit podminku MCAR a abychom efektiv-
néji vyuzili informaci obsazenou v netuplnych pozorovanich. Predpokladejme,
ze Y je odezva ¢ili zavisle proménné, jejiz rozdéleni zavisi na vektoru pre-
diktortu ¢ili nezavisle proménnych X, ktery ma d slozek. Budeme se zajimat
o podminénou stfedni hodnotu Y, je-li ddno X = z, jez je ddna modelem

E(Y|X=x)=g(z"f), (1)
kde g je n€jakd monotonni funkce z R do D C R. Ekvivalentné predpokla-

dame, ze

Y =g(X"3)+e, E(e] X)=0.
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U vsech veli¢in predpokladame existenci alesponn druhych momenti. Rozdé-
leni X neni nijak uréeno, a dokonce ani rozdéleni L(Y | X = z) (a tudiz
L(e | X = z)) obecné nemusi byt specifikovino. Zajima néas samoziejmeé
odhad vektoru regresnich parametri Jy.

Tento dosti obecny model zahrnuje jak linedrni regresni modely vcetné
analyzy rozptylu, tak zobecnéné linearni modely a semiparametrické regresni
modely zalozené na kvazivérohodnosti.

Vezméme si n nezévislych (a zatim uplnych) pozorovéani (V;, X;) rozdé-
lenych stejné jako (Y, X ) Uvazujeme odhady Bp parametru [y, které fesi
odhadovaci rovnici Ug (51:) =0, kde

=S U3 i X)),

i=1

Statistika Ur () se obecné nazjva pseudoskére, ndhodny vektor U, F senazyva
odhadovaci (pseudoskérova) funkee.
V nasem modelu mizeme zvolit

U (81 Yi, Xi) = MX3)[Y; — 9(X7B)],

kde h je né&jaka dostateéné hladkd funkce RY — R? takova, ze h(X) ma
druhé momenty. O¢ividné E (3o | Vi, X;) = 0, coz je klicova vlastnost pro
zajisténi konsistence BF. Predpokladame, ze pro kazdé (8 # [y naopak plati
EF(B|Y;, X;) # 0, Ze existuji matice

GUF(ﬁo | Vi, Xi)

EF:varUZ-F(ﬁo)<oo a Dp = — T

a ze XL je positivné definitni a Dg je regularni.
_ Za podminek regularity existuje jednoznacné urcené reseni Sp rovnice
Ur(8) =0, které je asymptoticky linedrni, to jest plati

V(B — Bo) = \/—ZUF50|Y“X)+0P()

(viz monografie [3]). Nahodny vektor D U (8 | Vi, X;) se nazyvéa vlivova
funkce i-tého pozorovani. Z centralni limitni véty pro nezavislé stejné rozdé-
lené nahodné vektory plyne, ze v/n(Br — Bo) — N(0, Dy 'SpD;it). Volba
funkce h(X) ovlivituje asymptoticky rozptyl Br. Lze ukazat, Ze nejmensi roz-
ptyl je dosazen, je-li

9g(X*p)

) = () = 25 far (| )y
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2 Neuplna data v regresorech

Nyni rozsifime nas model tak, aby zahrnoval urc¢ity mechanismus vzniku ne-
uplnych pozorovani. Predpokladejme, Ze odezvu Y pozorujeme vzdy a Ze
vektor prediktortt X je rozdélen na dvé ¢asti XM a X4 tak, ze X4 je vady
pozorovano celé, zatimco XM je bud pozorovano celé anebo celé chybi. Déle
zavedeme vektor doplikovych velicin V', které jsou vzdy pozorovany. Dopln-
kové veli¢iny sice nehraji pfimou roli v regresnim modelu (1), ale mohou nést
informaci o nepozorovanych hodnotach X™. V. XM méame veli¢iny, které se
méFi obtizné anebo ne vzdy tspésné, v X4 méame veli¢iny, které je snadné
zméfit nebo dohledat, a ve V mame nepiesnad méfeni slozek XM, predik-
tory slozek XM a veli¢iny, na nichz zavisi pravdépodobnost, ze X, bude
pOZOrovano.

Pro zjednoduseni vykladu budeme predpokladat, ze zname pravdépodob-
nostni mechanismus, jenz vede k nedplnosti pozorovani X. Tento mecha-
nismus specifikujeme takto: necht &i,...,&, jsou nezavislé nula-jednickové
nahodné veli¢iny. Pro pozorovani z takzvaného valida¢niho souboru V = {i €
{1,...,n} : & = 1} budiz XM k disposici, takze jejich (tiplnd) data jsou:
(V;, XM XA Vi, &). Pro ostatni pozorovani XM chybi, takze méame k dispo-
sici pouze (Y;, X, V;,&;). Pravdépodobnost vybéru piitom miize zaviset na
vidy pozorovanych datech W = (Y, X4, V) skrze vztah

Fi:P(fizllwi):ﬂ(Wi),

kde 7(+) je zndméa funkce s hodnotami v (9,1], kde § > 0. Pozdujeme, aby
& bylo podminéné nezavislé na XM, je-li dano W;. Diky tomu tento me-
chanismus vzniku chybéjicich pozorovani splituje Rubinovu podminku MAR
(missing at random, viz [1]).

V praxi se takovéto dvoufazové vybérové schema casto provadi v pfipa-
dech, Ze z finanénich, ¢asovych anebo praktickych divodi veli¢iny X nelze

zmérit pro cely studovany soubor.

3 Upravené vazené odhady

Zabyvejme se nyni odhady parametrii modely (1) pfi netiplnych datech. Bu-
deme uvazovat tiidu odhadt By = b (p) (viz [2]), které Fesi Up(Gu) = 0,
kde Unr(8) = 325, UM (B) a
UM(g) = gM _&ir & — i
LB =0 (Be)==U7 (BY:,X;) -

TG Uy

p(B | Wi). (2)

Prvni ¢len vazi piispévky do Up inversnimi pravdépodobnostmi vybéru a je
bran v tivahu pouze u pozorovani patficich do valida¢ni skupiny. Druhy ¢len
vnasi do odhadové rovnice informaci z veskerych pozorovanych dat pomoci
néjaké vektorové funkce . Tato funkce musi byt dostatecné hladka a musi
splilovat var ¢(5 | W;) < oc.
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Zvolime-li ¢ = 0, dostaneme klasicky vazeny odhad BM(O) (viz [4]) defi-
novany skrze

&
UM (8,0) = U (8] i, X). (3)
Tento odhad je konsistentni, avSak necerpa informaci ze vsech dat.

Bez ohledu na tvar funkce ¢ plati, ze

E S UF () = Blx "B (& | W) UF] =EUF =0,

7

§i —

E>——p(8,W;) = E[m; {E (& | Wi) — mite(8,W;)] = 0.

U

Z toho plyne, ze pro kazdé ¢ plati E UM (3, ¢) = 0, coz je klicova podminka
pro konsistenci BM ().

Za podminek regularity (mj. m; > J > 0) méa rovnice Up(3,) = 0
s pravdépodobnosti konvergujici k 1 jediné reseni BM, které jest asymptoticky
linearnim odhadem [y s vlivovou funkei Dy UM (8, ) [2].

Tudiz plati

V(B — Bo) = N(0, Di'SaDpt),

kde Xy = varUM (o) = £ + X . Pro X dostaneme po kratkém vypoctu
vyjadieni

Sp—E { L= TG (60) — (o, Wm@},

Uy

kde a®? je znaceni pro aa”.

Funkce ¢ ovliviiuje rozptyl odhadu BM (p) skrze X . Mezi véemi odhady
typu (2) je rozptyl Gy () minimalni, pravé kdyz

¢ =0=E(U/(Bo)| Wi) (4)

(viz [5], Véta 18, str. 57).

Optimalni ¢ je neznamé, ale muze byt odhadnuto z pozorovanych dat.
Nejprve spoc¢teme jakykoli konsistentni odhad [y, napft. BM(O). Jednotlivé
slozky E (UZ-F (Ko) | WZ) odhadneme pomoci d regresnich modelt s odpovi-
dajicimi slozkami U}’ (BM (0)) jako odezvami a s vhodné zvolenymi funkcemi
W; jako regresory. Spocteme odhady regresnich parametri pro tyto modely
na datech z validacni skupiny a ziskdme 3 = E (UZ-F (BM(O))‘ Wi>, které
dosadime do (2) za ¢. Lze dokédzat, ze pokud regresni odhady v modelu pro
@ konverguji ke skuteénym parametrtim v fadu O(n~'/2), vysledny odhad
BM(QE) ma stejné asymptotické rozdéleni jako BM(QZ)
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4 Vazené odhady s odhadnutymi pravdépodobnostmi

Vratme se k odhadiim typu (3) a uvazujme odhady tohoto tvaru, které vsak
nevazi prevracenymi hodnotami skute¢nych pravdépodobnosti 7;, ale odhad-
nutych pravdépodobnosti 7;. UkdZeme, Ze nahrazenim skuteénych a zndmych
pravdépodobnosti 7; jejich odhady vygenerujeme celou t¥idu odhadt typu (2)
a ziskame jiny nahled na optimalni odhad BM ().

Necht skute¢né pravdépodobnosti m; = m(W;) spliiuji logisticky model

Uy
].77'(2'

log = adu(W;), (5)
kde w(W;) je né&jaka r-rozmérna transformace W; a ag € R” je zndmy para-
metr. Takovy model zajisté existuje pro r dostatecné velké (napf. r > ).
Pravdépodobnosti vybéru m; = m(wp, W;) odhadneme jako w(a, W;), kde a
je odhad ap v modelu (5). Tim jsme ziskali tfidu odhadii Gy definovanych
jako Tegeni rovnice Uy (3) = 0, kde Uy = >, U (B) a
gi F
2 (ﬁ) ’/T(Oé,Wi) 7 (ﬁ| 1 1) ( )
Jednotlivé odhady se navzajem lisi specifikaci u(W;) v logistickém modelu pro
m;. Data z netuplnych pozorovani jsou pouzita jen neptfimo, skrze odhadnuté
pravdépodobnosti ;.
Uvedme si zde vysledek poprvé publikovany v praci Robins, Rotnitzky
a Zhao [2].
VETA 1: [y je asymptoticky linearni odhad s odhadovou funkci
§iF §—m
SLUF(8) — 2—To(8 | W),
“LUE(8) - (8| W)
kde
e(B 1 W) = E[a(Wi) (1 — m)u(Wi)] I3 (W), (7)

@ je definovéno vztahem (4) a I, = Em;(1 — m;)u(W;)®2.

Robins a kolegové ukazali, ze kazdou ,rozumnou® funkci p(5 | W;), ktera
definuje upraveny vazeny odhad vztahem (2), lze vyjadiit ve tvaru (7) pro
néjaké u(W;) v logistickém modelu pro ;. Kazdy odhad z t¥idy By je tudiz
asymptoticky ekvivalentni néjakému odhadu EM s urcitym ¢ a naopak kazdy
odhad [y je ekvivalentni néjakému odhadu Gy s uréitym u(W;).

Véta 1 md i dalsi zajimavé disledky. Lze ukazat, ze asymptoticky roz-
ptyl By zévisi na dimensi prostoru generovaném sloupci u(W;): s rostouci
dimensi «(W;) asymptoticky rozptyl BH nikdy neroste. Pritom ale vime, ze
uréité u(W;) (které ostatné zndme) generuje zcela spravny model (5) pro
pravdépodobnosti vybéru. Pfiddvanim dalsich nadbyteénych slozek do u(W;),
které musi mit skute¢né parametry (odpovidajici slozky ag) rovné nule, presto

'~

nikdy nezvétsime rozptyl odhadu (Gy. Toto ovSem plati jen asymptoticky;
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v praxi nemiizeme ocekavat, ze zvétsovanim uz tak bohatého regresniho mo-
delu pro 7; budeme roztyl neustile zmensovat.

Z véty 1 je dokonce mozné zjistit, ktery logisticky model vede k odhadu BH
s nejmensim rozptylem ve t¥idé (6). Vezmeme-li néjaky platny regresni mo-
del (5) a pridame-li jako dalsi regresory E (UF (o) | W; ) /i, dostaneme od-
had, ktery je asymptoticky ekvivalentni optimalnimu odhadu B]V[(QZ) Toto lze
ukdzat rozpisem pravé strany rovnosti (7) pro tento specidlni piipad. Jelikoz
neznadme [y ani potfebnou podminénou stfedni hodnotu, v praxi pouzijeme
odhad E (UiF (BM (0)) ‘ WZ> podobné jako v piipadé optimélniho @.
NAzZNAK DUKAZU VETY 1:
Na rozdil od publikace [2] zde pfimo odvodime asymptoticky linearni vyjad-
feni pro pseudoskére Uy (fy). Mame

§i F i - 1 B 1 F
‘(ao)Ui )+ \/ﬁ; (Ma) m(ao))&UZ (8)-

?

%;mﬂm%;ﬂ

Potiebujeme aproximovat druhy ¢len souctem nezavislych velicin. Roz-
1

mi(@)  mi(ao)

grese dostaneme

lozme nejprve . Z vlastnosti odhadu parametru logistické re-

kde I, = Em;(1 — m;)u(W;)®? je informa¢ni matice.

Necht f;(a) = 7r(a1W-) _ 1 :Xe?;{ﬁ;%(/%)}. 7 Taylorova rozvoje do-
staneme Y P !
V(fi(@) — fi(ao)) & fl(ao) V(@ — ap),
kde

_ Ofile) _ 1—m(a,W3)

le(a) - aa = W(Q,Wi) U’(W’L)

Nyni ddme vSechny kusy dohromady.

% 2 ‘/ﬁ(w(a,lwi) - W(aol, Wi))’fiUiF(ﬁo)

=2 AT T Y 1 e W)U ()

+ Op(l)
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Ztransponujeme a pirehodime poradi s¢itani:

(&5 — m (o0, W) Ju(W;) T 1!

n
=1

_%{j

“ g W“ — (a0, Wl(WU (60)*} +op (1)

Soucet pies ¢ nam ted konverguje v pravdépodobnosti; nahradime jej jeho
limitou E [(1—7TZ)U(W1)UZF(ﬁ())T] =E [(1—7ri)u(Wi)E (UzF(ﬁ())T | Wi )] a cely
vyraz zpétné ztransponujeme. Dtkaz je hotov.

5 Zavér

Ukéazali jsme dva rtzné zpusoby, jak ziskat optimélni odhad regresniho pa-
rametru Sy v dosti obecném modelu (1) za pfitomnosti netplnych dat v re-
gresorech. Optimalni upraveny vazeny odhad BM (p) a optimalni odhad @\H
odvozeny v predchozi kapitole jsou asymptoticky ekvivalentni. Z praktického
hlediska je Sikovnéjsi odhad G, nebot jej Ize spocitat s pouzitim standartnich
vypocetnich procedur. Jeho vypocet vyzaduje: (i) vypocet Sy (0); (ii) vypo-
¢et regresnich modela pro E (UZ-F (BM (0)) ‘ Wi); (iii) vypocet logistické re-
grese pro ww(a, W;); a (iv) vypocet vazené regrese pro model (1) s vahami
7Y@, W;). Oproti tomu vypocet BM(@) vyzaduje numerické feSeni rovnice
Unr(Bur) = 0 misto kroki (iii) a (iv).

Uvazované tridy odhadu @\H a BM vychézeji z odhadové funkce Ul" =
h(X:)[Y: — g(XF3)], jejiz asymptotické vlastnosti zavisi na volbé funkce h.
Zminili jsme, ze pfi Gplnych datech je rozptyl minimalisovan pro A*(X) =
[09(X™TB)/08]{var (¢| X )}~L. Pii netiplnych datech oviem h* jiz neni opti-
malni. PIné eficientni odhad dostaneme, pokud A* nahradime jinou funkci,
ktera Tesi jistou integralni rovnici (viz [2]). Tuto rovnici lze vyfesit, pokud
jsou nase data plné diskrétni; pro spojité regresory anebo spojitou odezvu je
jeji feseni dost tézky orisek. Proto se v praxi radéji spokojujeme s funkci h*,
i kdyz vime, Ze neni tiplné optiméalni.
regresni modely a obecnéjsi struktury chybéjicich dat. Kromé chybéjicich
regresori muzeme uvazovat i chybéjici hodnoty zavisle proménné. Vsechny
tyto principy se tykaji i situace, kdy chybé&jici hodnoty vznikaji nahodile.
Pak ale nemame mechanismus vzniku chybéjicich dat zcela pod kontrolou
a nezname spravny logisticky model (5). Muzeme se pokusit takovy model
co nejlépe sestavit, nicméné riskujeme, ze dostaneme vychylené odhady ;
a tudiz vychyleny odhad 3y. V nékterych pripadech spravny logisticky model
pro 7; sestavit ani nelze. To se stane, pokud neplati predpoklad MAR, to jest
v pripadech, kdy pravdépodobnost, ze urcitd hodnota chybi, mize zaviset na
oné chybéjici hodnoté. Platnost predpokladu MAR neni bohuzel mozné na
daném datovém souboru otestovat.



474 Michal Kulich

Na zavér jesté poznamenejme, ze predkladané vysledky jsou pouze asymp-
totické aproximace. O tom, jak se tyto metody chovaji pfi malém poctu
pozorovani, neni jesté zdaleka dost znamo.
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STOCHASTICKE ALGORITMY V ODHADU
PARAMETRU REGRESNICH MODELU

Josef Tvrdik

Klicova slova: Globalni optimalizace, fizené ndhodné prohledavani, nelinearni
regrese.

Abstrakt: V ¢lanku je popsan algoritmus fizeného ndhodného prohledavani
(Controlled Random Search, CRS) a jeho zobecnéni vyuzivajici soutéz heu-
ristik pro generovani nového bodu populace. Déale jsou uvedeny vysledky
aplikace dvou variant tohoto algoritmu na fadé obtiznych tiloh odhadu para-
metrl nelinedrnich regresnich modeli.

1 Uvod

Ulohou nalezeni globalniho minima téelové funkce f: D — R, D C R%je
nalezeni bodu x* € D s nejnizsi funkéni hodnotou, x* = argmingep f(x).
V fadé statistickych metod je potieba nalézt globalni minimum (nebo maxi-
mum) v souvislé oblasti D = Hg:1<ai,bi>, a; < bj, 1 =1,2,...,d, a Gcelo-
vou funkci f(x) umime vyhodnotit s pozadovanou piesnosti v kazdém bodu
x € D. Priklady takovych tloh jsou odhady parametr nelinearnich regres-
nich modeltit metodou nejmensich ¢tverci, robustni odhady parametrt atd.
Jelikoz uc¢elova funkce miize byt multimodélni a odhady parametrt navic by-
vaji korelované, je nalezeni spravnych hodnot odhadu algoritmicky obtizné.
Pro hledani globdlniho minima je vsak mozné uzit stochastickych algoritmu
pro globalni optimalizaci, zejména evoluc¢nich algoritmii.

2 Rizené nahodné prohledavani

Rizené nahodné prohledavani (Controlled Random Search, CRS) je velmi
jednoduchy stochasticky algoritmus pro hledani globalniho minima. Ptivodni
verzi tohoto algoritmu publikoval pfed étvrt stoletim Price [5], nékteré mo-
difikace tohoto algoritmu jsou uvedeny v [1], [2], [9]. V algoritmu CRS se na
pocatku vygeneruje ndhodné populace P, tvofena N body v prohledavaném
prostoru D. Pocet vygenerovanych bodu populace N je vétsi nez dimenze d
prohledévaného prostoru D. Pro generovani nového bodu y v kazdém iterac-
nim kroku Price uzival reflexi (1) v simplexu [4], kdy simplex je vytvofen
d 4+ 1 body ndhodné vybranymi z populace:

zbyvajicich d bodu simplexu. Nahrazenim nejhorsiho bodu populace novym

bodem y dosahujeme toho, Ze populace se koncentruje v okoli dosud nale-
zeného bodu s nejmensi funkéni hodnotou. Novy bod y lze vSak generovat



476 Josef Tvrdik

i jinou heuristikou nez reflexi v simplexu podle (1). Tak dostavame zobecnény
algoritmus fizeného ndhodného prohledavani, ktery lze zapsat takto:

Algoritmus 1. Zobecnény CRS
generuj populaci P, tj. N bodt ndhodné v D;
repeat
najdi Xmax € P, f(Xmax) > f(x), x € P;
repeat
uzij nejakou heuristiku k vygenerovdni nového bodu'y € D;
until f(y) < f(Xmax);
Xmax ‘= Y3
until podminka ukonceni;

Jako priklady heuristik uvedeme ty, které byly uzity v implementaci algoritmu
ovérované v této praci. Znahodnéna reflexe v simplexu je popsana vztahem

y=g+U (g—xn), (2)

U je ndhodna veli¢ina vhodného rozdéleni. Zde je uzito rovnomérné rozdéleni
na [s,a—s), > 0as € (0,a/2) jsou vstupni parametry heuristiky. Stfedni
hodnota je EU = «/2. Tato heuristika je v dal$im textu oznac¢ena REFL.

Znéhodnénou modifikaci reflexe popsané v [1] je REFL-B, kdy novy bod y
se generuje podle (2), ale do simplexu je vzdy zafazen nejlepsi bod popu-
lace Xmin s funkéni hodnotou frin, fmin < f(%x), x € P, a d bodt simplexu
se pak vybere nahodné z ostatnich bodu populace.

U heuristik vychézejicich z diferencialni evoluce [7] se nejdiive generuje
bod u

u=r; + F(ry —r3), (3)

ri,ro, r3 jsou navzdjem rizné body ndhodné vybrané z populace P, F' > 0 je
vstupni parametr. Novy vektor y vznikne ,ki¥izenim“ vektoru u a nadhodné
vybraného vektoru x tak, ze kterykoli jeho prvek z; je nahrazen hodnotou u;
s pravdépodobnosti C. Pokud zadné z; nebylo pfepsdno hodnotou u; nebo
pti volbé C' = 0, nahrazuje se jeden ndhodné vybrany prvek vektoru x:
4_{uj kdyz R; <C nebo j=1I (4)

YT\ 2, kdyiR;j>C aj#I,

kde I je ndhodné vybrané celé celé ¢islo z {1,2,...,d}, R; € (0,1) jsou
voleny ndhodné a nezavisle pro kazdé j a C € [0, 1] je vstupni parametr. Ali
a Torn [1] navrhli uréovat hodnotu parametru F' v kazdém itera¢nim kroku
podle adaptivniho pravidla

) if [deex] <1
) jinak,

(5)

min

min
max(Fiin, 1 —

fmax

Fo { max (Fin, 1 — |%
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kde fmin, fmax jsou minimalni a maximalni funkéni hodnoty v populaci P
a Fin je vstupni parametr, ktery zabezpecuje, aby bylo F' € [Finin, 1). Pied-
poklada se, ze tento zptisob vypoctu F' udrzuje prohledavani diverzifikované
v pocatecnim stadiu a intenzivnéjsi v pozdéjsi fazi prohledavani, coz ma zvy-
Sovat spolehlivost hledéani i rychlost konvergence. Tato heuristika je dale ozna-
¢ena DE-ADP.

V préaci [8] byl popsan evolu¢ni algoritmus se soutézicimi heuristikami.
Stejny pristup miizeme uzit i v ¥izeném néhodném prohledavéni, nebot CRS
je jen specialni pripad zminéného evolu¢niho algoritmu. Méjme k dispozici
h heuristik a v kazdém kroku ke generovani nového bodu vybirame ndhodné
i-tou heuristiku s pravdépodobnosti ¢;, i = 1,2, ..., h. Pravdépodobnosti ¢;
ménime v zavislosti na tspésnosti i-té heuristiky v prtbéhu vyhledavaciho
procesu. Heuristiku povazujeme za tspésnou, kdyz generuje novy bod y ta-
kovy, ze f(y) < f(Xmax))- Pokud n; je dosavadni pocet tispéchtt i-té heuris-
tiky, pravdépodobnost ¢; je imérnd tomuto poctu tspéchi

= n; + No
C Xy o)
kde ng > 0 je vstupni parametr algoritmu. Nastavenim ny > 1 zabezpecime,
7e jeden nahodny tuspéch heuristiky nevyvola prilis velkou zménu v hod-
noté ¢;. Algoritmus uzivajici k hodnoceni tspésnosti heuristik (6) je v dalsim
textu oznac¢en COMP1. Jinou moznosti, jak ohodnotit Gspésnost heuristiky,
je vazit tspésnost relativni zménou v hodnoté funkce. Vaha w; se urci jako

_ Jmax — max(f(y), fmin)
- fmax - fmin . (7)

Hodnoty w; jsou v intervalu (0, 1) a pravdépodobnost ¢; se pak vyhodnoti
jako

(6)

wj

Wi +wo
3251 (W + wo)
kde W; je soucet vah w; v predchazejicim hledani a wy > 0 je vstupni para-
metr algoritmu. Algoritmus uzivajici takové hodnoceni tispésnosti je oznacen
COMP4.

Aby se zabranilo potlaceni moznosti vybéru nékteré z heuristik, lze za-
dat vstupni parametr § a klesne-li kterdkoli hodnota ¢; pod hodnotu §, jsou
pravdépodobnosti vybéru heuristik nastaveny na jejich pocateéni hodnoty

Zobecnény CRS algoritmus s osmi soutézicimi heuristikami byl ovéfovan
na fadé testovacich funkcich uzivanych pfi porovnavani algoritmu pro glo-
balni optimalizaci [9]. Vysledky ukézaly, Ze algoritmus byl jak spolehlivéjsi,
tak rychlejsi nez diferencialni evoluce, kterd je povazovana za velmi efek-
tivni stochasticky algoritmus pro tento typ uloh [7]. Navic pro rizné funkce
bylo pozorovano ruzné rozdéleni ¢etnosti uzitych heuristik, coz ukazuje, zZe
tento algoritmus se soutézicimi heuristikami je schopen se adaptovat podle
aktualné fesené tlohy.

(8)

qi =
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3 Odhad parametra nelinearni regrese

V referenéni databazi NIST [6] je dvacet sedm testovacich tiloh odhadu para-
metrl nelinedrnich regresnich modeli. Pro prvni fazi experimentalniho ové-
fovani bylo odtud vybrano vSech osm tloh s nejvyssim vyznacenym stupném
obtiznosti. Tyto tlohy jsou obtizné fesitelné pomoci standardniho statistic-
kého softwaru, ve kterém se pro nalezeni minima uzivaji deterministické al-
goritmy (rfizné modifikace Levenberg-Marquardtova nebo Gauss-Newtonova
algoritmu, simplexova metoda). NCSS 2001, PLUS 4.5, SPSS 10.0 a SYSTAT
8.0, zhruba v poloviné z téchto tloh nenalezly zadné feSeni nebo skoncily v lo-
kélnim minimu. Podrobnéji jsou vysledky uvedeny v [10].

Na téchto tlohach byly ovéfovany i rtizné varianty CRS se soutézicimi
heuristikami. Pro kazdou tlohu bylo provedeno sto opakovani. Sledovan byl
zpisob ukonéeni (zda bylo nalezeno feSeni dostatecné blizké certifikovanému
v [6]) a pocet vyhodnoceni tc¢elové funkce pot¥ebny k dosazeni podminky
ukonceni, tj. rozdil v indexu determinace R2 mezi nejhorsim a nejlepsim
bodem populace je mensi nez 1 x 10712 a nékolik dalsich veli¢in charakteri-
zujicich pribéh prohledavani. Vstupni parametry algoritmu byly nastaveny
takto: velikost populace N = 10d, ng = 1, wy = 0.5, 6 = 1/8h. Vymezeni
prohledavaného prostoru D pro jednotlivé tlohy je uvedeno v [10] nebo na
webové strance [11]. Pro algoritmus s jedenacti soutézicimi heuristikami [8]
bylo hledani pro Sest z osmi testovanych tloh stoprocentné spolehlivé, u zby-
vajicich dvou byla spolehlivost zhruba t¥i¢tvrtinova, ale primérné pocty vy-
hodnoceni tcelové funkce byly u nékterych tloh dosti vysoké, u tlohy Bennet5
dokonce pies 78 tisic, coz na b&Zném PC vyzaduje nékolik minut [10]. Algo-
ritmus s osmi soutézicimi heuristikami [9] byl sice rychlejsi i spolehlivéjsi, ale
u nékterych tloh ne pfilis vyznamné. Ziejmé samotnd soutéz heuristik neza-
rucuje takovou adaptibilitu algoritmu, aby z relativné velkého mnozstvi heu-
ristik byly pfednostné vybirany ty nejvhodnéjsi. Volba heuristik vyznamné
ovliviiuje jak spolehlivost hledani, tak rychlost konvergence. Je znamo, zZe
u vétsiny uloh odhadu parametri nelinearnich regresnich modelu algorit-
mické obtiZznost spociva spise ve zvladnuti tdoli acelové funkce, kde gradient
je velmi maly, nez v néjaké , divoké“ multimodalité ¢asté u funkcich uzivanych
pro testovani optimaliza¢nich algoritmi [9]. Proto byly pro dalsi variantu
algoritmu zvoleny ty heuristiky, které byly nejcetnéji vybirany pro takové
funkce (napf. Rosenbrockovu funkei) nebo heuristiky, u kterych lze ocekavat
podobné vlastnosti. Uspésné fungoval algoritmus CRS se ¢tyimi heuristikami.
Dvé heuristiky byly typu REFL s parametry « =2, s =0.5a a =5, s = 1L.5.
Dalsi heuristikou byla REFL-B s parametry o = 2, s = 0.5, Ctvrtou heuristi-
kou byla DE-ADP s parametry Fpi, = 0.4, C' = 0.9. Vysledky jsou uvedeny
v tabulce 1, oznaceni tloh je shodné s NIST. Ve sloupcich R je uvedena spo-
lehlivost v procentech, s jakou bylo nalezeno feseni blizké certifikovanému
globdlnimu minimu (shoda v soué¢tu reziduélnich ¢tverct alespori na 7 plat-
nych mist), ve sloupcich oznacenych NE je primérny pocet vyhodnoceni
ucelové funkce potfebny k dosazeni podminky ukonceni, ve sloupcich vc je
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koeficient variace vyjadieny v procentech, suc je relativni ¢etnost (v procen-
tech) tspésnych bodl y, kdy f(y) < fmax, R2 je index determinace, rst je
prumérny pocet resettt na 1000 vyhodnoceni tcelové funkce (reset se pro-
vede, kdyz klesne kterakoli hodnota ¢; pod hodnotu ) a cpu je primérny
¢as v milisekundach potfebny na jedno vyhodnoceni tcelové funkce (na PC
667 MHz). Z tabulky 1 vidime, Ze zejména algoritmus COMP4 byl vysoce
spolehlivy s vcelku pfijatelnymi ¢asovymi naroky. U vétsiny tloh byl ¢as na
nalezeni minima nékolik sekund, minutu preséhl jen u tlohy Bennett5. Jelikoz
jsou to Casy pro testovaci verzi algoritmu se zaznamenavanim nékolika veli-
¢in pro sledovani prubéhu vyhledavani, l1ze efektivnéjsim naprogramovanim
dobu vypoctu snizit. Jak ukazuje obrazek 1, kde jsou porovnany dvé tulohy
lisici se nejvice v Casové narocnosti, je algoritmus adaptivni v tom ohledu,
ze relativni Getnost heuristik uzitych ptfi vyhledavani se ptrizptisobuje fesené
tloze.

COMP1 COMP4

Uloha R NE w| R NE  wve suc 1-R2  rst cpu
Bennett5 | 100 42367 33.0| 100 37620 38.2 44 1.06e-5 12.1 3.23
BoxBOD [ 100 1023 9.4|100 1018 8.9 51 1.20e-1 21.8 2.65
Eckerle4 | 100 2089 5.9|100 2118 5.9 50 2.94e-3 18.7 2.70
MGHO09 |[100 9552 10.2|100 9316 9.8 44 5.94e-3 14.8 2.69
MGH10 |100 20709 7.6|100 21031 10.3 50 4.70e-8 8.5 2.50
Rat42 100 2357 5.7/100 2368 6.2 44 1.73e-3 16.2 2.51
Rat43 100 3777 4.8|100 3779 5.0 42 8.16e-3 16.5 2.76
Thurber | 91 12343 3.7| 97 12309 3.7 38 4.92¢-4 13.9 3.21

Tabulka 1: CRS se ¢tyfmi soutézicimi heuristikami.

Bennett5 BoxBOD
50 80
70}
407 ° B0} °
L]
5 3ol =3 50r
a
& 20r & 30} :
10} oy o
10}
— : =
refl_1 refl_25 refl_b de_ADP refl_1 refl_25 refl b de_ADP

Obrézek 1: Cetnosti vyuziti heuristik.

Algoritmus COMP4 byl dile ovéiovan experiment4lné na 14 tilohach ! z ¢lan-
ku [3] a na ostatnich 19 tlohach NIST [6]. Ve srovnani s algoritmem MCRS [3]

1P#i porovnani téchto testovacich tloh bylo zjisténo, ze iloha Model-5 je shodna s tlo-
hou MGH10, odlisné je jen vymezeni prohleddvaného prostoru D.
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Model R NE ve suc 1-R2 rst cpu
1 100 3177 5.2 48 3.45e-3 13.3 2.45

2 80 3038 12.0 47 4.70e-8 12.1 2.46

3 100 1404 6.3 56 8.08e-4 19.8 2.48

4 100 3071 9.2 42 1.62e-3 14.5 2.34

5 100 21590 6.6 47 6.20e-8 11.3 2.37

6

7

8

100 1036 8.8 48 3.77e-1 25.0 2.40
100 37061 1.9 48 2.38e-2 15.5 2.61
100 32349 4.1 47 2.80e-6 15.6 2.73

9 98 2051 13.1 41 3.84e-3 18.4 2.36
10 100 30428 40.6 36 3.21e-5 12.8 2.80
11 85 24485 33.6 35 3.70e-8 11.5 2.56
12 98 2942 5.1 45 1.89e-3 16.3 2.54
13 100 14297 3.9 42 1.11e-5 16.0 3.11
14 100 19483 3.7 49 4.57e-4 13.5 2.47

Tabulka 2: Algoritmus COMP4, ulohy z ¢lanku [3].

Uloha R NE ve suc 1-R2 rst cpu
chwirut1 100 2423 5.1 52 2.00e-2 16.4 3.34
chwirut2 100 2382 6.0 52 1.40e-2 16.5 2.97
danwood 100 1278 9.0 44 5.67e-4 21.7 2.91

enso 91 19554 12.3 35 4.02e-1 12.6 4.44
hahnl 35 15844 4.9 40 1.96e-4 14.6 4.64
kirby2 100 6834 3.1 40 2.85e-5 14.1 3.44

misrala 100 1802 8.0 44 1.84e-5 18.3 2.81
misralb 100 1553 9.3 42 1.12e-5 17.4 2.95
misralc 100 1743 9.8 44 6.10e-6 18.7 2.94
misrald 100 1763 9.9 44 8.30e-6 16.6 2.79
nelson 100 5263 5.9 47 6.98e-2 12.7 3.18
roszmanl 95 5145 4.5 41 1.59e-3 16.1 2.99

Tabulka 3: Lehké a stfedné obtizné tlohy NIST, experimentalni data.

ma COMP4 ve vétsiné tloh mensi ¢asové naroky, pocet vyhodnoceni ucelové
funkce je zhruba o tfetinu mensi. Pouze u dvou tloh ze ¢trnacti byla ca-
sova naro¢nost u COMP4 vyssi, a to u tlohy 11 (dosazena spolehlivost je
ale 0 9% vyssi) a u ulohy 7. Relativné nizsi spolehlivost nalezeni global-
niho minima u uloh 2 a 11 lze snad zdtvodnit velmi malym rezidualnim
rozptylem (viz sloupec 1-R2). Také pro lehké a stiedné obtizné tlohy NIST
v tabulce 3 jsou vysledky testovani algoritmu COMP4 ptijatelné s vyjim-
kou tlohy Hahnl, kdy je spolehlivost pfes zna¢nou ¢asovou naroc¢nost nizka.
Jak ukazuje porovnani ispésnych a netspésnych vyhledavani minima na ob-
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Obréazek 2: Porovnani uspésnych (1) a netspésnych (3) béhi- Hahnl.

Uloha eps R NE ve  suc 1-R2 rst cpu
gaussl le-15 | 55 22436 229 42 3.04e-3 13.4  4.09
gauss2 le-15 | 18 20540 13.8 42 3.51e-3 14.7 4.23
lanczosl | 1e-28 | 100 37359 14.0 40 1.34e-26 15.9 3.07
lanczos2 | 1e-16 | 100 28013 19.6 42  2.10e-12 16.4  3.05
lanczos3 | le-15 | 100 30323 176 43 1.51e-9 16.8 3.08
mghl7 | 1e-12 | 100 9235 4.6 42 4.74e-5 15.4 2.90
gauss3 le-16 0 (21468) (18.7) (41) (2.53e-2) (14.3) (4.07)

Tabulka 4: Lehké a stfedné obtizné tlohy NIST, generovana data.

razku 2 (ne je pocet vyhodnoceni Gi¢elové funkce, rsucc je relativni cetnost
uspéchu), algoritmus zfejmé casto koné¢i prohledavani v lokdlnim minimu,
nebot jsou prednostné vybirdny heuristiky s vyssi relativni GspéSnosti, které
neumoznuji tnik z oblasti pfedcasné konvergence. Zde tedy adaptivita této
varianty algoritmu neni dostatec¢na.

Podobné vypadalo porovnani tspésnych a netspésnych vyhledavani mi-
nima pro tlohu Model-2 s nejnizsi dosazenou spolehlivosti z tabulky 2. I zde
ziejmé algoritmus nezajistoval diverzivitu vyhleddvani dostateénou k tiniku
z oblasti lokdlniho minima, i kdyz rozdil v relativni tspésnosti tispésnych
a neuspésnych béha nebyl tak vyrazny jako u tlohy Hahnl. Problematické
jsou vysledky testovani tloh NIST, kdy data nebyla z experimentd, ale gene-
rovana, viz tabulka 4. Pfi nastaveni hodnot vstupnich parametri algoritmu
z predchozich test nebylo u vétsiny z téchto tloh nachazeno globalni mini-
mum. U tfech téchto tloh je to pochopitelné, nebot je u nich extrémné maly
rezidualni rozptyl a pomohlo zpfisnéni podminky ukonceni, viz sloupec eps
v tabulce. U tloh Gaussl, Gauss2 a Gauss3 ani toto zpfisnéni vyrazné nepo-
mohlo. Je nutno konstatovat, ze algoritmus COMP4 v téchto tlohach selhal,
v pripadé tlohy Gauss3 dokonce nenalezl globalni minimum ani v jednom ze
sta béht.
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4 Zavér

Ptes velmi povzbudivé vysledky na osmi obtiznych tlohach NIST nelze po
dalsim testovani algoritmus COMP4 povazovat za dostateéné spolehlivy pro
odhad parametrt nelinearnich regresnich modelti metodou nejmensich ¢tver-
ct. Je vSak rozhodné spolehlivéjsi nez algoritmy ve standardnim statistickém
softwaru a muze byt uzivan prinejmensim jako alternativni postup. Imple-
mentace tohoto algoritmu v Matlabu (prozatim nepfilis uzivatelsky pratelska)
je pristupnd na webové strance [11].
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