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Vytvǒruj́ıćı funkce

Definice 1. Necht’ a0, a1, a2, . . . je posloupnost reálných č́ısel. Jestliže
řada

A(x) =
∑∞

j=0
ajx

j

konverguje v některém okoĺı nuly, nazveme ji vytvǒruj́ıćı funkćı
posloupnosti {aj}.
Poznámka 1. Je-li {aj} omezená, pak žrejmě A(x) konverguje alespoň
v intervalu (−1, 1).

Definice 2. Je-li X celoč́ıselná náhodná veličina, tj.
P(X = j) = pj , j = 0, 1, 2, . . . ,

∑
j pj = 1, pak jej́ı (pravděpodobnostńı)

vytvǒruj́ıćı funkćı budeme rozumět P(x) =
∑∞

j=0 pjx
j .

Poznámka 2.

Všimněte si, že P(z) = E zX
[
připomeňme: E g(X ) =

∑
j pjg(xj)

]
.

Pro celoč́ıselnou náhodnou veličinu X jej́ı vytvǒruj́ıćı funkce vždy
konverguje také v bodě x = 1, nebot’ P(1) = 1.
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Vlastnosti vytvǒruj́ıćı funkce I

Věta 1. Označme qk = P(X > k) =
∑

j>k pj , k = 0, 1, 2, . . . a

odpov́ıdaj́ıćı vytvǒruj́ıćı funkci Q(x) =
∑∞

j=0 qjx
j . Pak pro −1 < x < 1

plat́ı Q(x) =
(
1− P(x)

)
/(1 − x).

Věta 2. Pro celoč́ıselnou náhodnou veličinu X plat́ı

E X =
∑∞

i=0
jpj =

∑∞

j=0
qj = P ′(1) = Q(1)

Věta 3. Necht’ pro celoč́ıselnou náhodnou veličinu X je poloměr
konvergence odpov́ıdaj́ıćı vytvǒruj́ıćı funkce větš́ı než jedna. Potom plat́ı

var X = P ′′(1) + P ′(1) −
(
P ′(1)

)2
= 2Q′(1) +Q(1) −

(
Q(1)

)2

Poznámka 3. Věta 3 z̊ustává v platnosti i v př́ıpadě, že poloměr
konvergence P(x) je roven jedné, pokud existuje konečná limx→1

−

Q′′(x)
a pokud derivaci v bodě x = 1 vystupuj́ıćı ve vzorci pro var X nahrad́ıme
jejich limitami pro x → 1−.
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Rozklad na částečné zlomky

Poznámka 4. Teoreticky je znalost P(x) ekvivalentńı znalosti {pj},
nebot’ pj = P(j)(0)/j!. V praxi však může být źıskáńı jednotlivých
pravděpodobnost́ı značně náročné. V některých př́ıpadech nám pomůže
následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 4. Necht’ vytvǒruj́ıćı funkce P(x) posloupnosti {pj} se dá vyjádřit
ve tvaru P(x) = U(x)/V (x), kde U(x) a V (x) jsou polynomy bez
společných kǒrenů, U(x) je stupně nižš́ıho než V (x) a necht’ kǒreny
polynomu V (x) jsou vesměs jednoduché. Potom

pn =
ρ1

xn+1
1

+ · · ·+ ρm

xn+1
m

, 0 ≤ n <∞,

kde m je stupeň polynomu V (x), x1, . . . , xm jsou jeho kǒreny a
ρk = −U(xk)/V

′(xk), 1 ≤ k ≤ m.
Poznámka 5. Pro výpočt ρk se zpravidla už́ıvá technika rozkladu na
částečné zlomky, kterou ma zabudovanou jak program Maple tak
program Mathematica.
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Rozklad na částečné zlomky (pokr.)

Poznámka 6. Necht’ x1 je ten kǒren V (x) pro nějž
|x1| < xk , 2 ≤ k ≤ m. Potom

pn =
ρ1

xn+1
1

(
1 +

ρ2
ρ1

(x1
x2

)n+1
+ . . .+

ρm
ρ1

( x1
xm

)n+1
)
,

takže pro n → ∞ plat́ı pn ≈ ρ1/x
n+1
1 , kde ρ1 = −U(x1)/V

′(x1).

Poznámka 7. Pro platnost asymptotického vztahu pn ≈ ρ1/x
n+1
1 lze

vynechat předpoklad, že U(x) je stupně menš́ıho než V (x) a
jednoduchost stač́ı požadovat jenom u kǒrene x1. Ze zkušenosti je přitom
známo, že aproximace je dobrá i pro malé hodnoty n.

Př́ıklad 1. Necht’ qn je pravděpodobnost toho, že v posloupnosti n hodů
minćı nepadne ani jednou trojice ĺıc̊u za sebou. Odvod’te vytvǒruj́ıćı
funkci Q(x) a spočtěte pro menš́ı hodnoty n pravděpodobnosti qn jak
přesně, tak přibližně.
Řešeńı: Q(x) =

(
8 + 4x + 2x2

)
/
(
8− 4x − 2x2 − x3

)
.
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Vytvǒruj́ıćı funkce – p̌ŕıklady

Př́ıklad 2. Ově̌rte tvar vytvǒruj́ıćıch funkci pro následuj́ıćı rozděleńı:

Alternativńı . . . P(x) = q + px

Binomické . . . P(x) = (q + px)n

Poissonovo . . . P(x) = exp{−λ+ λx}
Geometrické . . . P(x) = p/(1− qx)

resp. = px/(1 − qx)

Negativně binomické . . . P(x) =
(
p/(1− qx)

)r
resp. =

(
px/(1 − qx)

)r

Rovnoměrné . . . P(x) = (1− xn+1)/
(
(n + 1)(1 − x)

)

resp. =
(
x(1− xn)

)
/
(
n(1− x)

)

Spočtěte pomoćı těchto vytvǒruj́ıćıch funkćı odpov́ıdaj́ıćı sťredńı hodnotu
a rozptyl.

Poznámka 8. Uvědomte si, že geometrické, respektive negativně
binomické, rozděleńı jsou nejjednodušš́ı modely popisuj́ıćı doby čekáńı.
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Konvoluce

Definice 3. Necht’ a0, a1, . . . a b0, b1, . . . jsou dvě posloupnosti reálných
č́ısel. Potom posloupnost c0, c1, . . . definovaná vztahem

cn = a0bn + a1bn−1 + . . .+ anb0, n = 0, 1, . . .
se nazývá konvoluce posloupnost́ı {aj} a {bj}, a znač́ı se
{cj} = {aj} ⋆ {bj}.
Věta 5. Necht’ {aj} a {bj} jsou posloupnost́ı s vytvǒruj́ıćımi funkcemi
A(x) a B(x). Potom pro vytvǒruj́ıćı funkci jejich konvoluce {cj} plat́ı

C(x) = A(x)B(x).
Poznámka 9. Konvoluci {aj} ⋆ {aj} nazýváme konvolučńı mocninou a
znač́ıme ji {aj}2⋆. Podobně n-tou konvolučńı mocninu {aj} ⋆ . . . ⋆ {aj}
znač́ıme {aj}n⋆.
Věta 6. Necht’ X1,X2, . . . ,Xn jsou nezávislé stejně rozdělené celoč́ıselné
náhodné veličiny s rozděleńım {pj} a vytvǒruj́ıćı funkćı P(x). Pak
rozděleńı součtu X1 + X2 + . . .+ Xn je dáno n-tou konvolučńı mocninou
{pj}n⋆ a odpov́ıdaj́ıćı vytvǒruj́ıćı funkce je P(x) . . .P(x) = Pn(x).
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Složená rozděleńı

Věta 7. Necht’ X1,X2, . . . a N jsou nezávislé celoč́ıselné náhodné veličiny,
Xi maj́ı totéž rozděleńı {fj} a N necht’ má rozděleńı {gj}. Potom
SN = X1 + . . .+ XN je též celoč́ıselná náhodná veličina s rozděleńım {hj}
a plat́ı

hj = P(SN = j) =
∑∞

n=0
gn · {fj}n⋆.

Jsou-li A(x),B(x) a C(x) vytvǒruj́ıćı funkce pozděleńı {fj}, {gj} a {hj},
potom C(x) = B

(
A(x)

)
a E SN = E X1 · E N. Rozptyl spočteme aplikaćı

Věty 3 a pravidel pro derivaci složené funkce.

Poznámka 10. Všimněme si, že náhodná veličina SN = X1 + . . .+ XN

neńı nic jiného než náhodný součet náhodných veličin.

Př́ıklad 3. Necht’ počet snesených vaj́ıček N se ř́ıd́ı Poissonovým
rozděleńım Po(λ) a pravděpodobnost narozeńı jedince z vaj́ıčka necht’

je p, tj. Xi se ř́ıd́ı alternativńım rozděleńım. Ukažte, že potom SN se ř́ıd́ı
Poissonovým rozděleńım Po(λp).
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Větv́ıćı se proces – aneb jak se mohou š́ı̌rit viry
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Rekurentńı jevy I

Uvažujme posloupnost opakovaných (ne nutně nezávislých) pokus̊u,
z nichž každý má tutéž konečnou nebo spočetnou množinu možných
výsledk̊u E1,E2, . . .. Necht’

{
Ej1 ,Ej2 , . . . ,Ejn

}
(1)

znač́ı jev, že prvńı pokus skončil Ej1, druhý Ej2 , . . . , n-tý Ejn .

Necht’ pro všechny konečné posloupnosti typu (1):

P
(
Ej1 , . . . ,Ejn−1

)
=
∑∞

jn=1 P
(
Ej1 , . . . ,Ejn−1 ,Ejn

)
, 1 < n <∞.

O každé posloupnosti typu (1) lze jednoznačně rozhodnout, zda má
či nemá vlastnost ξ.

Výrokem ξ nastává na n-tém ḿıstě (konečné nebo nekonečné)
posloupnosti Ej1 ,Ej2 , . . . budeme rozumět právě to, že posloupnost
Ej1 ,Ej2 , . . . ,Ejn má vlastnost ξ.
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Rekurentńı jevy I

Definice 4. Vlastnost ξ nazveme rekurentńım jevem, jestliže:

1 ξ nastal na n-tém a (n+m)-tém ḿıstě posloupnosti Ej1 ,Ej2 , . . . ,Ejn+m

tehdy a jen tehdy, nastane-li na posledńım ḿıstě posloupnosti
Ej1 , . . . ,Ejn a na posledńım ḿıstě posloupnosti Ejn+1 , . . . ,Ejn+m ;

2 v takovém př́ıpadě plat́ı:

P
(
Ej1 ,Ej2 , . . . ,Ejn+m

)
= P

(
Ej1 , . . . ,Ejn

)
· P
(
Ejn+1 , . . . ,Ejn+m

)

Definice 5. Každému rekurentńımu jevu ξ přǐrad’me posloupnosti č́ısel

un = P
(
ξ nastane v pokusu n− tém

)
1 ≤ n <∞

fn = P
(
ξ nastane v pokusu n− tém poprvé

)
1 ≤ n <∞

Dodefinujme formálně u0 = 1, f0 = 0 a zaved’me vytvǒruj́ıćı fukce
F (x) =

∑∞
n=0 fnx

n a U(x) =
∑∞

n=0 unx
n.
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Vztah mezi {un} a {fn}
Poznámka 11. Mezi pravděpodobnostmi {un} a {fn}, respektive mezi
jejich vytvǒruj́ıćımi funkcemi F (x) a U(x), plat́ı:

un = f0un + f1un−1 + . . . + fnu0, n ≥ 1,

U(x)− 1 = F (x)U(x), −1 < x < 1.

Poznámka 12. Je-li f =
∑

n fn = 1, pak {fn} je rozděleńı
pravděpodobnosti náhodné veličiny T1 popisuj́ıćı čekáńı na prvńı výskyt
rekurentńıho jevu ξ. Je-li f < 1, pak doba čekáńı T1 je nevlastńı náhodná
veličina, která nabývá s kladnou pravděpodobnost́ı (= 1− f ) nevlastńı
hodnoty ∞, kterou interpretujeme tak, že jev ξ nenastal.

Poznámka 13. Necht’ Ti , 1 ≤ i ≤ r , jsou nezávislé náhodné veličiny
maj́ıćı totéž rozděleńı {fn}, kde Ti interpretujeme jako dobu, která
uplyne mezi (i-1)-ńım a i-tým výskytem ξ (tzv. doba návratu). Pak
T (r) = T1 + . . .+ Tr interpretujeme jako dobu čekáńı na r-tý výskyt ξ.
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Pravděpodobnosti r-tých návrat̊u

Označme f
(r)
n , 1 ≤ n <∞ pravděpodobnost toho, že ξ nastane po r-té

v n-tém pokusu, a položme f
(r)
0 = 0.

Věta 8. Plat́ı {
f
(r)
n

}
=
{
fn
}r⋆

Věta 9. Pravděpodobnost jevu, že rekurentńı jev nastane v nekonečné
posloupnosti pokus̊u alespoň r -krát je rovna f r , kde f =

∑
i fi .
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Klasifikace rekurentńıch jev̊u

Definice 6. Rekurentńı jev ξ se nazývá trvalý, je-li f = 1, respektive
přechodný, je-li f < 1, kde f =

∑∞
n=0 fn.

Věta 10. Pravděpodobnost toho, že rekurentńı jev ξ nastane
v nekonečné posloupnosti pokus̊u nekonečně mnohokrát je rovna jedné,
jedná-li se o jev trvalý, a je rovna nule, jedná-li se o jev přechodný.

Věta 11. Rekurentńı jev ξ je přechodný tehdy a jen tehdy, je-li∑∞
n=0 un < +∞. V tom př́ıpadě je f = (u − 1)/u, kde u =

∑∞
n=0 un.

Je-li f = 1, označme µ = E T1 =
∑∞

n=0 nfn a interptetujme ji jako
sťredńı dobu návratu jevu ξ.

Definice 7. Trvalý rekurentńı jev ξ se nazývá nenulový, jestliže µ < +∞,
respektive nulový, jestliže µ = +∞.

Definice 8. Rekurentńı jev ξ se nazývá periodický, jestliže existuje
přirozené λ > 1 tak, že un = 0 pro všechna n která nejsou dělitelná λ.
Největš́ı č́ıslo λ s touto vlastnost́ı se nazývá periodou jevu ξ.
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Př́ıklady rekurentńıch jev̊u I

Př́ıklad 4. Uvažujme posloupnosti nezávislých pokus̊u s alternativńı
odpověd́ı s pravděpodobnost́ı zdaru p. Řekneme, že v čase n nastává
jev ξ, jestliže počty zdar̊u a nezdar̊u v prvńıch n pokusech jsou si rovny.
Ukažte, že se jedná o periodický rekurentńı jev, který je pro p = 1/2
trvalý a pro p 6= 1/2 přechodný. Spočtěte pravděpodobnosti un a fn a
jejich aproximace.

Ukažte, že plat́ı:

U(x) =
∑∞

n=0

(2n
n

)(
pqx2

)n
= 1√

1−4pqx2

F (x) = 1−
√

1− 4pqx2

f2n−1 = 0, f2n = 2
n

(2n−2
n−1

)
pnqn, n = 1, 2, . . .

pro p = 1/2 je un ≈ 1/
√
πn

Nasimulujte několik realizaćı této náhodné procházky délky alespoň
105 pro r̊uzné hodnoty p a nezapomeňte přitom na volbu p = 1/2.
Nakreslete si odpov́ıdaj́ıćı grafy a rozmyslete.
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Př́ıklady rekurentńıch jev̊u II

Př́ıklad 5. Uvažujme částici, která se pohybuje po celoč́ıselných bodech
v rovině tak, že v každém kroku se posune o jednotku vlevo, vpravo,
nahoru nebo dol̊u. Všechny čty̌ri možnosti jsou stejně pravděpodobné
a nezávislé na předchoźıch kroćıch. Řekneme, že v čase n nastává jev ξ,
jestliže jsme se vrátili do výchoźı pozice. Ukažte, že se jedná o periodický
rekurentńı jev, který je trvalý. Spočtěte pravděpodobnosti un a jejich
aproximace.

Př́ıklad 6. Uvažujme částici, která se pohybuje po celoč́ıselných bodech
v prostoru tak, že v každém kroku se posune o jednotku vlevo, vpravo,
nahoru, dol̊u, dopředu nebo dozadu. Všechny tyto možnosti jsou stejně
pravděpodobné a nezávislé na předchoźıch kroćıch. Řekneme, že v čase n
nastává jev ξ, jestliže jsme se vrátili do výchoźı pozice. Ukažte, že se
jedná o periodický rekurentńı jev, který je přechodný. Spočtěte
pravděpodobnosti un a jejich aproximace.

Pomůcka. Vzpomeňte si na multinomické rozděleńı.
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Limitńı věta

Věta 12. Necht’ rekurentńı jev ξ je trvalý neperiodický. Potom

lim
n→∞

un =

{
1
µ µ <∞
0 µ = ∞

Věta 13. Necht’ rekurentńı jev ξ je trvalý periodický s periodou λ.
Potom

lim
n→∞

unλ =

{
λ
µ µ <∞
0 µ = ∞

Poznámka 14. Důkaz se provád́ı pomoćı věty 6 a tvrzeńı uvedeného
v poznámce 4.
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Asymptotické rozděleńı četnost́ı rekurentńıch jev̊u

Věta 14. Necht’ rekurentńı jev ξ je trvalý. Označme Nn počet výskyt̊u ξ
do času n a T (r) dobu čekáńı na r-tý výskyt ξ. Potom jevy [Nn ≥ r ] a
[T (r) ≤ n], 1 ≤ r ≤ n <∞ jsou ekvivalentńı. Předpokládejme dále, že
rozděleńı dob prvńıch návrat̊u má konečnou sťredńı hodnotu µ a konečný

rozptyl σ2. Potom Nn ∼ N
(

n
µ ,

nσ2

µ3

)
a

lim
r→∞

P

(
T (r) − rµ

σ
√
r

≤ y

)
= Φ(y), y ∈ R1.

Věta 15. Necht’ rekurentńı jev ξ je trvalý nenulový. Potom pro n → ∞
plat́ı E Nn ≈ n/µ, kde µ je sťredńı doba návratu.

Poznámka 15. Necht’ rekurentńı jev ξ je trvalý nulový. Potom E Nn neńı
obecně řádu n1, viz model náhodné procházky popsaný v př́ıkladu 4.
Ukažte, že v tomto př́ıpadě E N2n ≈ 2

√
n/π.
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Rovnice obnovy

Poznámka 16. Limitńı věty předchoźıch odstavc̊u lze považovat za
speciálńı př́ıpady určité obecné věty, kterou lze formulovat analyticky bez
použit́ı pravděpodobnostńıch pojmů. Jak uvid́ıme, i tato obecná věta má
pravděpodobnostńı význam.

Definice 9. Necht’ a0, a1, a2, . . . a b0, b1, b2, . . . jsou dvě posloupnosti
takové, že a0 = 0, 0 ≤ an ≤ 1, bn ≥ 0, n = 0, 1, 2, . . . ,

∑∞
i=n bn <∞.

Položme un = bn + a0un + a1un−1 . . . + anu0, n = 0, 1, 2, . . ., tj.
{
un
}
=
{
bn
}
+
{
an
}
⋆
{
un
}

(2)

Vztah (2) je v literatuře nazýván rovnićı obnovy .

Poznámka 17. Pro vytvǒruj́ıćı funkce posloupnost́ı uvažovaných
v definici 9 plat́ı

U(x) = B(x) + A(x)U(x) ≡ U(x) =
B(x)

1− A(x)
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Rovnice obnovy (pokr. I)

Definice 10. Posloupnost {an} nazveme priodickou, existuje-li λ > 1
tak, že an = 0 pro všechna n nedělitelná λ. Největš́ı takové λ nazveme
periodou.

Věta 16. Necht’ posloupnost {an} je neperiodická. Potom plat́ı:

1 Je-li
∑∞

n=1 an < 1, potom
∑∞

n=1 un <∞.

2 Je-li
∑∞

n=1 an = 1, tj. {an} lze považovat za rozděleńı doby návratu
nějakého trvalého neperiodického rekurentńıho jevu ξ, potom

lim
n→∞

un =

{∑∞
n=0 bn

/∑∞
n=1 nan,

∑∞
n=1 nan <∞,

0,
∑∞

n=1 nan = ∞.

3 Je-li
∑∞

n=1 an > 1, potom pro n → ∞ je

un ≈ B(x)

xn+1A′(x)
,

kde x < 1 je jediný kǒren rovnice A(x) = 1.
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Rovnice obnovy (pokr. II)

Věta 17. Necht’ posloupnost {an} je periodická s periodou λ. Potom
plat́ı:

1 Je-li
∑∞

n=1 an < 1, potom
∑∞

n=1 un <∞.

2 Je-li µ = ∞, potom limn→∞ un = 0.

3 Je-li µ <∞ ∑∞
n=1 an = 1, tj. {an} lze považovat za rozděleńı doby

návratu nějakého trvalého periodického rekurentńıho jevu ξ, potom
pro 0 ≤ j < λ plat́ı:

lim
n→∞

unλ+j =
λ
∑∞

k=0 bkλ+j

µ
& lim

n→∞

1

n

∑n

ν=1
uν =

∑∞
k=0 bk
µ

.
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Rekurentńı jevy se zpožděńım
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Markovovy řetězce

Definice 11. Posloupnost pokus̊u, z nichž každý má tu samou konečnou
nebo spočetou množinu možných výsledk̊u E1,E2, . . . nazveme
Markovovým řetězcem (MŘ), jestliže pravděpodobnosti každé konečné
posloupnosti výsledk̊u (pokus̊u nultého až n-tého) je dána vztahem

P
(
Ej0 ,Ej1 , . . . ,Ejn

)
= aj0pj0j1 . . . pjn−1jn , (3)

kde ak , k = 1, 2, . . . jsou pravděpodobnosti výsledk̊u nultého pokusu a
pjk , 1 ≤ j < +∞, 1 ≤ k < +∞ je (pro všechny pokusy táž) podḿıněná
pravděpodobnost výsledku Ek za podḿınky výsledku Ej v pokuse
předchoźım.

Poznámka 18. Posloupnost {ak}k nazýváme počatečńım rozděleńım
pravděpodobnost́ı, podḿıněné pravděpodobnosti pjk nazýváme
pravděpodobnostmi přechodu. Zat́ımco tedy k popisu nezávislých jev̊u
stač́ı znát pravděpodobnosti pi , k popisu MŘ poťrebujeme znát a ≡ {ak}
a P ≡

{
pjk
}
. Všimněme si, že

∑
j pij = 1 ∀i ∈ N.
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Př́ıklady Markovových řetězc̊u

Sestavte matice přechodu MŘ vhodného pro popis:

1 Náhodné procházky po př́ımce.

2 Náhodné procházky po př́ımce s odrážej́ıćımi stěnami.

3 Náhodná procházka po př́ımce s pohlcuj́ıćımi stěnami.

4 Ehrenfest̊uv myšlený pokus. Necht’ a rozlǐsitelných molekul je
rozděleno do dvou nádob označených A a B . V každém kroku se
náhodně zvoĺı jedna molekula s tou samou pst́ı 1/a a přeḿıst́ı se do
nádoby opačné. Stavem systému je počet molekul v nádobě A.

5 Modifikovaný Ehrenfest̊uv myšlený pokus. Necht’ a rozlǐsitelných
molekul je rozděleno do dvou nádob označených A a B . V každém
kroku se náhodně zvoĺı jedna nádoba a jedna molekula z ńı se
přeḿıst́ı se do nádoby opačné. Stavem systému je počet molekul
v nádobě A.

6 Posloupnost nezávislých opakovaných pokus̊u.

7 Modelujte pomoćı MŘ úlohu o zruinováńı hráče.
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Psti p̌rechodu vyš̌śıch řád̊u

Věta 18. Pravděpodobnosti přechodu ze stavu Ej do stavu Ek po

n-kroćıch, jež označ́ıme p
(n)
jk , dostaneme jako prvky matice Pn. Je přitom

zvykem dodefinovat P0 = I.

Poznámka 19. Matici Pn můžeme spoč́ıtat řadou způsobů:

Postupným umocňováńım.

Př́ımo z definice (principu).

Pomoćı tzv. Perronova vzorce využ́ıvaj́ıćıho znalosti vlastńıch č́ısel P.

Definice 12. Vedle podḿıněných pravděpodobnost́ı p
(n)
jk zaved’me

nepodḿıněné (absolutńı) pravděpodobnosti a
(n)
k jako pravděpodobnosti

jevu, že systém je v čase n ve stavu Ek .

Poznámka 20. Zřejmě plat́ı, že:

a
(0)
k = ak , a

(n)
k =

∑
j
ajp

(n)
jk a a

(n+m)
k =

∑
j
a
(m)
j p

(n)
jk

Existuje-li limn→∞ p
(n)
jk nezávislá na j , pak existuje také limn→∞ a

(n)
k a

jsou si rovny.
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Značeńı

Označme:

f
(n)
jj rozděleńı pravděpodobnost́ı prvńıch návrat̊u do stavu Ej ,
zač́ınáme-li ve stavu Ej .

p
(n)
jj pravděpodobnost toho, že systém je v čase n ve stavu Ej ,

zač́ınáme-li ve stavu Ej .

f
(n)
ij pravděpodobnosti prvńıho pr̊uchodu stavem Ej , zač́ınáme-li ve
stavu Ei .

Věta 19. Položme

f
(0)
jj = 0, p

(1)
jj = pjj , p

(0)
jj = 1, f

(0)
ij = 0, p

(0)
ij = 0.

Potom plat́ı

p
(n)
jj = f

(0)
jj p

(n)
jj + f

(1)
jj p

(n−1)
jj + . . .+ f

(n)
jj p

(0)
jj

{
p
(n)
ij

}
=
{
f
(n)
ij

}
+
{
f
(n)
jj

}
⋆
{
p
(n)
ij

}
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Klasifikace stav̊u MŘ

Věta 20. V Markově řetězci zvolme pevně stav Ej .

a) Je-li systém na počátku ve stavu Ej , pak každý pr̊uchod systému
stavem Ej je rekurentńı jev.

b) Je-li systém na počátku ve stavu Ei , pak každý pr̊uchod systému
stavem Ej je rekurentńı jev se zpožděńım.

Teorie Markovských řetězc̊u je tedy v podstatě teoríı rekurentńıch
jev̊u. Nové je jen to, že studujeme v́ıce rekurentńıch jev̊u současně.

Věta 21. V Markově řetězci zvolme pevně stav Ej .

Stav Ej je přechodný ⇔ ∑∞
n=1 p

(n)
jj <∞. V takovém př́ıpadě

∑∞
n=1 p

(n)
ij <∞ pro všechna i .

Stav Ej je trvalý nulový ⇔ ∑∞
n=1 p

(n)
jj = ∞ a limn→∞ p

(n)
jj = 0.

V takovém př́ıpadě
∑∞

n=1 p
(n)
ij <∞ pro všechna i .
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Klasifikace stav̊u MŘ pokr.

Věta 22. V Markově řetězci zvolme pevně stav Ej .

Je-li stav Ej trvalý nenulový neperiodický, potom

lim
n→∞

p
(n)
jj =

1

µj
, lim

n→∞
p
(n)
ij =

fij
µj
, i 6= j , kde fij =

∑∞

n=1
f
(n)
ij

Je-li stav Ej trvalý nenulový periodický s periodou λ, potom

lim
n→∞

p
(nλ)
jj =

λ

µj

a pro všechna i 6= j a 0 ≤ ν ≤ λ− 1

lim
n→∞

p
(nλ+ν)
ij =

λ
∑∞

k=0 f
(kλ+ν)
ij

µj

Dále plat́ı

lim
n→∞

p
(n)
ij =

fij
µj
, kde p

(n)
ij =

1

n

∑∞

k=1
pkij
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Nerozložitelné a rozložitelné řetězce I

Definice 13. řekneme, že stav Ek je dosažitelný ze stavu Ej , jestliže

existuje n ≥ 0 takové, že p
(n)
jk > 0.

Definice 14. Neprázdná množina stav̊u C se nazývá uzav̌rená, jestliže
žádný stav vně C neńı dosažitelný z žádného stavu uvniťr C .

Věta 23. Množina stav̊u C je uzav̌rená ⇔ pjk = 0 pro všechna Ej ∈ C a
Ek /∈ C .

Definice 15. Je-li jednobodová množina {Ej} uzav̌rená, tj. je-li pjj = 1,
pak se stav Ej nazývá absorbčńı stav.

Poznámka 21. Vynecháme-li v matici P MŘ řádky a sloupce
odpov́ıdaj́ıćı stav̊um vně uzav̌rené množiny C , dostaneme opět
stochastickou matici. Množina C tedy představuje opět Markov̊uv
řetězec, kterému se ř́ıká poďretězec původńıho MŘ.
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Nerozložitelné a rozložitelné řetězce II

Definice 16. MŘ se nazývá nerozložitelný, jestliže v něm kromě
množiny všech stav̊u neexistuje žádná jiná uzav̌rená množina stav̊u.
V opačném př́ıpadě se nazývá rozložitelný.

Věta 24. Řetězec je nerozložitelný ⇔ každý jeho stav je dosažitelný
z každého jiného stavu.

Věta 25. Řetězec s konečně mnoha stavy je rozližitelný ⇔ odpov́ıdaj́ıćı
matice P je po př́ıpadném přeč́ıslováńı stav̊u tvaru

P =

(
P1 0
A B

)

kde v diagonálńıch poĺıch stoj́ı čtvercové matice.

Poznámka 22. Řekneme-li, že stavy Ej a Ek jsou téhož typu, budeme
t́ım rozumět, že jsou bud’ oba přechodné nebo oba trvalé nulové nebo
oba trvalé nenulové a současně že jsou oba neperiodickénebo oba
periodické s toutéž periodou.
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Nerozložitelné a rozložitelné řetězce III

Věta 26. Je-li stav Ek dosažitelný ze stavu Ej a naopak, stav Ej je
dosažitelný ze stavu Ek , pak jsou oba stavy téhož typu.

Věta 27. Je-li stav Ek dosažitelný ze stavu Ej a stav Ej je dosažitelný ze
stavu Ek , pak jsou oba stavy téhož typu.

Věta 28. V nerozložitelném MŘ jsou všechny stavy téhož typu.

Věta 29. V MŘ s konečně mnoha stavy neexistuj́ı stavy nulové a neńı
možné, aby všechny stavy byly přechodné.
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Stacionárńı rozděleńı I

Definice 17. Mějme nerozložitelný MŘ s matićı pravděpodobnost́ı
přechodů P. Rozděleńı {vj} se nazývá stacionárńı rozděleńı tohoto
řetězce, jestliže

vj =
∑

i
vipij ∀j

Tento vztah lze maticově zapsat jako v = P′v, kde P′ znač́ı matici
transponovanou k P.

Věta 30. V nerozložitelném MŘ existuje stacionárńı rozděleńı ⇔ jsou
všechny stavy trvalé nenulové. Toto stacionárńı rozděleńı v je jediné a
pro všechna i , j plat́ı:

vj = lim
n→∞

p
(n)
ij > 0 v neperiodickem pripade

vj = lim
n→∞

1

n

∑n

k=1
p
(k)
ij > 0 v periodickem pripade
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Stacionárńı rozděleńı II

Poznámka 23. V nerozložitelném MŘ s konečně mnoha stavy jsou dle
věty 29, takže stacionárńı rozděleńı existuje.

Definice 18. Matice s nezápornými prvky taková, že všechny řádkové i
sloupcové součty jsou rovny jedné se nazývá dvojně stochastická.

Věta 31. Mějme nerozložitelný řetězec s dvojně stochastickou matićı.
Je-li počet stav̊u konečný, řekněme n, potom stacionárńı rozděleńı je
rovnoměrné, tj. vi = 1/n pro 1 ≤ i ≤ n. Je-li počet stav̊u nekonečný,
potom stacionárńı rozděleńı neexistuje.
Př́ıklad 7.

Nalezněte stacionarńı rozděleńı pro náhodnou procházku s dvěma
odrážej́ıćımi stěnami.
Zjistěte, pro které hodnoty p existuje stacionárńı rozděleńı v př́ıpadě
náhodné procházky odrážej́ıćı stěnou v nule a neohraničenou zprava.
Nalezněte stacionárńı rozděleńı pro Ehrenfest̊um myšlený pokus.
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Přechodné stavy

Uvažujme MŘ obsahuj́ıćı stavy trvalé i přechodné. Necht’ T je množina
všech přechodných stav̊u a C je nějaká nerozložitelná uzav̌rená množina
trvalých stav̊u.
Zafixujme některý stav Ej a označme:

xj = P
(
Ej → C

)
je pravděpodobnost absorbce v C

1− xj je pravděpodobnost jevu, že systém, který je na počátku ve
stavu Ej , navždy setrvá v T nebo dojde k absorbci v jiné uzav̌rené
množině stav̊u

x
(1)
j =

∑
k∈C pjk je pravděpodobnost absorbce v C v prvńım kroku

yj je pravděpodobnost jevu, že systém, který je na počátku ve
stavu Ej , navždy setrvá v T
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Přechodné stavy – pokr.

Věta 32. Pravděpodobnosti xj , j ∈ T , vyhovuj́ı soustavě rovnic

ξj −
∑

ν∈T
pjνξν = x

(1)
j , j ∈ T . (4)

Věta 33. Pravděpodobnosti yj , j ∈ T , vyhovuj́ı soustavě rovnic

ηj =
∑

ν∈T
pjνην , j ∈ T . (5)

Věta 34. Soustava (4) má jediné omezené řešeńı ⇔ soustava (6) nemá
jiné omezené řešeńı než triviálńı.

Věta 35. Pravděpodobnosti setrváńı yj jsou rovny nule ∀ j ∈ T ⇔
soustava (6) nemá jiné omezené řešeńı než triviálńı.

Věta 36. V řetězci s konečně mnoha stavy všechna yj = 0 a xj jsou tedy
jediným řešeńım soustavy (4).
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Přechodné stavy – pokr.

Poznámka 24. V d???

Věta 37. V řetězci se stavy E0,E1,E2 . . . jsou všechny stavy přechodné
⇔ soustava

ηj =
∑∞

ν=1
pjνην , 1 ≤ j <∞, (6)

má netriviálńı omezené řešeńı.
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Ising̊uv model – úvodńı pojmy

G . . . graf

V . . . vrcholy (vertexes), |V | = card(V )

E . . . hrany (edges)

pro jednoduchost necht’ každý vrchol i má stavy σi ∈ {−1,+1}
obecně mohou být stavy {1, . . . ,K} a popisovat šedi či barvy atd.

σ =
(
σ1, . . . , σ|V |

)
popisuje stav systému

prostorem stav̊u S rozuḿıme {−1,+1}|V |, resp. {1, . . . ,K}|V |
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Ising̊uv model

Definice 19. Ising̊uv model je pravděpodobnostńı rozděleńı π(β) na
prostoru stav̊u S = {−1,+1}|V |, kde

π(β) = C−1
β e−βH(σ)

a
H(σ) =

∑
(i ,j)∈E

I
[
σi 6= σj

]
a Cβ =

∑
σ⋆∈S

e−βH(σ⋆)

Funkce H(σ) se ve fyzice nazývá Hamiltonián a reprezentuje energii
konfigurace stav̊u σ.

Poznámka 25. Pro β > 0 jsou v daném modelu nejpravděpodobněǰśı ty
konfigurace stav̊u σ, pro něž je H(σ) malá, tj. mnoho sousedů má tutéž
hodnotu stavu (týž spin), tj. maj́ı malou energii (informaci).

Definice 20. Sťredńım spinem konfigurace σ rozuḿıme

M(σ) =
1

|V |
∑

i∈V
σi
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Modifikace Isingova modelu

Klasický Ising̊uv model:

S = {−1,+1}|V | a H(σ) =
∑

(i ,j)∈E
I
[
σi 6= σj

]
.



1 1 1
0 1 0
1 0 1


⇒



1 0 1
3 3 3
2 3 2






1 1 1
0 0 0
1 0 1


⇒



1 1 1
2 1 2
2 2 2




Ising̊uv model s vněǰśım polem:

S = {−1,+1}|V | a H(σ, h) =
∑

(i ,j)∈E
I
[
σi 6= σj

]
− h

∑

i∈V

σi .

Pro všechna β > 0 a h > 0 jsou hodnoty +1 preferovány před
hodnotami −1.
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Modifikace Isingova modelu – pokračováńı

Pot̊uv model pro
”
náhodné záplatováńı barevných obrázk̊u“:

S = {1, . . . ,K}|V | a H(σ) =
∑

(i ,j)∈E
I
[
σi 6= σj

]
.

Ising̊uv model pro černob́ılé obrázky:

S = {1, . . . ,K}|V | a H(σ) =
∑

(i ,j)∈E
f
(
σi , σj

)
,

a f (.) je některá vhodná vzdálenost, např́ıklad:

f (σi , σj) =
∣∣σi − σj

∣∣p, p ≥ 1.

Vrcholy typicky reprezentuj́ı pixely a na rozd́ıl od Potova modelu
zde chceme, aby sousedi byli

”
podobně šed́ı“, nikoliv identičt́ı.
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Aplikace v analýze obrazu

Zadáńı:

Uvažujme fotku prezentovanou matićı pixel̊u rozměr̊u L1 × L2.

Vrcholy jsou jednotlivé pixely.

Hrany spojuj́ı sousedńı pixely.

Stavy jsou {1, . . . ,K}.
Prostor stav̊u S = {1, . . . ,K}V .
Obrázek je reprezentován konfiguraćı σ =

(
σ1, . . . , σ|V |

)
∈ S .

Pozorujeme zašuměný obraz Y = σ + ε, kde
ε1, . . . , ε|V | ∼ N

(
0, δ2

)
.

Problém: Odhadnout skutečný obraz σ pozorujeme-li Y a
předpokládáme, že σ má apriorńı rozděleńı C−1

β
e−βH(σ).

Nástroj: Bayesovská statistika a Markovské řetězce (náhodná procházka
po grafu).
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Aplikace v analýze obrazu – pokračováńı

Sdružené rozděleńı vektoru (σ,Y) je

L(σ,Y) ∼ e−βH(σ) ·∏i∈V exp
{
− (Yi − σi)

2/2δ2
}

konstanta jež zalezi na (σ,Y)

Aposteriorńı rozděleńı je

L(σ |Y) ∼ exp
[
− βH(σ) +

(
2δ2)−1

∑
i∈V

(
2Yiσi − σ2i

)]

funkce jež zálež́ı na (σ,β,Y)

Daľśı postup:

Generovat z aposteriorńıho rozděleńı (σ |Y). Rozsáhlý výběr pak
reprezentuje konfigurace které lze považovat za možné (věrohodné)
reprezentace obrazu.

Alternativou je nalézt nejlepš́ı (nejpravděpodobněǰśı) obraz, tj.
nalézt konfiguraci σ̂ maximalizuj́ıćı P(σ |Y).
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Exponenciálńı rozděleńı – opakováńı

Definice 21. Řekneme, že náhodná veličina X se ř́ıd́ı exponenciálńım
rozděleńım (X ∼ Exp(λ)), má-li hustotu tvaru:

f (x ;λ) =

{
λe−λx , x > 0, λ > 0,

0 jinak .

Věta 38. Necht’ X ∼ Exp(λ). Potom F (x) = 1− e−λx , E X = λ−1 a
var X = λ−2.

Věta 39. Vlastnost zapoḿınáńı. Necht’ X ∼ Exp(λ) a interpretujme ji
jako dobu života nějakého procesu. Potom pravděpodobnost jevu, že
proces přežije dobu y(> 0) za podḿınky, že doposud přežil dobu x(> 0)
na době dosavadńıho života nezálež́ı.
• Pro exponenciálńı rozděleńı plat́ı, že je jediné spojité rozděleńı pro něž

P(X > x + y |X > x) = P(X > y).

• Mezi diskrétńımi rozděleńımi má tuto vlastnost rozd. geometrické.
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Funkce intenzity

Definice 22. Necht’ náhodná veličina X má hustotu f (x) a distribučńı
funkci F (x). Potom funkćı intenzity nazveme

Λ(x) =
f (x)

1− F (x)
, x ∈ R1.

Poznámka 26. Necht’ náhodná veličina X , kterou interpretujme jako
dobu života nějakého procesu, má hustotu f (x) a distribučńı funkci F (x).
Potom pro pravděpodobnost okamžitého selháńı plat́ı:

P
(
x < X ≤ x +∆ |X > x

)
=

P(x < X ≤ x +∆)

P(X > x)
=

F (x +∆)− F (x)

1− F (x)

=
F (x +∆)− F (x)

1− F (x)

∆

∆

∆→0≈ ∆
f (x)

1− F (x)

Poznámka 27. Necht’ náhodná veličina X ∼ Exp(λ). Potom Λ(x) = λ.
Exponenciálńı rozděleńı je jediné spojité rozděleńı s konstantńı intenzitou.
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Lineárńı proces zrodu a zániku I

Uvažujme systém, který má konečně nebo spočetně mnoho stacv̊u a ze
stavu En může s nezanedbatelnou ravděpodobnost́ı přecházet pouze do
sousedńıch stav̊u, tj.

En → En+1 . . . zrod

En → En−1 . . . zánik

Do jiných sousedů může přej́ıt pouze s pravděpodobnost́ı

”
nekonečně malou“.

Pravděpodobnosti přechodů v časovém intervalu (t, t + h) necht’ jsou:

P
(
En → En+1

)
= λnh + o(h)

P
(
En → En−1

)
= µnh + o(h)

P
(
En → En±j , j > 1

)
= o(h)
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Lineárńı proces zrodu a zániku II

Označme Pn(t) pravděpodobnost toho, že systém je v čase t ve
stavu En. Ćılem je určit Pn(t + h) a naj́ıt pn = limt→∞ Pn(t).

Pravděpodobnosti Pn(t) splňuj́ı následuj́ıćı systém diferenciálńıch
rovnic:

P ′
0(t) = −λ0P0(t) + µ1P1(t) (7)

P ′
n(t) = −

(
λn + µn

)
Pn(t) + µn+1Pn+1(t) + λn−1Pn−1(t), n ≥ 1

Je-li systém v čase 0 ve stavu Ei , pak jsou splněny následuj́ıćı
počátečńı podḿınky, tj. Pi (0) = 1 a Pn(0) = 0 pro n 6= i .
Pravděpodobnosti pn existuj́ı, nezáviśı na počátečńıch podḿınkách a
vyhovuj́ı systému lineárńıch rovnic, který dostaneme z (7)
polož́ıme-li P ′

n(t) = 0, n ≥ 0, tj. soustavě

0 = −λ0p0 + µ1p1 (8)

0 = −
(
λn + µn

)
pn + µn+1pn+1 + λn−1pn−1 n ≥ 1
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Lineárńı r̊ust

Model. Předpokládejme, že systém je složen z prvk̊u, které se mohou
dělit i zanikat. Za malý časový interval délky h necht’ pravděpodobnost
toho, že se jeden prvek rozděĺı na dva rovna je rovna λh + o(h), a
pravděpodobnost, že zanikne, je rovna µh + o(h), přičemž λ, µ jsou
konstanty, které charakterizuj́ı prvky.

Poznámka 28. Je-li chováńı prvk̊u nezávislé, pak jde o model množeńı a
zániku s parametry λn = nλ, µn = nµ.

Věta 40. Soustava (7) má následuj́ıćı řešeńı:

P0(t) = A(t)

Pn(t) =
(
1− A(t)

)(
1− B(t)

)(
B(t)

)n−1
, n ≥ 1

kde

A(t) =
µ
(
e(λ−µ)t − 1

)

λe(λ−µ)t − µ
, B(t) =

λ
(
e(λ−µ)t − 1

)

λe(λ−µ)t − µ
.
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Model úsťredny s nekonečně mnoha linkami

Př́ıklad 8. Mějme úsťrednu s nekonečně mnoha telefońımi linkami.
Řekneme, že se systém nacháźı ve stavu En, je-li obsazeno právě n linek.

Předpokládejme, že:

Pravděpodobnost jevu, že jeden hovor skonč́ı v pr̊uběhu intervalu
(t, t + h), je rovna µh + o(h).

Délky hovor̊u jsou vzájemně nezávislé.

Pravděpodobnost jevu, že v intervalu (t, t + h) bude obsazena nová
linka, je λh + o(h).

Úkoly:

Sestavte diferenciálńı rovnice pro pravděpodobnosti Pn(t).

Ukažte, že limitńı pravděpodobnosti pn se ř́ıd́ı Poissonovým
rozděleńım s parametrem λ/µ.
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Model telefonńı dvojbudky s neomezenou frontou
?K?

Př́ıklad 9. Uvažujme stanici obsluhy, která může současně obsluhovat
nejvýše dva zákazńıky, např. telefonńı dvojbudku. Zákazńıci, ktěŕı
nemohou být obslouženi, se řad́ı do jediné neomezené fronty. Řekneme,
že se systém nacháźı ve stavu En, je-li počet zákazńık̊u (v obsluze i ve
frontě) právě n.

Předpokládejme, že:

Pravděpodobnost jevu, že zákazńık, který je v čase t obsluhován,
bude v intervalu (t, t + h) obsloužen, je rovna µh + o(h).
Délky obsluhy jsou vzájemně nezávislé.
Pravděpodobnost, že v intervalu (t, t + h) přijde nový zákazńık, je
λh + o(h).

Úkoly:

Sestavte diferenciálńı rovnice pro pravděpodobnosti Pn(t).
Ukažte, že pokud λ < 2µ, pak pro limitńı pravděpodobnosti pn plat́ı

pn = p0

(
λ
)n 1

, kde p0 =
2µ − λ

.
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Model parkovǐstě p̌red MFF bez fronty

Př́ıklad 10. Uvažujme parkovǐstě automobil̊u před MFF UK s kapacitou
N ḿıst. Stavem systému je počet aut na parkovǐsti, fronta se netvǒŕı.

Předpokládejme, že:

Pravděpodobnost jevu, že automobil, který v čase t parkuje, odjede
v intervalu (t, t + h), je rovna µh + o(h).

Délky stáńı jsou vzájemně nezávislé.

Pravděpodobnost jevu, že v intervalu (t, t + h) přijede nový
automobil, je λh + o(h).

Úkoly:

Sestavte diferenciálńı rovnice pro pravděpodobnosti Pn(t).

Ukažte, že limitńı pravděpodobnosti pn se ř́ıd́ı useknutým
Poissonovým rozděleńım s parametrem λ/µ.
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Model telefonńı budky s omezenou frontou

Př́ıklad 11. Uvažujme stanici obsluhy, která může obsluhovat nejvýše
jednoho zákazńıka, např. telefonńı budku. Zákazńıci, ktěŕı nemohou být
obslouženi, se řad́ı do jediné omezené fronty délky N. Řekneme, že se
systém nacháźı ve stavu En, je-li počet zákazńık̊u (v obsluze i ve frontě)
právě n.

Předpokládejme, že:

Pravděpodobnost jevu, že zákazńık, který je v čase t obsluhován,
bude v intervalu (t, t + h) obsloužen, je rovna µh + o(h).
Délky obsluhy jsou vzájemně nezávislé.
Pravděpodobnost jevu, že v intervalu (t, t + h) přijde nový zákazńık,
je λh + o(h).

Úkoly:

Sestavte diferenciálńı rovnice pro pravděpodobnosti Pn(t).
Ukažte, že pro limitńı pravděpodobnosti pn plat́ı

pn =

(
λ

µ

)n

p0, kde p0 = µN+1 λ− µ

λN+2 − µN+2
.
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Problém jednoho opravá̌re a mnoha stroj̊u ?K?

Př́ıklad 12. Mějme M stroj̊u obsluhovaných jedńım opravá̌rem. Řekneme,
že se systém nacháźı ve stavu En, jestliže nepracuje právě n stroj̊u.

Předpokládejme, že:

Pravděpodobnost jevu, že stroj který je v čase t opravován, začne
v intervalu (t, t + h) pracovat, je rovna µh + o(h).

Délky oprav jsou vzájemně nezávislé.

Pravděpodobnost jevu, že stroj který v čase t pracoval, se
v intervalu (t, t + h) porouchá, je rovna λh+ o(h).

Úkoly:

Sestavte diferenciálńı rovnice pro pravděpodobnosti Pn(t).

Ukažte, že limitńı pravděpodobnosti pM−k se ř́ıd́ı useknutým
Poissonovým rozděleńım s parametrem µ/λ, tj. pro k = 1, . . . ,M

pM−k =
1

k!

(µ
λ

)k
pM , kde pM =

[
1 +

∑M

k=1

1

k!

(µ
λ

)k]−1
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Model popisuj́ıćı práci několika svá̌reč̊u ?K?

Př́ıklad 13. Mějme N svá̌reč̊u, ktěŕı nezávisle na sobě ve v́ıceméně
náhodných intervalech odeb́ıraj́ı proud. Řekneme, že se systém nacháźı ve
stavu En, jestliže pracuje právě n svá̌reč̊u.

Předpokládejme, že:

Pravděpodobnost jevu, že svá̌reč který je v čase t pracuje, přestane
pracovat v intervalu (t, t + h), je rovna µh + o(h).
Délky svá̌reńı jsou vzájemně nezávislé.
Pravděpodobnost jevu, že svá̌reč, který v čase t nepracoval,
v intervalu (t, t + h) pracovat začne, je rovna λh + o(h).

Úkoly:

Sestavte diferenciálńı rovnice pro pravděpodobnosti Pn(t).
Ukažte, že limitńı pravděpodobnosti pn se ř́ıd́ı binomickým
rozděleńım Bi

(
N, µ/(µ + λ)

)

pn =

(
N

n

)(
µ

µ+ λ

)N−n ( λ

µ+ λ

)n

, n = 0, 1, . . . ,N.
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Model kinetiky nevratné chemické reakce

Př́ıklad 14. Mějme látku A (reagent), jej́ıž molekuly se nevratně
přeměňuj́ı v molekuly látky B (produkt), přičemž rychlost reakce je dána
konstantou κ > 0. Necht’ koncentrace reagentu A v čase t je
představována náhodnou veličinou X (t), přičemž X (0) = n0.

Z fyzikálńı podstaty předpokládejme, že:

Pst jevu, že se změńı jedna molekuly za (t, t + h) v př́ıpadě, kdy se
za čas (0, t) změnilo právě n0 − n molekul, je nκh + o(h).

Pst změny v́ıce než jedné molekuly za (t, t + h) je nulová.

Látky A a B jsou statisticky nezávislé.

Inverzńı reakce B → A nastává s pravděpodobnost́ı nula.

Úkoly:

Sestavte diferenciálńı rovnice pro pravděpodobnosti Pn(t).

Ukažte, že limitńı pravděpodobnosti pn se ř́ıd́ı binomickým
rozděleńım Bi

(
n0, e

−κt
)
.
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x
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Poisson̊uv proces jako model zrodu a zániku

Př́ıklad 15. Uvažujme fyzikálńı systém, který podléhá okamžitým
změnám způsobeným nahodilými vlivy, např. telefonńı hovory, rozpad
atomů apod. Označme Pn(t) pravděpodobnost jevu, že za dobu t nastalo
právě n změn.

Předpokládejme:

Stacionárńı proces, tj. že tato situace nezáviśı na poloze intervalu a
délce t na časové ose.

Bez ohledu na počet změn v intervalu (0, t) necht’ pst jevu, že
v intervalu (t, t + h) nastane jedna změna je λh + o(h), zat́ımco pst
jevu, že nastane v́ıce změn je o(h).

Poznámka 29. Všimněte si, že změny v intervalech (0, t) a (t, t + h)
jsou nezávislé.

Úkoly:

Sestavte diferenciálńı rovnice pro pravděpodobnosti Pn(t).

Ukažte, že pravděpodobnosti Pn(t) se ř́ıd́ı Poissonovým rozděleńım
s parametrem λt.
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Systémy hromadné obsluhy

Definice 23. Systémem hromadné obsluhy budeme rozumět:

Jednu nebo v́ıce paralelńıch stanic obsluhy (linek), k nimž přicházej́ı
zákazńıci, ktěŕı obsluhu požaduj́ı a po obsloužeńı systém opouštěj́ı.

Zákazńıci, ktěŕı nemohou být okamžitě obslouženi (protože všechny
stanice obsluhy jsou obsazené) se řad́ı do jediné fronty.

Doby mezi př́ıchody po sobě jdoućıch zákazńık̊u jsou nezávislé stejně
rozdělené náhodné veličiny s rozděleńım A.

Doby obslohy, do nichž se nezapoč́ıtává doba čekáńı ve frontě) jsou
nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s rozděleńım B .

Poznámka 30. Rozděleńı dob př́ıchodů se zpravidla předpokládá:

exponenciálńı . . .M (Markovian)

deterministické . . .D (Deterministic)

obecné . . .G (General)

Erlangovo, tj. Γ(n, λ) . . .En (Erlang)
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M/M/1, M/M/c a M/M/∞
Definice 24. Systémy hromadné obsluhy M/M/x jsou charakterizovány
t́ım, že př́ıchody zákazńık̊u se ř́ıd́ı homogenńım Poissonovým procesem a
doby obsluhy maj́ı exponenciálńı rozděleńı.

Věta 41. Systémy M/M/x lze popsat obecným procesem zrodu a
zániku.

Poznámka 31. Pro model:

M/M/1 : λj = λ, 0 ≤ j <∞ a µj = µ, 1 ≤ j <∞
M/M/c : λj = λ, 0 ≤ j <∞, µj = jµ, 0 ≤ j ≤ c a

µj = cµ, c ≤ j <∞
M/M/∞ : λj = λ, 0 ≤ j <∞, µ0 = 0 a µj = jµ, 0 ≤ j <∞

Bĺıže viz př́ıklad o telefonńı úsťredně s nekonečně mnoho linkami nebo
př́ıklad o dvojbudce s neomezenou frontou, tj. př́ıklady 8 a 9.
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M/M/1, M/M/c a M/M/∞
Věta 42. Pro systémy M/M/x plat́ı:

M/M/1 : limitńı pravděpodobnosti pn se ř́ıd́ı geometrickým
rozděleńım s parametrem 1− λ/µ.

M/M/c : limitńı pravděpodobnosti pn se ř́ıd́ı useknutým
Poissonovým rozděleńım s parametry

(
c + 1, λ/µ

)
.

M/M/∞ : limitńı pravděpodobnosti pn se ř́ıd́ı Poissonovým
rozděleńım s parametrem λ/µ.

Věta 43. Pro systém M/M/c plat́ı, že odchody ze stabilizovaného
systému s neomezenou frontou (beze ztrát, odpadáńı apod.)
s parametry λ (vstup) a µ (výstup) jsou opět popsány homogenńım
Poissonovým procesem s parametrem λ!

Poznámka 32. Systémy M/M/c se tedy daj́ı dobře kombinovat a za
předpokladu stabilizovatelnosti se chod výsledného systému dá popsat
vhodným Markovským procesem.
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M/M/1

Poznámka 33. Uvažujme model M/M/1. Z věty 42 v́ıme, že limitńı
pravděpodobnosti pn ustáleného chováńı popisuj́ıćı počet zákazńık̊u
v ustáleném provozu systému se ř́ıd́ı geometrickým rozděleńım
s parametrem 1− λ/µ. Odtud ze základńıch vlastnost́ı geometrického
rozděleńı vyplývá, že:

Sťredńı počet zákazńık̊u v systému je λ
µ

/(
1− λ

µ

)

Rozptyl počtu zákazńık̊u v systému je λ
µ

/(
1− λ

µ

)2

Sťredńı délka fronty je
∑

j jpj+1 =
(
λ
µ

)2/(
1− λ

µ

)

Poznámka 34. Všimněme si, že rozd́ıl mezi sťredńım počtem zákazńık̊u
v systému a sťredńı dobou fronty je λ− µ a nikoliv 1. Rozmyslete!
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M/M/1 – pokračováńı

Poznámka 35. Uvažujme model M/M/1.
Potom doba Tn strávená v systému zákazńıkem, který se zǎradil jako
n-tý se ř́ıd́ı gamma rozděleńım Γ(n + 1, µ), nebot’ hledaný čas se skládá
ze zbytkového času obsluhovaného zákazńıka a čas̊u obsluhy všech
čekaj́ıćıch ve frontě, včetně našeho zákazńıka.
Rozděleńı doby čekáńı T jednoho náhodně vybraného zákazńıka je podle
věty o úplné pravděpodobnosti směśı rozděleńı Tn s vahami danými
pravděpodobnostmi ustáleného provozu pn. Ukažte, že:

P(T ≤ t) = 1− e−(µ−λ)t , t ≥ 0,

takže sťredńı doba setrváńı v systému je rovna 1
µ−λ .
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M/M/1 + M/M/1 = tandem

Sériové propojeńı dvou systémů obsluhy M/M/1 se nazývá tandemové
uspǒrádáńı.
Podrobnosti ještě budou doplněny.
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Simulace M/M/1

for (i in 1:maximálnı́ počet zákaznı́ků){

if (aktcas >= maximálnı́ čas){break}

# simulace končı́, pokud je dosaženo maximálnı́ho času

while (min(časy naplánovaných událostı́) < čas přı́chodu

dalšı́ho zákaznı́ka){

# někdo skončı́ obsluhu dřı́v, než dorazı́ dalšı́ zákaznı́k

aktcas <- min(časy naplánovaných událostı́)

stav <- stav - 1

záznam události, odebránı́ zákaznı́ka z~obsluhy

# začátek obsluhy dalšı́ho zákaznı́ka

# (uvolnila se obslužná stanice)

if (fronta nenı́ prázdná){

délka obsluhy <- obsluha(aktcas,stav,stanice)

začátek obsluhy zákaznı́ka, aktualizace fronty

}

}

# nejbližšı́ událostı́ je přı́chod i-tého zákaznı́ka

aktcas <- čas přı́chodu dalšı́ho zákaznı́ka

stav <- stav + 1

záznam události

# pokud je volná stanice, bude zákaznı́k rovnou obsluhován

if (některá stanice je volná){začátek obsluhy zákaznı́ka}

else{zařazenı́ zákaznı́ka na konec fronty}

# určenı́ času přı́chodu dalšı́ho zákaznı́ka

přı́chod dalšı́ho zákaznı́ka <- aktcas + prichod(aktcas,stav)}
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M/M/1

aktuální čas
(událost č. k)

nejbližší událost
(č. k+1)

další událost
(č. k+2)

příchod
stav + 1

odchod
stav - 1

příchod
stav + 1

Schéma pr̊uběhu uvažovaného simulačńıho algoritmu.
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M/M/1
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Časový vývoj počtu zákazńık̊u v systému M/M/1 s parametry
λ = 1 a µ = 1.2.
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M/M/1

Histogram dob cekani zakazniku, kteri museli
  na zacatek obsluhy cekat kladnou dobu
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Histogram doby čekáńı na začátek obsluhy těch zákazńık̊u, ktěŕı
museli čekat kladnou dobu (v systému M/M/1 s parametry
λ = 1 a µ = 1.2).
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M/M/1
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Srovnáńı metod odhadu pravděpodobnost́ı stacionárńıho
rozděleńı v systému M/M/1 s parametry λ = 1 a µ = 1.2.
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O spolehlivosti lid́ı

Human error is here to stay

Anonymous
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Předpověd’ spolehlivosti

Předpověd’ spolehlivosti je proces, jehož ćılem učit, jaké změny (opravy)
komponent, resp. blok̊u systému podniknout, aby se zlepšila spolehlivost
celého systému.

Ćıle

Porovnat r̊uzná řešeńı

Vyhodnotit spolehlivost pro r̊uzné konfigurace

Odhalit slabé body navrženého řešeńı

Vylepšit návrh systému

Nástroje

1 Klasické spolehlivostńı techniky a modely

2 Analýza stromu poruch (fault tree analysis – FTA)

3 Markovské modelováńı spolehlivosti

4 Použit́ı pravděpodobnostńıch stromů atd.
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Sťredńı doba do poruchy

Motto: Selháńı systému nemuśı být způsobeno pouze chybami
materiálu, hardware či software, ale také lidskými chybami. Praktické
zkušenosti ukazuj́ı, že lidské konáńı může být popsáno podobně jako
spolehlivost stroj̊u, výrobk̊u apod., tj. pomoćı

Y . . . doby do (lidské) s chyby odpov́ıdaj́ıćı

F (t) = P(Y ≤ t) . . . distribučńı funkćı

f (t) = F ′(t) . . . hustotou

R(t) = 1− F (t) = P(Y > t) . . . funkćı spolehlivosti (přež́ıváńı)

λH(t) =
f (t)
R(t) =

f (t)
1−F (t) . . . intenzitou poruch t (hazard rate

function), kde P(t < Y ≤ t +∆ |Y > t) ≈ ∆ · λH(t)
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Sťredńı doba do poruchy

Snadno lze ukázat, že mimo jiné plat́ı:

R(t) = P(Y > t) = e−
∫ t

0
λH (u) du ,

což může být použito k predikci spolehlivosti, pokud se doby mezi
chybami (poruchami) ř́ıd́ı některým známým rozděleńım.

Odtud lze źıskat obecný předpis pro sťredńı dobu mezi chybami
mean time to error (MTTE) pomoćı

MTTE =

∫ ∞

0
R(t) dt =

∫ ∞

0
e−

∫ t

0 λH (u) du dt

Mezi nejtypičtěǰśı rozděleńı už́ıvaná ve spolehlivosti paťŕı
exponenciálńı
Weibullovo
gamma
lognormálńı
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Vybrané ćıle statisické inference

Předpokládejme, že sledujeme časy mezi chybami a můžeme o nich
usuzovat, že jsou nezávislé. Mezi hlavńı ćıle statistické inference paťŕı
odhadnout základńı charakteristiky daného modelu a určit pro ně
odpov́ıdaj́ıćı intervaly spolehlivosti, tj.

odhadnout parametry zvoleného rozděleńı

odhadnout sťredńı dobu do poruchy E Y

funkci spolehlivosti R(t) v čase t

p% kvantil rozděleńı poruch (chyb)

Možnost́ı je celá řada, v zásadě parametrické a neparametrické.
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Weibullovo rozděleńı

Hustota Weibullova rozděleńı s parametry β a ν má tvar:

f (y ; β, ν) =





ν
β

(
y
β

)ν−1
exp

{
−
(
y/β

)ν}
, y ≥ 0,

0, y < 0,

kde E Y = β Γ
(
1 + 1

ν

)
a var Y = β2

(
Γ
(
1 + 2

ν

)
− Γ2

(
1 + 1

ν

))

MLE β̂ and ν̂ parametr̊u β a ν dostaneme jako řešeńı soustavy
rovnic

β̂ =
(1
n

∑n

i=1
Y ν̂
i

)1/ν̂
,

1

ν̂
=

∑n
i=1Y

ν̂
i logYi∑n

i=1 Y
ν̂
i

− 1

n

∑n

i=1
logYi ,
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Weibullovo rozděleńı

MLE E Y is β̂ Γ
(
1 + 1

ν̂

)
. Interval spolehlivosti pro E Y se nejprve

urč́ı pro

log E Y = log β + log Γ
(
1 +

1

/
ν
)
= η + log Γ(1 + δ)

a teprve potom transformuje pro E Y .
MLE pro log E Y je η̂ + log Γ(1 + δ̂) a pro jeho asymptotický rozplyl
V (δ)/n plat́ı

V (δ) = n var η̂ + nψ2(1 + δ) var δ̂ + 2n ψ(1 + δ) cov (η̂, δ̂)

Asymptotický (1− α) 100% konfidenčńı interval pro E Y má
hranice:

β̂ Γ
(
1 + 1/ν̂

)
exp

{
− u1−α/2

√
V (δ̂)/n

}

β̂ Γ
(
1 + 1/ν̂

)
exp

{
u1−α/2

√
V (δ̂)/n

}
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Weibullovo rozděleńı

MLE odhad funkce přež́ıváńı R(t) je R̂(t) = exp
(
− (t/β̂)ν̂

)
.

Asymptotický (1− α) 100% konfidenčńı interval má tvar

(
R̂(t)− u1−α/2 σ̂R(t), R̂(t) + u1−α/2 σ̂R(t)

)
,

kde σ̂R(t) je standardńı odchylka R̂(t) s parametry nahrazenými
MLE odhady etc.

MLE p% kvantilu tp je t̂p = β̂ exp
{

1
ν̂ log

(
− log(1− p)

)}
.

Asymptotický (1− α)% konfidenčńı interval lze založit na

log tp = log β +
1

ν
log
(
− log(1− p)

)
= η + δ log

(
− log(1− p)

)
.

etc. etc.
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Weibullovo rozděleńı (p̌ŕıklad)

0.58 0.29 0.93 1.11 1.26
1.39 1.89 0.28 0.44 1.57
0.76 0.64 2.12 0.25 1.36
0.63 0.87 0.57 0.64 1.68

Y = 0.963 a σ2n = 0.29516

β̂ = 1.089, kde var β̂ = 0.01868

ν̂ = 1.876, kde var ν̂ = 0.10698

cov(β̂, ν̂) = 0.01400

Ê Y = 0.967

R̂(1) = exp{−(1/β̂)ν̂} = 0.426

var R̂(1) = 0.007968

asymptotický 95% konfidenčńı interval pro R(1) je bud’

(0.251, 0.601) nebo (0.267, 0.603)
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Vybrané daľśı ćıle statistické inference

Předpokládejme, že jsme napozorovali doby mezi poruchami {Yi},
o nichž můžeme předpokládat, že tvǒŕı náhodný výběr. Statistika dále
nab́ıźı:

testy o typu rozděleńı

testy o parametrech zvoleného rozděleńı

testy o změnách modelu

etc. etc.
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Vybrané daľśı ćıle statistické inference

Předpokládejme, že jsme napozorovali doby mezi poruchami {Yi},
o nichž můžeme předpokládat, že tvǒŕı náhodný výběr. Statistika dále
nab́ıźı:

testy o typu rozděleńı

testy o parametrech zvoleného rozděleńı

testy o změnách modelu

etc. etc.

CO BYSTE MĚLI MÍT ROZMYŠLENO VY?

CO TYTO POJMYATESTY ZNAMENAJ́I !
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FTA – Analýza stromu poruch

Formálńı metoda pro výpočet složitých pravděpodobnost́ı pomoćı
“kombinováńı” jednoduchých, tzv. základńıch, událost́ı

Historie

1956 – Bell ve snaze zvýšit spolehlivost balistických sťrel

Dnes – Aeronautika, automobilový pr̊umysl, spolehlivost složitých
pr̊umyslových systémů jako jsou atomové elektrárny či cognitive
sciences pro modelováńı lidského chováńı

Možnosti

Graphická reprezentace systému

Odhaleńı zdroj̊u možných pot́ıž́ı

Výpočet pravděpodobnosti poruch

Etc., etc.
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Reálný, byt’ učebnicový, problém

Vaš́ım úkolem je provést následuj́ıćı úkol, který se skládá z “nezávislých”
podúloh X a Y .

Aby byl úkol splněn, muśı být obě podúlohy provedeny bezchybně.

Podúloha X se skládá z dvou podúkol̊u X1 a X2. Pro splněńı
podúlohy X stač́ı splněńı alespoň jednoho z těchto podúkol̊u.

Podúloha Y se skládá z ťŕı podúkol̊u Y1, Y2 a Y3. Aby byla splněna
podúloha Y správně, všechny ťri podúkoly muśı výt vy̌rešeny
správně.

Podúkohy X1 a Y1 se skládaj́ı ze dvou krok̊u, řekněme x1 a x2, resp.
y1 a y2. Pro korektńı splněńı každého z těchto podúkol̊u muśı být
splněny korektně oba kroky.

Úkol pro vás: Navrhněte model pro výše popsanou situaci a spočtěte
pravděpodobnost bezchybného splněńı úkolu.
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Reálný, byt’ učebnicový, problém
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Reálný, byt’ učebnicový, problém
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Reálný, byt’ učebnicový, problém
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Základńı principy FTA

Strom poruch se skládá z úrovńı spojených logickými branami
popisuj́ıćımi vytvá̌reńı nežádoućıch událost́ı.

Základńı stavebńı kameny

Logické brány (logical gates)

Základńı události (basic events), umožňuj́ıćı “rozklad” problému

Nežádoućı události (undesired events): přesně definované
negativńı události jež jsou pro daný problém jednoznačné
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Reprezentace logických bran

Symbol Název Popis

OR gate
Událost S nastane tehdy,
nastane-li libovolná z událost́ı
E1 nebo E2

AND gate Událost S nastane nastanou-li
obě události E1 i E2
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Reprezentace logických bran

Symbol Název Popis

Exclusive
OR gate

Událost S nastane, jestliže
jedna z událost́ı E1 nebo E2

nastane a druhá nikoliv

Priority

AND gate

Událost S nastane, jestliže
události E1 a E2 nastanou
v daném pǒrad́ı
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Reprezentace událost́ı

Symbol Název Popis

Basic event

Nejnižš́ı úroveň chyb. Mezi základńı
události paťŕı poruchy individuálńıch
komponent, liské chyby či chyby soft-
ware.

Conditional
event

Podḿıněné události záviśı na
základńıch poruchách a jsou ve
stromu poruch uḿıstěny nad bra-
nami.

House
event

Událost která může být zapnuta
nebo vypnuta. Je.li zapnuta, ze od-
pov́ıdaj́ıćı pravděpodobnost výskytu
poruchy nastavena na 1, jinak je na-
stavena na 0.
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Reprezentace událost́ı

Symbol Název Popis
Undeveloped

event
Tato událost nebyla, z jakéhokoliv
důvodu, definována.

Triangle in
Už́ıvá se pro naznačeńı opakováńı
části stromu poruch nebo jako po-
kračováńı na daľśı straně.

Triangle out
Použ́ıvá se ve spojeńı s blokem Tri-
angle in.
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“Cut sets”

Definice: Cut set may be described as a collection of basic events that
will cause the top fault tree event to occur. A cut set is said minimal if
it cannot be further reduced but it can still to ensure the occurence of
the top fault tree event.
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Jak nalézt “cut sets”?

“Cut sets” se zpravidla hledaj́ıćı pomoćı nástroj̊u Boolovské algebry.

Pro každý jev je definovaná boolovská proměnná.

Boolovský operátor “·” je přǐrazen bráně AND Gate

Boolovský operátor “+” je přǐrazen bráně OR Gate

Fault Tree je zjednodušen pomoćı pravidel Boolovské algebry.
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Pravidla Boolovské algebry
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Kvantitativńı analýza

Pravděpodobnost nežádoućı události je dána vztahem

P(Undesired Event) =P
(
C1 + C2 + . . .+ Cn

)

=
∑n

i=1
P
(
Ci

)
−
∑

i<j
P
(
C1 · Cj

)

+ . . .+ (−1)n+1P
(
C1 · . . .Cn

)

Bonferroniho approximace pro malá P(Ci)

P(Undesired Event) ≈
∑n

i=1
P
(
Ci

)
,

resp.

∑n

i=1
P
(
Ci

)
−
∑

i<j

P
(
Ci ·Cj

)
≤ P(Undesired Event) ≤

∑n

i=1
P
(
Ci

)
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Reálný, byt’ učebnicový, problém, naposledy
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Výhody a nevýhody FTA

Výhody

Deduktivně identifikuje poruchy (zdroje poruch)

Slouž́ı jako grafický nástroj pro rozhodováńı

Poskytuje náhled na chováńı celého systému

Je schopna se vypǒrádat i s velmi složitými systémy

Dovoluje se sousťredit v daném čase na specifické chyby.

Dovoluje jak kvantitativńı tak kvalitativńı analýzu problému.

Nevýhody

Analytik muśı problému rozumět skutečně do hloubky

Je náročná na čas i náklady

Neńı snadné provést jej́ı nezávislou kontrolu

Typicky pracuje pouze s událostmi typu ANO/NE a neńı snadné
s jej́ı pomoćı popsat systémy, které pracuj́ı tzv. “napůl” (částečně)
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Jiný učebnicový p̌ŕıklad

Nežádoućı událost: Zmáčkneme vyṕınač a lampa se nerosv́ıt́ı.

Úkol pro vás: Navrhněte strom poruch a spočtěte pravděpodobnost
nežádoućı události.
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O užitečnosti stochastiky

MOHOU BÝT VÝSLEDKY PRAVDĚPODOBNOSTI
A STATISTIKY UŽITEČNÉ TAKÉ PRO INFORMATIKY?
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O užitečnosti stochastiky

MOHOU BÝT VÝSLEDKY PRAVDĚPODOBNOSTI
A STATISTIKY UŽITEČNÉ TAKÉ PRO INFORMATIKY?

SOUDÍM, ŽE ANO,

APROTOJSEMVÁMOTOM

CELÝ SEMESTR POV́IDAL


