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Vytvortujici funkce

Definice 1. Necht ag, a1, as, ... je posloupnost redinych &isel. Jestlize

fada - '
A(x) = Zj:o ajx’!
konverguje v nékterém okoli nuly, nazveme ji vytvorujici funkci
posloupnosti {a;}.
Poznamka 1. Je-li {a;} omezend, pak zfejmé& A(x) konverguje alespof
v intervalu (—1,1).
Definice 2. Je-li X celotiselnd ndahodna veli¢ina, tj.
P(X=j)=pj, j=0,1,2,..., ZJ- p; = 1, pak jeji (pravdépodobnostni)
vytvorujici funkci budeme rozumét P(x) = >, pixt.
Poznamka 2.
m V&imnéte si, 7e P(z) = E zX [pfipomefime: E g(X) = > pig(xj)]-
m Pro celodiselnou nahodnou veli¢inu X jeji vytvotujici funkce vzdy
konverguje také v bod& x = 1, nebot P(1) = 1.
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Vlastnosti vytvotujici funkce |

Véta 1. Oznalme g, = P(X > k) = Zj>k pj, k=0,1,2,...a
odpovidajici vytvofujici funkci Q(x) = 372 gjx/. Pak pro —1 < x < 1
plati Q(x) = (1 —P(x)) /(1 — x).

Véta 2. Pro celo&iselnou ndhodnou veli¢inu X plati
e o n: — ee . — / —
EX=) ip= Zj:() g =P'(1) = Q1)

Véta 3. Necht pro celogiselnou ndhodnou veli¢inu X je polomé&r
konvergence odpovidajici vytvofujici funkce v&tsi neZ jedna. Potom plati

var X = P"(1) + P'(1) — (P'(1))* = 2Q'(1) + Q(1) — (Q(1))*

Poznamka 3. Véta 3 zistavd v platnosti i v p¥ipad&, Ze polomér
konvergence P(x) je roven jedné, pokud existuje konetnd lim,_;_ Q"(x)
a pokud derivaci v bodé& x = 1 vystupujici ve vzorci pro var X nahradime
jejich limitami pro x — 1_.
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Rozklad na ¢aste¢né zlomky

Poznamka 4. Teoreticky je znalost P(x) ekvivalentni znalosti {p;},
nebot p; = PU)(0)/)!. V praxi viak miize byt ziskani jednotlivych
pravdépodobnosti zna&né naro¢né. V nékterych p¥ipadech ndm pomize
nasledujici tvrzeni.

Véta 4. Necht vytvotujici funkce P(x) posloupnosti {p;} se da vyjadrit
ve tvaru P(x) = U(x)/V(x), kde U(x) a V(x) jsou polynomy bez
spole¢nych kofenii, U(x) je stupn& niZétho nez V/(x) a necht koreny
polynomu V/(x) jsou vesm&s jednoduché. Potom

4t Pm
Pn—@+'“+w7

0<n< oo,

kde m je stupei polynomu V/(x), x1,..., Xy, jsou jeho kofeny a

ok =—U(xk)/V'(xk), 1 < k < m.

Poznamka 5. Pro vypoctt py se zpravidla uZiva technika rozkladu na
Caste¢né zlomky, kterou ma zabudovanou jak program Maple tak
program Mathematica.
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Rozklad na tastetné zlomky (pokr.)

Poznamka 6. Necht x; je ten kofen V/(x) pro n&jz
|x1| < xk, 2 < k < m. Potom

:Pl (1 P2 (X1yn+1 p_mX_1n+1>
Pn = G e )T )

take pro n — oo plati p, ~ p1/x", kde p; = —U(x1)/V/(x1).

Poznamka 7. Pro platnost asymptotického vztahu p, ~ pl/x{’+1 lze
vynechat predpoklad, Ze U(x) je stupn& mensiho nez V/(x) a
jednoduchost stadi poZadovat jenom u kofene x;. Ze zkuSenosti je pfitom
znamo, Ze aproximace je dobrd i pro malé hodnoty n.

P¥iklad 1. Necht g, je pravdépodobnost toho, %e v posloupnosti n hodii
minci nepadne ani jednou trojice licii za sebou. Odvod'te vytvotujici
funkci Q(x) a spotéte pro mensi hodnoty n pravdépodobnosti g, jak
presn&, tak pFiblizné.

Redenf: Q(x) = (8 4 4x +2x2) /(8 — 4x — 2x? — x3).
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Vytvoftujici funkce — pFiklady

P¥iklad 2. Ovéfte tvar vytvotujicich funkci pro ndsledujici rozdéleni:

Alternativni
Binomické
Poissonovo

Geometrické

Negativné binomické ...

Rovnomé&rné

. P(x) =

P(x) = q + px
P(x) = (g + px)"
P(x) = exp{—A + \x}
P(x) =p/(1 - gx)
resp. = px/(1 — gx)
P(x) = (p/(1—gx))’
resp. (px/ (1- qx))r
(1=x"1)/((n+1)(1 - x))
resp. = (x(1 —x"))/(n(1 — x))

2011/2012

Spoctéte pomoci téchto vytvotujicich funkci odpovidajici stfedni hodnotu
a rozptyl.

Poznamka 8. Uv&domte si, Ze geometrické, respektive negativné

binomické, rozdé&leni jsou nejjednodussi modely popisujici doby ¢ekani.
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Konvoluce
Definice 3. Necht ag, a1,... a bg, b1, ... jsou dvé& posloupnosti redlnych
¢isel. Potom posloupnost ¢, c1, ... definovand vztahem

Ccnh = agb, + a1b,_1+ ...+ a,bg, n=0,1,...
se nazyva konvoluce posloupnosti {a;} a {b;}, a zna&i se
{ci} ={aj} x{bj}-
Véta 5. Necht {a;} a {b;} jsou posloupnosti s vytvorujicimi funkcemi
A(x) a B(x). Potom pro vytvotujici funkci jejich konvoluce {c;} plati

C(x) = A(x)B(x).

Poznamka 9. Konvoluci {a;} « {a;} nazyvame konvolu¢ni mocninou a
znatime ji {a;}?*. Podobn& n-tou konvoluéni mocninu {a;} x ... {a;}
znatime {a;}"™.
Véta 6. Necht Xi, Xs,..., X, jsou nezdvislé stejn& rozdé&lené celotiselné
nahodné velitiny s rozd&lenim {p;} a vytvotujici funkci P(x). Pak
rozdéleni sou¢tu X1 + X + ...+ X, je dano n-tou konvoluéni mocninou
{pj}"™ a odpovidajici vytvotujici funkce je P(x)...P(x) = P"(x).
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SloZena rozdéleni

Véta 7. Necht X1, Xo,... a N jsou nezdvislé celotiselné ndhodné veli¢iny,
Xi maji totéz rozdé&leni {fj} a N necht m3 rozd&leni {g;}. Potom

Sy = X1+ ...+ Xy je téZ celotiselnd ndhodna veli¢ina s rozdélenim {h;}
a plati

hj=P(Sw=4)= &-{f}™

Jsou-li A(x), B(x) a C(x) vytvotujici funkce pozdgleni {f;},{g;} a {h;},
potom C(x) = B(A(x)) a E Sy = E Xy - E N. Rozptyl spotteme aplikaci
Véty 3 a pravidel pro derivaci sloZzené funkce.

Poznamka 10. V&imn&me si, Ze ndhodna veli¢ina Sy = X1 + ...+ Xy
neni nic jiného nez nahodny soucet nahodnych veli¢in.

Priklad 3. Necht potet snesenych vajitek N se ¥idi Poissonovym
rozd&lenim Po()\) a pravdépodobnost narozeni jedince z vaji¢ka necht
je p, tj. X; se ¥idi alternativnim rozdélenim. UkaZte, Ze potom Sy se ¥idi
Poissonovym rozd&lenim Po(\p).
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Vétvici se proces — aneb jak se mohou Sifit viry
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Rekurentni jevy |

UvaZujme posloupnost opakovanych (ne nutn& nezavislych) pokusi,
z nichz kaZzdy ma tutéZ kone¢nou nebo spoletnou mnoZinu moznych
vysledkli Ei, Ep, . ... Necht

{Eu B B} 1)

znadi jev, Ze prvni pokus skoncil E;, druhy Ej,, ..., n-ty Ej .

Necht pro viechny kone&né posloupnosti typu (1):
| P<E_I'1""7Ejn71) :Zj-’nozl (Ejl,...,Ejn71,5 ), 1< n<oo.

m O kaZzdé posloupnosti typu (1) Ize jednozna&n& rozhodnout, zda ma
¢i nema vlastnost £.
Vyrokem & nastdvd na n-tém misté (kone¢né nebo nekonené)
posloupnosti Ej,, Ej,, ... budeme rozumét pravé to, Ze posloupnost

E;,Ej, ..., Ej, ma vlastnost .
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Rekurentni jevy |

Definice 4. Vlastnost & nazveme rekurentnim jevem, jestliZe:

¢ nastal na n-tém a (n+m)-tém mist& posloupnosti £, Ej,, ..., Ej,, .
tehdy a jen tehdy, nastane-li na poslednim mist& posloupnosti
Ej., ..., Ej, a na poslednim misté posloupnosti Ej .,,...,Ej , ;

v takovém pf¥ipadé plati:

P<EJ'1>E'

joy ety

Ejn+m) = P<Ejl7’”7Ejn) : P<EJ

n+17 ") Ejn+m)
Definice 5. KaZdému rekurentnimu jevu ¢ p¥itad me posloupnosti &isel

up = P(f nastane v pokusu n — tém) 1<n<oo

f, = P(f nastane v pokusu n — tém poprvé) 1<n<oo

Dodefinujme formaln& ug = 1, fy = 0 a zaved me vytvotujici fukce
F(x) =300 fax™ a U(x)=>720 uax".
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Vztah mezi {u,} a {f,}

Poznamka 11. Mezi pravdépodobnostmi {u,} a {f,}, respektive mezi
jejich vytvoFujicimi funkcemi F(x) a U(x), plati:

u, = fou, + fAup_1+ ...+ fhug, n>1,

Ux)—1=F(x)U(x), -1l<x<l1.

Poznamka 12. Je-li f =) f, =1, pak {f,} je rozdéleni
pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny T; popisujici ¢ekdni na prvni vyskyt
rekurentniho jevu &. Je-li f < 1, pak doba ¢ekani T; je nevlastni nahodnd
veli¢ina, kterd nabyvd s kladnou pravd&podobnosti (= 1 — f) nevlastni
hodnoty oo, kterou interpretujeme tak, Ze jev £ nenastal.

Poznamka 13. Necht T;, 1 < i < r, jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny
majici totéZz rozdéleni {f,}, kde T; interpretujeme jako dobu, kterd
uplyne mezi (i-1)-nim a i-tym vyskytem ¢ (tzv. doba ndvratu). Pak
T() = Ty + ...+ T, interpretujeme jako dobu ekdni na r-ty vyskyt &.
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Pravdépodobnosti r-tych navrati

Oznatme f,,(r), 1 < n < oo pravdépodobnost toho, Ze £ nastane po r-té

v n-tém pokusu, a polozme fo(r) =0.
Véta 8. Plati

(B} =16"

Véta 9. Pravdépodobnost jevu, Ze rekurentni jev nastane v nekonetné
posloupnosti pokusii alespoi r-krdt je rovna ", kde f =), f;.
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Klasifikace rekurentnich jevii

Definice 6. Rekurentni jev & se nazyvd trvaly, je-li f = 1, respektive
prechodny, je-li f < 1, kde f =37 .

Véta 10. Pravdépodobnost toho, Ze rekurentni jev £ nastane
v nekonecné posloupnosti pokusti nekone¢né mnohokrat je rovna jedné,
jedna-li se o jev trvaly, a je rovna nule, jedna-li se o jev pfechodny.

Véta 11. Rekurentni jev ¢ je pfechodny tehdy a jen tehdy, je-li
> 02 un < +o0. V tom ptipad® je f = (u—1)/u, kde u=>"7" up.

Je-li f =1, oznatme p = E Ty = ) °, nf, a interptetujme ji jako
stfedni dobu ndvratu jevu €.

Definice 7. Trvaly rekurentni jev & se nazyva nenulovy, jestlize p < +o0,
respektive nulovy, jestlize y = +o00.

Definice 8. Rekurentni jev & se nazyvd periodicky, jestliZze existuje
pfirozené \ > 1 tak, Ze u, = 0 pro v8echna n kterd nejsou dé&litelnd .

Ny

Nejvétsi &islo A s touto vlastnosti se nazyva periodou jevu &.
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Priklady rekurentnich jeva |

Ptiklad 4. UvaZujme posloupnosti neza'vvis|>7ch pokusl s alternativni
odpovédi s pravdépodobnosti zdaru p. Rekneme, Ze v ¢ase n nastdva
jev &, jestlize pocty zdar( a nezdarii v prvnich n pokusech jsou si rovny.
UkaZte, Ze se jednd o periodicky rekurentni jev, ktery je pro p = 1/2
trvaly a pro p # 1/2 prechodny. Spottéte pravdépodobnosti u, a f, a
jejich aproximace.
UkaZte, Ze plati:

= UC) = 2020 () (po?)" = s
F(x)=1—+/1—4pgx?
fno1=0, Ho=2(3"7)p"q", n=1,2,...
prop=1/2 je u,~1/\/mn
Nasimulujte n&kolik realizaci této ndhodné prochazky délky alespori

10° pro riizné hodnoty p a nezapomefite pfitom na volbu p = 1/2.
Nakreslete si odpovidajici grafy a rozmyslete.
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Ptiklady rekurentnich jeva Il

Ptiklad 5. UvaZujme &astici, kterd se pohybuje po celodiselnych bodech
v roviné tak, Ze v kazdém kroku se posune o jednotku vlevo, vpravo,
nahoru nebo dolli. VSechny &tyFi moZnosti jsou stejné pravdépodobné

a nezavislé na predchozich krocich. Rekneme, %e v &ase n nastava jev ¢,
jestlize jsme se vratili do vychozi pozice. UkaZte, Ze se jednd o periodicky
rekurentni jev, ktery je trvaly. Spo¢téte pravdépodobnosti u, a jejich
aproximace.

P¥iklad 6. UvaZujme &Sstici, kterd se pohybuje po celo&iselnych bodech
v prostoru tak, Ze v kazdém kroku se posune o jednotku vlevo, vpravo,
nahoru, dolli, dopfedu nebo dozadu. VSechny tyto moZnosti jsou stejn&
pravd&podobné a nezavislé na predchozich krocich. Rekneme, Ze v &ase n
nastdva jev &, jestlize jsme se vratili do vychozi pozice. UkaZte, Ze se
jednd o periodicky rekurentni jev, ktery je pfechodny. Spottéte
pravdépodobnosti u, a jejich aproximace.

Pomiicka. Vzpomeiite si na multinomické rozdéleni.
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Limitni véta
Véta 12. Necht rekurentni jev ¢ je trvaly neperiodicky. Potom

. W< 00
lim u, =
n—oo

O ==

p= 00

Véta 13. Necht rekurentni jev £ je trvaly periodicky s periodou ).

Potom
: 2 [t < 0o
lim u,y, = </

n—oo O H:OO

Poznamka 14. Dikaz se provadi pomoci v&ty 6 a tvrzeni uvedeného
v pozndmce 4.
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Asymptotické rozdéleni ¢etnosti rekurentnich jevii

Véta 14. Necht rekurentni jev € je trvaly. Ozna&me N, potet vyskyti &
do Easu na T(") dobu Eekdni na r-ty vyskyt £. Potom jevy [N, > r] a
[T() < n], 1 <r<n< oo jsou ekvivalentni. P¥edpoklddejme dale, e
rozdéleni dob prvnich navratl ma kone&nou stfedni hodnotu 1 a koneény
rozptyl 0. Potom N, NN(" '%2) a

l_ﬂ

7O —rp -

lim P ——+— = R;.
Jim_ < o _y> ) yek

Véta 15. Necht rekurentni jev £ je trvaly nenulovy. Potom pro n — oo
plati E N, ~ n/pu, kde p je stfedni doba navratu.

Poznamka 15. Necht rekurentni jev ¢ je trvaly nulovy. Potom E N, neni
obecné ¥adu n', viz model ndhodné prochdzky popsany v p¥ikladu 4.
UkaZte, Ze v tomto p¥ipadé E Ny, ~ 2./n/.
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Rovnice obnovy

Poznamka 16. Limitni v&ty pfedchozich odstavci lze povaZovat za
specidlni pfipady urdité obecné véty, kterou Ize formulovat analyticky bez
pouziti pravdépodobnostnich pojm{. Jak uvidime, i tato obecnd véta ma
pravdépodobnostni vyznam.

Definice 9. Necht ag, a1, a,... a by, b1, by, ... jsou dv& posloupnosti
takové, ze a9 = 0,0 < a, <1,b,>0, n=0,1,2,..., > 72 b, < .
PoloZme u, = b, + agu, + a1up—_1 ...+ apug, n=20,1,2,..., tj.

{un} = {bn} + {an} * {un} (2)

Vztah (2) je v literatufe nazyvan rovnici obnovy.

Poznamka 17. Pro vytvofujici funkce posloupnosti uvaZovanych
v definici 9 plati

U(x) = B(x) + A(x)U(x)

Il

-
—~

x
~—



J. ANTOCH, KPMS POZNAMKY K PREDMETU NMAI060 2011/2012

Rovnice obnovy (pokr. 1)

Definice 10. Posloupnost {a,} nazveme priodickou, existuje-li A > 1
tak, Ze a, = 0 pro v8echna n nedélitelna \. Nejvé&tsi takové A\ nazveme
periodou.
Véta 16. Necht posloupnost {a,} je neperiodickd. Potom plati:

Je-li Y77 ap < 1, potom >~ % u, < 00.

Je-li > a, =1, tj. {a,} |ze povaZovat za rozd&leni doby névratu

n=1
néjakého trvalého neperiodického rekurentniho jevu &, potom

lim u, = {Z?O b”/ 220:1 nap, Znoi1 na, < o0,
n =

oo —_—
n—00 0, Y ey Nap = 00.

Je-li -7, a, > 1, potom pro n — oo je

B(x)

Un ~ X”+1A’(X)’

kde x < 1 je jediny koFen rovnice A(x) = 1.
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Rovnice obnovy (pokr. Il)

Véta 17. Necht posloupnost {a,} je periodickd s periodou \. Potom
plati:

Je-li Y0, a, < 1, potom > "7 u, < oo.

Je-li = o0, potom lim,_o u, = 0.

Je-lip< oo Y %2 a,=1,1tj. {a,]} Ize povaZovat za rozdé&leni doby
/

n=1
ndvratu n&jakého trvalého periodického rekurentniho jevu &, potom
pro 0 < j < A plati:

ADicobosi o lz” . — 2ok=o b
v=1 " ol '

im vy =
n—o00 A+ 0 n—oo N
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Rekurentni jevy se zpozdénim
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Markovovy fetézce

Definice 11. Posloupnost pokusti, z nichZ kaZzdy ma tu samou kone&nou
nebo spofetou mnoZinu moznych vysledkii E1, Ep, ... nazveme
Markovovym Fetézcem (MR), jestlize pravd&podobnosti kazdé konetné
posloupnosti vysledki (pokusd nultého aZ n-tého) je dana vztahem

P(Ejov Ejp,..., EJn) = djoPjoj1 -+ + Pjn—1jns (3)

kde ax, k =1,2,... jsou pravdépodobnosti vysledkd nultého pokusu a
pjk, 1 <j < 400, 1 <k < +0o0 je (pro vdechny pokusy taz) podminéna
pravd€podobnost vysledku E, za podminky vysledku E; v pokuse
ptedchozim.

Poznamka 18. Posloupnost {ax}x nazyvdme potate&nim rozd&lenim
pravd€podobnosti, podminéné pravd€podobnosti pj, nazyvdme
pravdépodobnostmi pfechodu. Zatimco tedy k popisu nezavislych jevi
sta&f znat pravd&podobnosti pj, k popisu MR pot¥ebujeme znit a = {ak}
a P = {pj}. V&imn&me si, Ze > pj=1VieN
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Ptiklady Markovovych retézci

Sestavte matice ptechodu MR vhodného pro popis:
Ndhodné prochdzky po p¥fimce.

Ndhodné prochdzky po pfimce s odrdzejicimi st&€nami.
Nahodnd prochdzka po pfimce s pohlcujicimi sténami.

DENE

Ehrenfestiiv mysleny pokus. Necht a rozliitelnych molekul je
rozdéleno do dvou nadob oznaéenych A a B. V kazdém kroku se
ndhodné& zvoli jedna molekula s tou samou psti 1/a a pfemisti se do
nadoby opagné. Stavem systému je pofet molekul v nddob& A.

H Modifikovany Ehrenfestiiv mysleny pokus. Necht a rozliitelnych
molekul je rozdéleno do dvou ndadob oznadenych A a B. V kaZdém
kroku se nahodné zvoli jedna nadoba a jedna molekula z ni se
pfemisti se do nddoby opa&né. Stavem systému je pofet molekul

v nddobé A.

[@ Posloupnost nezavislych opakovanych pokusi.
Modelujte pomoci MR tlohu o zruinovani hrae.
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Psti pfechodu vyssich vada

Véta 18. Pravdépodobnosti prechodu ze stavu E; do stavu Ey po
n-krocich, jez oznaéime p}"), dostaneme jako prvky matice P”. Je pfitom
zvykem dodefinovat PY = I.
Poznamka 19. Matici P” mizZeme spoditat ¥adou zplsobi:

m Postupnym umociiovanim.

m Pfimo z definice (principu).

m Pomoci tzv. Perronova vzorce vyuZzivajiciho znalosti vlastnich Cisel P.

Definice 12. Vedle podminénych pravd&podobnosti pgf) zaved me

J
nepodmin&né (absolutni) pravdépodobnosti ag(") jako pravdépodobnosti
jevu, Ze systém je v Case n ve stavu Ey.

Poznamka 20. Z¥ejmé plati, Ze:

0 n n n+m m n
85() = dy, 35( ) = E i ajp}k) a 35( ) = E i aj(- )pj(k)
(n)

Existuje-li lim,_oc pl;) nezdvisld na j, pak existuje také lim, .o a," a
jsou si rovny.
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Znaceni

Ozna&me:
m £ rozdélent pravdépodobnosti prvnich navratl do stavu E;,
zatindme-li ve stavu E;.
| p}jn) pravdépodobnost toho, Ze systém je v €ase n ve stavu Ej,
zatindme-li ve stavu E;.
(] fu( ") pravd€podobnosti prvniho priichodu stavem E;, za¢indme-li ve
stavu E;.
Véta 19. Polozme

£ =0, pil) = py, pf) = 1,67 =0, pi’ =0.

Potom platf

(n) _ £(0) (n) (1) ,(n=1) (n) (0)
Pj _6'1' Pjj + 1 Pjj +"'+Gj Pj

oy = {7 + {7} )
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Klasifikace stavi MR

Véta 20. V Markové Fet&zci zvolme pevné stav E;.

a) Je-li systém na potatku ve stavu Ej, pak kazdy priichod systému
stavem E; je rekurentni jev.

b) Je-li systém na polatku ve stavu E;, pak kazdy prichod systému
stavem E; je rekurentni jev se zpoZd&nim.

Teorie Markovskych fetézcii je tedy v podstaté teorii rekurentnich
jeva. Nové je jen to, Ze studujeme vice rekurentnich jevii soucasné.
Véta 21. V Markové Fetézci zvolme pevné stav E;.
m Stav £ je prechodny < > 7° pjg-") < 00. V takovém p¥ipadé
> p,(jn) < oo pro viechna i.
m Stav £ je trvaly nulovy < Y02 ) pJ(.") =00 a lim,_s pJ(j") =0.

V takovém ptipadé > 7, pfjn) < 00 pro viechna i.
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Klasifikace stavii MR pokr.

Véta 22. V Markové Fet&zci zvolme pevné stav E;.
m Je-li stav E; trvaly nenulovy neperiodicky, potom

1 n f.—[ . . 0o n
lim p( ") — =—, lim p,(j) = j, i#j, kde fj= Zn_l fu( )
y =

m Je-li stav E; trvaly nenulovy periodicky s periodou A, potom

lim p( A~ i
n—o0 :u_j

aproviechnai#jal0<v<A-1

00 (k)\-i-lj)
(nA+v) _ /\Zk:O fy

Hj

Daéle plati

fij n o0
im 3 =2 kde B = Zk L Pi

n—oo ' Y HJ y
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NerozloZitelné a rozlozZitelné fetézce |

Definice 13. Yekneme, Ze stav E, je dosaZitelny ze stavu E;, jestlize
existuje n > 0 takové, ze p},f) > 0.

Definice 14. Neprdzdnd mnoZina stavii C se nazyvd uzavfend, jestlize
zadny stav vné C neni dosazitelny z zddného stavu uvnit¥ C.

Véta 23. MnoZina stavil C je uzavienad < pj. = 0 pro viechna E; € C a
E. ¢ C.

Definice 15. Je-li jednobodovd mnoZina {E;} uzaviena, tj. je-li pjj =1,
pak se stav E; nazyva absorbéni stav.

Poznamka 21. Vynechdme-li v matici P MR ¥4dky a sloupce
odpovidajici staviim vné& uzaviené mnoziny C, dostaneme opé&t
stochastickou matici. MnoZina C tedy pfedstavuje opét Markoviv
fetézec, kterému se ¥ikd podretézec pivodniho MR.
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NerozlozZitelné a rozlozZitelné fetézce Il

Definice 16. MR se nazyva nerozlozitelny, jestlize v ném kromé&
mnoziny vSech stavil neexistuje Zadna jind uzavfend mnoZina stavi.

V opaéném ptipadé se nazyva rozloZitelny.

Véta 24. Retézec je nerozlozZitelny < kazdy jeho stav je dosazitelny

z kazdého jiného stavu.

Véta 25. Retézec s kone¢né mnoha stavy je rozliZitelny < odpovidajici
matice P je po pfipadném preéislovani stavl tvaru

P 0
P=("!

A B
kde v diagonalnich polich stoji ¢tvercové matice.
Poznamka 22. Rekneme-li, ¥e stavy E; a Ej jsou téhoZ typu, budeme
tim rozumét, %e jsou bud oba pfechodné nebo oba trvalé nulové nebo
oba trvalé nenulové a soucasné Ze jsou oba neperiodickénebo oba
periodické s toutéz periodou.
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NerozlozZitelné a rozlozZitelné retézce Il

Véta 26. Je-li stav Ej dosaZitelny ze stavu E; a naopak, stav E; je
dosaZitelny ze stavu Ey, pak jsou oba stavy téhoZ typu.

Véta 27. Je-li stav Ey dosaZitelny ze stavu E; a stav E; je dosaZitelny ze
stavu Eg, pak jsou oba stavy téhoZ typu.

Véta 28. V nerozlozitelném MR jsou viechny stavy tého? typu.

Véta 29. V MR s konedn& mnoha stavy neexistuji stavy nulové a nenf
mozné, aby vSechny stavy byly pfechodné.
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Stacionarni rozdéleni |

Definice 17. M&me nerozloZitelny MR s matici pravd&podobnosti
prechodii P. Rozd&leni {v;} se nazyvd stacionarni rozd&leni tohoto

Fetézce, jestlize
vj = Z; vipj Vi

Tento vztah Ize maticové zapsat jako v = P’v, kde P’ zna& matici
transponovanou k P.

Véta 30. V nerozloZitelném MR existuje stacionarni rozdéleni < jsou
v8echny stavy trvalé nenulové. Toto stacionarni rozdéleni v je jediné a
pro v8echna i, plati:

vi = lim p,(." ) >0 v neperiodickem pripade
n—oo ' Y

1
vi= lim — Zn p(.k) >0 v periodickem pripade

n—oo n k=1"Y
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Stacionarni rozdéleni |l

Poznamka 23. V nerozloZitelném MR s kone¢n& mnoha stavy jsou dle
véty 29, takZze stacionarni rozdéleni existuje.

Definice 18. Matice s nezdpornymi prvky takova, Ze vSechny ¥adkové i
sloupcové soucty jsou rovny jedné se nazyva dvojné stochasticka.

Véta 31. M&me nerozloZitelny Yet&zec s dvojné stochastickou matici.
Je-li polet stavil konegny, feknéme n, potom staciondrni rozdéleni je

rovnom&rné, tj. vi = 1/n pro 1 < i < n. Je-li polet stavli nekonegny,

potom stacionarni rozdéleni neexistuje.

P¥iklad 7.

m Naleznéte stacionarni rozdéleni pro nahodnou prochazku s dvéma
odrazejicimi sténami.

m Zjistéte, pro které hodnoty p existuje staciondrni rozdéleni v p¥ipadé
nahodné prochazky odraZejici sténou v nule a neohrani¢enou zprava.

m Naleznéte stacionarni rozdé&leni pro Ehrenfestim mysleny pokus.



J. ANTOCH, KPMS POZNAMKY K PREDMETU NMAI060 2011/2012

Pfechodné stavy

UvaZujme MR obsahujici stavy trvalé i pfechodné. Necht T je mnoZina
v8ech prechodnych stavii a C je n&jakd nerozloZitelnd uzavfend mnoZzina
trvalych stavi.
Zafixujme n&ktery stav E; a oznatme:
m x; = P(E; — C) je pravd&podobnost absorbce v C
m 1 — x; je pravd€podobnost jevu, Ze systém, ktery je na polatku ve
stavu Ej, navzdy setrvd v T nebo dojde k absorbci v jiné uzaviené
mnozin& stavil

| xj(l) = Y kec Pjk je pravdépodobnost absorbce v C v prvnim kroku

m y; je pravd€podobnost jevu, Ze systém, ktery je na potdtku ve
stavu Ej, navzdy setrvd v T
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Pfechodné stavy — pokr.

Véta 32. Pravd&podobnosti x;, j € T, vyhovuji soustavé rovnic
o ) (1 .
5_/ ZI/ET p_jllglj =X er. (4)
Véta 33. Pravd&podobnosti y;, j € T, vyhovuji soustavé rovnic
’[71 e ZVGT pj,/’f],/7 _/ S T (5)

Véta 34. Soustava (4) md jediné omezené YeSeni < soustava (6) nema
jiné omezené Yeseni nez trividlni.

Véta 35. Pravd&podobnosti setrvani y; jsou rovny nule Vj € T &
soustava (6) nemd jiné omezené Ye¥eni neZ trividlni.

Véta 36. V Fetézci s kone¢n€ mnoha stavy viechna y; = 0 a x; jsou tedy
jedinym FeSenim soustavy (4).
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Pfechodné stavy — pokr.

Poznamka 24.V d77?

Véta 37. V ¥etézci se stavy Eg, Eq, E> ... jsou vSechny stavy pfechodné

< soustava o
=Y P, 1<j<oo, (6)

ma netrividlni omezené ¥eSeni.
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Isingiiv model — dvodni pojmy

m G ... graf

m V ...vrcholy (vertexes), |V| = card(V)

m £ ... hrany (edges)

m pro jednoduchost necht kazdy vrchol i m3 stavy o; € {—1,+1}

m obecn& mohou byt stavy {1,..., K} a popisovat Zedi & barvy atd.
m o= (01, e ,U|V|) popisuje stav systému

m prostorem stavii S rozumime {—1, +1}V/ resp. {1,..., K}IVI
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Isingiv model

Definice 19. Isingtiv model je pravdépodobnostni rozd&leni 7(3) na
prostoru stavii S = {—1,+1}!!, kde

m(B) = Cyle M)

— . . — —BH(c™)
H(o) = Z(i’j)eE / [o, + JJ] a Cg ZU*ES e
Funkce H(o) se ve fyzice nazyva Hamiltonian a reprezentuje energii

konfigurace stavil o.

Poznamka 25. Pro 3 > 0 jsou v daném modelu nejpravd&podobng&jsi ty
konfigurace stavli o, pro néz je H(o ) mald, tj. mnoho sousedii md tutéz
hodnotu stavu (tyZ spin), tj. maji malou energii (informaci).

Definice 20. Stfednim spinem konfigurace o rozumime

1
M(9) = [ 2iey ©
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Modifikace Isingova modelu

m Klasicky Isingiiv model:

S:{—l,-i—].}‘v‘ a H(U):Z(i,j)eEl[Ui#gj]'

111 1 01 111 1 11
01 0l=1{3 3 3 0 00l=1{21 2
1 01 2 3 2 1 01 2 2 2
m Isingliv model s vnéjSim polem:
— I V] — . ] .
S={-1,+1}\Vl a H(o,h) = Z(’_J)EE/[J, #0oj] —h> o

eV

Pro v8echna 3 > 0 a h > 0 jsou hodnoty +1 preferovany pred
hodnotami —1.
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Modifikace Isingova modelu — pokracovani

m Potiv model pro ,,ndhodné zaplatovani barevnych obrazki“:

S={1,....,K}VI a H(a):Z(U)GEl[a,-#aj].

m Isingiiv model pro cernobilé obrazky:
— V] — -
S={1,....,kK}VI a H(o) _Z(mEE f(o7,07),

a f(.) je n&kterd vhodna vzdalenost, naptiklad:
f(O',',O'j) = ‘O’,‘ —O'j|p, P Z 1.

Vrcholy typicky reprezentuji pixely a na rozdil od Potova modelu

su

zde chceme, aby sousedi byli ,podobné Sedi"”, nikoliv identicti.
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Aplikace v analyze obrazu

Zadani:

UvaZujme fotku prezentovanou matici pixeld rozmé&rd Ly x L.

Vrcholy jsou jednotlivé pixely.
Hrany spojuji sousedni pixely.
Stavy jsou {1,...,K}.

Prostor stavi S = {1,..., K}V,

Obrézek je reprezentovan konfiguraci o = (01,...,01y|) € S.

Pozorujeme zaSumény obraz Y = o + ¢, kde
51,...,5‘\/‘ ~ N(0,52).

Problém: Odhadnout skutetny obraz o pozorujeme-li Y a
predpokldddme, Ze o ma apriorni rozdé&leni Cgle_ﬂH(").

Nastroj: Bayesovska statistika a Markovské Yet&zce (ndhodnd prochdzka
po grafu).
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Aplikace v analyze obrazu — pokracovani
SdruZené rozdéleni vektoru (o, Y) je

e—BH(o) . [Tievexp{ — (Vi —0i)?/25%}

L(o,Y) ~
(,Y) konstanta jeZ zalezi na (o,Y)

Aposteriorni rozdéleni je

exp [ — BH(o) + (252)_1 Yicv (2Y,-o,- - o,-z)]
funkce jez zalezi na (o, 3,Y)

L(o|Y) ~

Dalsi postup:

m Generovat z aposteriorniho rozd&leni (o | Y). Rozsdhly vyb&r pak
reprezentuje konfigurace které |ze povaZovat za mozné (v&rohodné)
reprezentace obrazu.

m Alternativou je nalézt nejlepsi (nejpravdépodobnéjsi) obraz, tj.
nalézt konfiguraci & maximalizujici P(o |Y).
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Exponencidlni rozdéleni — opakovani

Definice 21. Iv?ekneme, Ze ndhodna veli¢ina X se Fidi exponenciadlnim
rozdélenim (X ~ Exp(\)), ma-li hustotu tvaru:

F(x:2) e ™ x>0,\>0,
X;\) =
0 jinak.

Véta 38. Necht X ~ Exp()\). Potom F(x) =1—e™ EX=\"1a
var X = \72.

Véta 39. Vlastnost zapomindni. Necht X ~ Exp()) a interpretujme ji
jako dobu Zivota néjakého procesu. Potom pravdépodobnost jevu, Ze
proces prezije dobu y(> 0) za podminky, Ze doposud pteZil dobu x(> 0)
na dobé dosavadniho Zivota nezdleZi.

e Pro exponencidlni rozdéleni plati, Ze je jediné spojité rozdéleni pro néz

P(X >x+y|X>x)=P(X >y).

e Mezi diskrétnimi rozdélenimi ma tuto vlastnost rozd. geometrické.
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Funkce intenzity

Definice 22. Necht ndhodnd veli¢ina X m3 hustotu f(x) a distribu&ni
funkci F(x). Potom funkci intenzity nazveme

f(x)

N(x) = 1_7,_-()07

x € Ry.
Poznamka 26. Necht ndhodn3 veli¢ina X, kterou interpretujme jako
dobu Zivota n&jakého procesu, ma hustotu f(x) a distribu¢ni funkci F(x).
Potom pro pravdépodobnost okamZitého selhani plati:
P(x <X <x+A) F(x+A)—F(x)
P X < Al X = =
(<X <x+a1X>x) P(X > x) 1— F(x)
F(x+ A) — F(x)é A—0 A f(x)
1-F(x) A = T1-F(x)

Poznamka 27. Necht ndhodnd veli¢ina X ~ Exp()\). Potom A(x) = \.
Exponencidlni rozdé&leni je jediné spojité rozdéleni s konstantni intenzitou.
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Linedrni proces zrodu a zaniku |

UvaZujme systém, ktery ma kone¢né nebo spocetné mnoho stacvii a ze
stavu E, miZe s nezanedbatelnou ravdépodobnosti pfechdzet pouze do

sousednich stavd, tj.
mE,— E,1...2rod
m E,—~ E,_1...zanik
m Do jinych sousedli miZe ptejit pouze s pravdépodobnosti
,nekone¢n& malou".
Pravdépodobnosti prechodd v €asovém intervalu (t,t + h) necht jsou:
m P(E, — Epy1) = Aph+ o(h)
m P(E, = Ep1) = pinh + o(h)
| P(E,, — E,,ij, j> 1) = O(h)
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Linedrni proces zrodu a zaniku 11

Oznatme P,(t) pravdépodobnost toho, Ze systém je v &ase t ve
stavu E,. Cilem je ur&it P,(t + h) a najit p, = lim;_oo Pp(t).
m Pravd&podobnosti P,(t) spliiuji nasledujici systém diferencidlnich

rovnic:
Po(t) = —AoPo(t) + paPi(t) (7)
Pr/7(t) = _</\n + Mn) Pn(t) + Un+1Pn+1(t) + /\nflpnfl(t)a n>1

m Je-li systém v Case 0 ve stavu E;, pak jsou splnény nasledujici
po&ate¢ni podminky, tj. P;j(0) =1 a P,(0) =0 pro n # i.

m Pravdépodobnosti p, existuji, nezdvisi na potdteénich podminkach a
vyhovuji systému linedrnich rovnic, ktery dostaneme z (7)
poloZime-li P/(t) =0, n> 0, tj. soustavé

0= —Xopo + p1p1 (8)
0= _()\n + ,Un)pn + fnt1Pnt1 + Ap—1pan—1 N >1
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Linearni rist

Model. Predpoklddejme, Ze systém je slozen z prvki, které se mohou
delit i zanikat. Za maly &asovy interval délky h necht pravdépodobnost
toho, Ze se jeden prvek rozdéli na dva rovna je rovna Ah + o(h), a
pravd&podobnost, Ze zanikne, je rovna ph + o(h), pficemZ A, 1 jsou
konstanty, které charakterizuji prvky.

Poznamka 28. Je-li chovani prvkil nezavislé, pak jde o model mnoZeni a
zaniku s parametry A\, = n\, pu, = np.

Véta 40. Soustava (7) ma nasledujici ¥eSen:

kde
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Model ustfedny s nekone¢né mnoha linkami

Ptiklad 8. M&jme Ustfednu s nekone¢n& mnoha telefonimi linkami.
Rekneme, Ze se systém nachazi ve stavu E,,, je-li obsazeno pravé n linek.

Pfedpokladejme, Ze:
m Pravdépodobnost jevu, Ze jeden hovor skonéi v priibéhu intervalu
(t,t+ h), je rovna ph+ o(h).
m Délky hovorii jsou vzdjemné& nezdvislé.
m Pravd&podobnost jevu, Ze v intervalu (t, t + h) bude obsazena novd
linka, je Ah + o(h).
Ukoly:
m Sestavte diferencidlni rovnice pro pravdépodobnosti P,(t).

m UkaZte, Ze limitni pravd&podobnosti p, se ¥idi Poissonovym
rozd&lenim s parametrem \/ .
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Model telefonni dvojbudky s neomezenou frontou
7K?

Priklad 9. Uvazujme stanici obsluhy, kterd miZe soucasné obsluhovat
nejvySe dva zdkazniky, napt. telefonni dvojbudku. Zakaznici, ktefi
nemohou byt obslouZeni, se ¥adi do jediné neomezené fronty. Rekneme,
Ze se systém nachdzi ve stavu E,, je-li potet zdkaznikd (v obsluze i ve
front&) pravé n.
Pfedpokladejme, Ze:
m Pravdépodobnost jevu, Ze zakaznik, ktery je v €ase t obsluhovan,
bude v intervalu (t, t + h) obslouZen, je rovna ph + o(h).
m Délky obsluhy jsou vzdjemné nezavislé.
m Pravd&podobnost, Ze v intervalu (¢, t + h) p¥ijde novy zdkaznik, je
Ah + o(h).
Ukoly:
m Sestavte diferencialni rovnice pro pravdépodobnosti P,(t).
m UkaZte, Ze pokud A\ < 2, pak pro limitni pravdépodobnosti p, plati

n_m/)\\n 1 1. 1. m_2M_)\
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Model parkovisté pred MFF bez fronty

Priklad 10. Uvazujme parkovist& automobili pred MFF UK s kapacitou
N mist. Stavem systému je polet aut na parkovisti, fronta se netvofi.

Pfedpokladejme, Ze:
m Pravdépodobnost jevu, Ze automobil, ktery v ¢ase t parkuje, odjede
v intervalu (t,t + h), je rovna ph + o(h).

m Délky stani jsou vzdjemné& nezdvislé.
m Pravd&podobnost jevu, Ze v intervalu (t, t + h) p¥ijede novy
automobil, je A\h + o(h).
l]koly:
m Sestavte diferencidlni rovnice pro pravdépodobnosti P,(t).

m Ukazte, Ze limitni pravdépodobnosti p, se Fidi useknutym
Poissonovym rozd&lenim s parametrem \ /.
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Model telefonni budky s omezenou frontou

P¥iklad 11. UvaZujme stanici obsluhy, ktera miZe obsluhovat nejvyse
jednoho zdkaznika, nap¥. telefonni budku. Zdkaznici, ktefi nemohou byt
obslouZeni, se ¥adi do jediné omezené fronty délky N. Rekneme, Ze se
systém nachdzi ve stavu E,, je-li polet zdkaznikid (v obsluze i ve frontg&)
pravé n.
Pfedpokladejme, Ze:
m Pravdépodobnost jevu, Ze zdkaznik, ktery je v ase t obsluhovan,
bude v intervalu (t,t + h) obslouZen, je rovna ph + o(h).
m Délky obsluhy jsou vzdjemné nezavislé.
m Pravd&podobnost jevu, Ze v intervalu (t, t + h) p¥ijde novy zdkaznik,
je Ah+o(h).
Ukoly:
m Sestavte diferencialni rovnice pro pravdépodobnosti P,(t).
m UkaZte, Ze pro limitni pravdépodobnosti p, plati

A

n
A— L
== kde —Nt1_ 2 P
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Problém jednoho opravafe a mnoha stroji 7K?

P¥iklad 12. M&me M stroji obsluhovanych jednim opravafem. Rekneme,
Ze se systém nachdzi ve stavu E,, jestlize nepracuje pravé n stroji.
Predpokladejme, Ze:
m Pravdépodobnost jevu, Ze stroj ktery je v ase t opravovan, zaéne
v intervalu (t,t + h) pracovat, je rovna ph+ o(h).
m Délky oprav jsou vzdjemné nezdvislé.
m Pravdépodobnost jevu, Ze stroj ktery v Case t pracoval, se
v intervalu (t, t + h) porouchd, je rovna Ah+ o(h).
Ukoly:
m Sestavte diferencidlni rovnice pro pravdépodobnosti P,(t).
m UkaZte, Ze limitni pravdépodobnosti py;_k se Fidi useknutym
Poissonovym rozd&lenim s parametrem /A, tj. pro k =1,..., M

=y (5) o e o= (10557 41 (5)]
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Model popisujici praci nékolika svarecu ?7K?
Pt¥iklad 13. M&me N svérell, kteFi nezdvisle na sobé& ve viceméné
nahodnych intervalech odebiraji proud. Rekneme, Ze se systém nachézi ve
stavu E,, jestlize pracuje pravé n svareci.
Predpokladejme, Ze:
m Pravdépodobnost jevu, Ze svarel ktery je v Case t pracuje, pfestane
pracovat v intervalu (t,t -+ h), je rovna ph + o(h).
m Délky svafeni jsou vzdjemné nezdvislé.
m Pravdépodobnost jevu, Ze svérel, ktery v Case t nepracoval,
v intervalu (t,t + h) pracovat zaéne, je rovna Ah+ o(h).
Ukoly:
m Sestavte diferencidlni rovnice pro pravdépodobnosti P,(t).
m UkaZte, Ze limitni pravdépodobnosti p, se Fidi binomickym
rozd&lenim Bi (N, p/(p + A))

N /,l, an )\ n
n = _ — =0,1,...,N.
8 <n> (uH) <u+A> =0
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Model kinetiky nevratné chemické reakce

P¥iklad 14. M&me ldtku A (reagent), jejiz molekuly se nevratng
premé&fiuji v molekuly latky B (produkt), p¥itemZ rychlost reakce je ddna
konstantou x > 0. Necht koncentrace reagentu A v &ase t je
predstavovdna ndhodnou veli¢inou X(t), p¥icemz X(0) = no.

Z fyzikalni podstaty predpokladejme, Ze:
m Pst jevu, Ze se zméni jedna molekuly za (t,t + h) v p¥ipadg, kdy se
za &as (0, t) zménilo pravé ny — n molekul, je nkh+ o(h).
m Pst zmény vice nez jedné molekuly za (¢, t + h) je nulova.
m Litky A a B jsou statisticky nezdvislé.
m Inverzni reakce B — A nastdva s pravdépodobnosti nula.
Ukoly:
m Sestavte diferencialni rovnice pro pravdépodobnosti P,(t).

m Ukazte, Ze limitni pravdépodobnosti p, se ¥idi binomickym
rozd&lenim Bi(ng, e~"*).
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Poissoniiv proces jako model zrodu a zaniku

P¥iklad 15. UvaZzujme fyzikalni systém, ktery podléha okamZitym
zménam zplsobenym nahodilymi vlivy, nap¥. telefonni hovory, rozpad
atom{ apod. Ozna&me P,(t) pravdépodobnost jevu, Ze za dobu t nastalo
pravé n zmén.
Predpokladejme:
m Stacionarni proces, tj. Ze tato situace nezdvisi na poloze intervalu a
délce t na Casové ose.
m Bez ohledu na potet zmén v intervalu (0, t) necht pst jevu, Ze
v intervalu (t,t + h) nastane jedna zména je Ah + o(h), zatimco pst
jevu, Ze nastane vice zmén je o(h).
Poznamka 29. V&imné&te si, Ze zm&ny v intervalech (0,t) a (t,t + h)
jsou nezavislé.
Ukoly:
m Sestavte diferencidlni rovnice pro pravdépodobnosti P,(t).
m UkaZte, Ze pravd&podobnosti P,(t) se ¥idi Poissonovym rozdé&lenim
S parametrem At.
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Systémy hromadné obsluhy

Definice 23. Systémem hromadné obsluhy budeme rozumét:
m Jednu nebo vice paralelnich stanic obsluhy (linek), k nimz p¥ichdzeji
zdkaznici, ktefi obsluhu poZaduji a po obslouZeni systém opoustéji.
m Zskaznici, ktefi nemohou byt okamZit& obslouZeni (protoZe vechny
stanice obsluhy jsou obsazené) se ¥adi do jediné fronty.

m Doby mezi pfichody po sobé& jdoucich zdkaznikd jsou nezavislé stejné
rozdélené nahodné veli¢iny s rozdélenim A.

m Doby obslohy, do nichZ se nezapotitdva doba ekani ve fronté&) jsou
nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny s rozdélenim B.

Poznamka 30. Rozdéleni dob p¥ichod( se zpravidla pfedpoklada:

m exponencidln{ ... M (Markovian)
m deterministické ... D (Deterministic)
m obecné ... G (General)

m Erlangovo, tj. ['(n,\) ... E, (Erlang)
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M/M/1, M/M/c a M/M/oo

Definice 24. Systémy hromadné obsluhy M /M /x jsou charakterizovany
tim, Ze prichody zdkaznik( se ¥idi homogennim Poissonovym procesem a
doby obsluhy maji exponencidlni rozdéleni.
Véta 41. Systémy M /M /x Ize popsat obecnym procesem zrodu a
zaniku.
Poznamka 31. Pro model:

BM/M/1: A\j=X0<j<o00 a pj=p 1<j<o0

BM/M/c: A=A 0<j<o0, pj=jp, 0<<c a

B =Cp, € <j <00

mM/M/oo:A\j=X 0<j<o0, po=0a pj=jp, 0<j< oo
BliZe viz p¥iklad o telefonni dstfedné s nekone¢né mnoho linkami nebo
ptiklad o dvojbudce s neomezenou frontou, tj. pfiklady 8 a 9.
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M/M/1, M/M/c a M/M/oo

Véta 42. Pro systémy M /M /x plati:
m M/M/1 : limitni pravdépodobnosti p, se Fidi geometrickym
rozd&lenim s parametrem 1 — \/p.
m M/M/c : limitni pravdépodobnosti p, se Fidi useknutym
Poissonovym rozd&lenim s parametry (c+1, A/u).
m M/M /oo : limitni pravdépodobnosti p, se ¥idi Poissonovym
rozd&lenim s parametrem A/ .

Véta 43. Pro systém M/M/c plati, Ze odchody ze stabilizovaného
systému s neomezenou frontou (beze ztrat, odpadani apod.)

s parametry A (vstup) a p (vystup) jsou op&t popsany homogennim
Poissonovym procesem s parametrem \!

Poznamka 32. Systémy M /M/c se tedy daji dob¥e kombinovat a za
ptedpokladu stabilizovatelnosti se chod vysledného systému da popsat
vhodnym Markovskym procesem.
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M/M/1

Poznamka 33. UvaZujme model M/M/1. Z v&ty 42 vime, Ze limitni
pravdépodobnosti p, ustdleného chovani popisujici polet zdkazniki
v ustdleném provozu systému se Fidi geometrickym rozdé&lenim
s parametrem 1 — \/pu. Odtud ze zdkladnich vlastnosti geometrického
rozdéleni vyplyva, Ze:

m Stfedni polet zdkaznikli v systému je A/(1 — A)

m Rozptyl pottu zdkaznikii v systému je —/( )

m Stiedni délka fronty je 3 jpj+1 = ( ) /(11— —)

Poznamka 34. Vsimnéme si, Ze rozdil mezi stfednim poctem zdkazniki
v systému a stfedni dobou fronty je A — 11 a nikoliv 1. Rozmyslete!
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M/M/1 — pokraovani

Poznamka 35. UvaZujme model M/M/1.

Potom doba T,, strdvena v systému zdkaznikem, ktery se zatadil jako
n-ty se ¥idi gamma rozd&lenim '(n+ 1, 1), nebot hledany &as se skldda
ze zbytkového &asu obsluhovaného zdkaznika a &asii obsluhy vSech
Cekajicich ve fronté, véetné naseho zakaznika.

Rozdéleni doby &ekdni T jednoho ndhodné& vybraného zakaznika je podle
véty o uplné pravdépodobnosti smési rozdé&leni T, s vahami danymi
pravdépodobnostmi ustdleného provozu p,. UkaZte, Ze:

P(T<t)=1—e WMt >0,

takze stfedni doba setrvani v systému je rovna ﬁ
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M/M/1 + M/M/1 = tandem
Sériové propojeni dvou systémi obsluhy M/M/1 se nazyvd tandemové
usporadani.
Podrobnosti jesté budou doplnény.
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Simulace M/M/1

for (i in 1:maximalni poCet zdkazniki){
if (aktcas >= maximalni Zas){break}
# simulace konci, pokud je dosaZeno maximdlniho Casu

while (min(Zasy naplénovanjch uddlosti) < &as pFichodu
dalsiho zakaznika){
# n&kdo skon&i obsluhu dfiv, neZ dorazi dalii zdkaznik
aktcas <- min(&asy naplanovanych uddlosti)
stav <- stav - 1
zéznam uddlosti, odebrédni zakaznika z~obsluhy

# zatatek obsluhy dalSiho zdkaznika
# (uvolnila se obsluZna stanice)
if (fronta neni prazdna){
délka obsluhy <- obsluha(aktcas,stav,stanice)
zatatek obsluhy zdkaznika, aktualizace fronty
}
}
# nejblizsi uddlosti je pfichod i-tého zdkaznika
aktcas <- Cas pfichodu dalsiho zdkaznika
stav <- stav + 1
zéznam udalosti

# pokud je volnad stanice, bude zdkaznik rovnou obsluhovan
if (n&kterd stanice je volnd){zatatek obsluhy zdkaznika}
else{zafazeni zakaznika na konec frontyl}

# urceni Casu pfichodu dalsiho zdkaznika
prichod dalsiho z&kaznika <- aktcas + prichod(aktcas,stav)}
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M/M/1
prichod odchod prichod
stav + 1 stav - 1 stav + 1
aktualni ¢as nejbliz§i udalost dalSi udalost
(udalost €. k) (€. k+1) (€. k+2)

Schéma prib&hu uvaZovaného simulagniho algoritmu.

2011/2012
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Pocet zakazniku v systemu

POZNAMKY K PREDMETU NMAI060

M/M/1
Vyvoj systemu v case
o _
N
o _]
—
o _|
—
LO —
o —
| T T T T T
0 100 200 300 400 500

Cas

Casovy vyvoj pottu zikaznikd v systému M/M/1 s parametry

A=lapu=12

2011/2012
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Pocet zakazniku

M/M/1

Histogram dob cekani zakazniku, kteri museli
na zacatek obsluhy cekat kladnou dobu

0 10 20 30 40 50

Doba cekani

Histogram doby ¢ekdni na zaatek obsluhy téch zdkaznikd, ktefi
museli ¢ekat kladnou dobu (v systému M/M/1 s parametry
A=1lapu=12).

2011/2012
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M/M/1

Odhady pravdepodobnosti stacionarniho rozdeleni

o
N
<] o skutecna hodnota
+ metoda MLE
8 X metoda podilu casu
v+
3 © 8
g +
g 3 i
g o N 2 x
2 ¢ X
[ @
o 8 i & &
X % ¢
S | x Y¢e e e
© T T T T T
0 5 10 15 20

Stav systemu

Srovnani metod odhadu pravdépodobnosti stacionarniho
rozd&leni v systému M/M/1 s parametry A =1 a p=1.2.
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O spolehlivosti lidi

Human error is here to stay
Anonymous
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Predpovéd spolehlivosti

P¥edpov&d spolehlivosti je proces, jeho? cilem u&it, jaké zmé&ny (opravy)
komponent, resp. blok(i systému podniknout, aby se zlepsila spolehlivost
celého systému.
Cile

m Porovnat riizna feseni

m Vyhodnotit spolehlivost pro riizné konfigurace

m Odhalit slabé body navrZzeného Feseni

m Vylepsit ndvrh systému
Nastroje

Klasické spolehlivostni techniky a modely

Analyza stromu poruch (fault tree analysis — FTA)

Markovské modelovani spolehlivosti

A PouZiti pravdépodobnostnich stromi atd.



J. ANTOCH, KPMS POZNAMKY K PREDMETU NMAI060 2011/2012

Stfedni doba do poruchy

Motto: Selhani systému nemusi byt zplsobeno pouze chybami
materidlu, hardware ¢&i software, ale také lidskymi chybami. Praktické
zkuSenosti ukazuji, Ze lidské konani mize byt popsdano podobné jako
spolehlivost stroji, vyrobki apod., tj. pomoci

m Y ...doby do (lidské) s chyby odpovidajici

m F(t) = P(Y < t)...distribu¢ni funkci

m f(t) = F/(t) ... hustotou

B R(t)=1— F(t) = P(Y >t) ...funkci spolehlivosti (p¥ezivani)
m \y(t) = 8 — ) intenzitou poruch t (hazard rate

R(t) 1—F(t)
function), kde P(t <Y <t+ A|Y > t)~ A - Ay(t)



J. ANTOCH, KPMS POZNAMKY K PREDMETU NMAI060 2011/2012

Stfedni doba do poruchy

m Snadno lze ukdzat, Ze mimo jiné plati:
R(t) = P(Y > t) = e*fot)\h/(u)du7

coz mize byt pouZito k predikci spolehlivosti, pokud se doby mezi
chybami (poruchami) ¥idi n&kterym zndmym rozdélenim.

m Odtud lIze ziskat obecny p¥edpis pro stfedni dobu mezi chybami
mean time to error (MTTE) pomoci

MTTE:/ R(t)dt:/ e~ Jo Au(u)du gy
0 0

m Mezi nejtypictéjsi rozdéleni uZivana ve spolehlivosti patfi
m exponencidlni
m Weibullovo
B gamma
m lognormalni
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Vybrané cile statisické inference

Pfedpokladejme, Ze sledujeme ¢asy mezi chybami a miZeme o nich
usuzovat, Ze jsou nezdvislé. Mezi hlavni cile statistické inference pat¥i
odhadnout zdkladni charakteristiky daného modelu a uréit pro né
odpovidajici intervaly spolehlivosti, t;j.

m odhadnout parametry zvoleného rozdéleni

m odhadnout stfedni dobu do poruchy EY

m funkci spolehlivosti R(t) v &ase t

® p % kvantil rozdéleni poruch (chyb)

MoZnosti je celd Yada, v zadsadé parametrické a neparametrické.
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Weibullovo rozdéleni

m Hustota Weibullova rozdéleni s parametry 5 a v ma tvar:

IN

(%)Vﬁlexp{—(y/ﬂ)”}, y >0,

; y <0,

fly: B, v)=

O W

kde EY =BT (1+1)a varY:52<r(1+§) —r2(1+§))

m MLE 3 and 7 parametrii 5 a v dostaneme jako FfeSeni soustavy
rovnic
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Weibullovo rozdéleni

m MLE EY is Bl'(l + %) Interval spolehlivosti pro E Y se nejprve
uréi pro

1
IogEY:Iog/5+IogF(1—|—71/) =n+logl(1+6)

a teprve potom transformuje pro E Y.

-~

m MLE pro log EY je )+ logl'(1+0) a pro jeho asymptoticky rozplyl
V(0)/n plati
V(8) = nvarfj+ n?(1 + 6) var 6 + 2n(1 + 6) cov (7, 9)

m Asymptoticky (1 — ) 100% konfiden&ni interval pro E'Y ma
hranice:

Br(1+1/0) exp{ — 1 a/0y/ V(3)/n}

Br(1+1/9) exp {un_apo\/V(3)/n}
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Weibullovo rozdéleni

m MLE odhad funkce p¥ezivani R(t) je E(\t) = exp( — (t/ﬁ)ﬁ)
m Asymptoticky (1 — a) 100 % konfiden&ni interval ma tvar

(R(f) — Ui_a/2 OR(t), R(t) + t1_a)2 3R(t)) :

—

kde Tg(s) je standardni odchylka R(t) s parametry nahrazenymi
MLE odhady etc.

m MLE p% kvantilu t, je t, = B exp {% log ( — log(1 — p))}
Asymptoticky (1 — «) % konfiden&ni interval Ize zaloZit na

log t, = Iogﬁ—i—%log(— log(1 — p)) =n+ dlog ( — log(1 — p)).

m etc. etc.
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Weibullovo rozdéleni (ptiklad)

058 029|093 |111]1.26
1.39 1 1.89 | 0.28 | 0.44 | 1.57
0.76 | 0.64 | 2.12 | 0.25 | 1.36
0.63 | 0.87 | 0.57 | 0.64 | 1.68

Y =0.963 a 02 = 0.29516

B =1.089, kde var 3 = 0.01868
7 = 1.876, kde var 7 = 0.10698
cov(B, 7) = 0.01400

EY =0.967

R(1) = exp{—(1/B)"} = 0.426
var R(1) = 0.007968

asymptoticky 95% konfiden&ni interval pro R(1) je bud
(0.251,0.601) nebo (0.267, 0.603)
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Vybrané dalsi cile statistické inference

P¥edpoklddejme, Ze jsme napozorovali doby mezi poruchami {Y;},
o nichZ mGZeme pfedpokladat, Ze tvofi ndhodny vybér. Statistika ddle
nabizi:

m testy o typu rozdéleni

m testy o parametrech zvoleného rozdéleni

m testy o zmé&nach modelu

m etc. etc.
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Vybrané dalsi cile statistické inference

P¥edpoklddejme, Ze jsme napozorovali doby mezi poruchami {Y;},
o nichZ miZeme p¥edpoklddat, Ze tvofi ndhodny vybé&r. Statistika ddle
nabizi:

m testy o typu rozdéleni

m testy o parametrech zvoleného rozdéleni

m testy o zmé&nach modelu

m etc. etc.

CO BYSTE MELI MiT ROZMYSLENO VY?
CO TYTO POJMY ATESTY ZNAMENAJI!
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FTA — Analyza stromu poruch

Formalni metoda pro vypocet sloZitych pravdépodobnosti pomoci
“kombinovani” jednoduchych, tzv. zakladnich, udélosti

Historie
m 1956 — Bell ve snaze zvysit spolehlivost balistickych sttel
m Dnes — Aeronautika, automobilovy priimysl, spolehlivost sloZitych
primyslovych systémi jako jsou atomové elektrdrny ¢i cognitive
sciences pro modelovani lidského chovani
Moznosti
m Graphicka reprezentace systému
m Odhaleni zdroji moZnych potiZi
m Vypoclet pravdépodobnosti poruch

m Etc., etc.
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Realny, byt u&ebnicovy, problém

Vasim ukolem je provést nasledujici tkol, ktery se sklada z “nezavislych”
podidloh X a Y.

m Aby byl tkol splnén, musi byt ob& podilohy provedeny bezchybné.

m Podiloha X se skldada z dvou podukoll X; a X5. Pro splnéni
podulohy X stadi splnéni alespori jednoho z téchto podukold.

m Podiloha Y se sklada z t¥# podukold Y7, Y2 a Y3. Aby byla splnéna
podiloha Y spravné, vsechny t¥i podikoly musi vyt vyFeseny
spravné.

m Podikohy Xi a Y; se skladaji ze dvou kroki, fekn€me x; a x», resp.
v1 a y». Pro korektni splnéni kaZdého z t&chto podukold musi byt
splnény korektné& oba kroky.

Ukol pro vas: Navrhn&te model pro vySe popsanou situaci a spoltéte
pravdépodobnost bezchybného splnéni tkolu.
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Realny, byt u&ebnicovy, problém

| Job J performed incorrectly |

| Task X performed incorrectly | | Task Y performed incorrectly |

X1 performed
incorrectly

Y3 per-
formed
incorrectly

¥1 performed Y2 performed
incorrectly Incorrectly

X2 performed
Incorrectly

x1 performed x2 performed 1 performed ¥2 performed
incorrectly incorrectly incorrectly incorrectly
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Realny, byt u&ebnicovy, problém

P(job J performed incorectly)
=0.1534
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Realny, byt u&ebnicovy, problém

P(jok J performed incorectly)
=0.1534
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Zakladni principy FTA

Strom poruch se skladd z drovni spojenych logickymi branami
popisujicimi vytvareni nezddoucich udalosti.

Z3akladni stavebni kameny

m Logické brany (logical gates)

m Zakladni udalosti (basic events), umoZiujici “rozklad” problému

m NeZadouci udalosti (undesired events): p¥esn& definované
negativni uddlosti jez jsou pro dany problém jednozna&né
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Reprezentace logickych bran

Symbol Nazev Popis
S
Uddlost S nastane tehdy,
OR gate nastane-li libovolnd z uddlosti
E1 nebo E
E1 E2
S

AND gate Uddlost S nastane nastanou-li
ob& udalosti E7 i E
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Reprezentace logickych bran

Nazev Popis

Exclusive Uddlost S nastane, jestlize

OR gate jedna z udalosti E; nebo Ep
nastane a druhd nikoliv

Priority Uddlost S nastane, jestlize

AND gate | udélosti £; a E; nastanou

v daném poradi

2011/2012
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Reprezentace udalosti

Symbol

Nazev

Popis

O

Basic event

Nejnizsi uroven chyb. Mezi zdkladni
uddlosti pat¥i poruchy individudlnich
komponent, liské chyby &i chyby soft-
ware.

Podmin&né uddlosti  zavisi na

Conditional [ , [ .
zakladnich poruchdch a jsou ve
event L.
stromu poruch umistény nad bra-
nami.
Uddlost ktera mdiZe byt zapnuta
House nebo vypnuta. Je.li zapnuta, ze od-
event povidajici pravdépodobnost vyskytu

poruchy nastavena na 1, jinak je na-
stavena na 0.

2011/2012
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Reprezentace udalosti

Symbol

Nazev

Popis

Undeveloped
event

Tato udalost nebyla, z jakéhokoliv
ddvodu, definovana.

Triangle in

UZivd se pro naznaleni opakovani
¢asti stromu poruch nebo jako po-
kracovani na dalsi strané.

A
S

Triangle out

PouZiva se ve spojeni s blokem Tri-
angle in.

2011/2012
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“Cut sets”

Definice: Cut set may be described as a collection of basic events that
will cause the top fault tree event to occur. A cut set is said minimal if
it cannot be further reduced but it can still to ensure the occurence of

the top fault tree event.

Minimum cut set

E, Cut set (order 1)
S: OR
E, AND E, Cut set (order 2)
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Jak nalézt “cut sets”?

“Cut sets” se zpravidla hledajici pomoci nastroji Boolovské algebry.

m Pro kaZzdy jev je definovand boolovska proménna.
m Boolovsky operator “." je p¥itazen brané AND Gate

m Boolovsky operdtor “+" je p¥itazen bran&€ OR Gate

Fault Tree je zjednodusen pomoci pravidel Boolovské algebry.
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Pravidla Boolovské algebry

2011/2012

Sum proprieties Product proprieties Negation
0+0=0 a+1=1 0.0=0 a.1=a 0=1
0+1=1 a+0=a 0.1=0 a.0=0 i=0
140=1 a+a=a 1.0=0 a.3=a a-a
1+1=1 a+a=1 1.1=1 2.3=0
Commutativity Associativity Distributivity

a.b=b.a a.(b.c)=(a.b.c a.(bro)=a.b+ra.c

a+b=b+a a+(b+ci=(as+b)+c (a+b).(c+d)=ac+ad+ bec+bd
Combined proprieties Margan’s theorem

a.la+b)=a (a+b).(a¢b)=a ey -

a+a.b=a (a+b).(a+c)=a+b.c

a+d.b=a+b (a+b).(d+c)=a.c+d.b a.b.c=a+b+c
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Kvantitativni analyza

m Pravdépodobnost neziadouci uddlosti je ddna vztahem
P(Undesired Event) :P(Cl + G+ + C,,)

:Zi”:l P(C) — Zi<j P(C-G)

o (CD)P(G L G)

m Bonferroniho approximace pro mald P(C;)

P(Undesired Event) ~ Zn

i:lP(G)’

resp.

Zi”:l P(Ci)~>_ P(Ci-Gj) < P(Undesired Event) <

i<j

1 P(C)
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Realny, byt u&ebnicovy, problém, naposledy

P(jok J performed incorectly)
=0.1534
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Vyhody a nevyhody FTA

Vyhody

Deduktivn& identifikuje poruchy (zdroje poruch)
Slou#i jako graficky ndastroj pro rozhodovani
Poskytuje ndhled na chovani celého systému

Je schopna se vyporadat i s velmi slozitymi systémy

Dovoluje se soustfedit v daném &ase na specifické chyby.

Dovoluje jak kvantitativni tak kvalitativni analyzu problému.
Nevyhody

m Analytik musi problému rozumét skutecné do hloubky

m Je ndro¢na na ¢as i ndklady

m Neni snadné provést jeji nezdvislou kontrolu

m Typicky pracuje pouze s uddlostmi typu ANO/NE a neni snadné
s jeji pomoci popsat systémy, které pracuji tzv. “napil” (&&stedné)
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Jiny ucebnicovy pfiklad

Batﬁery pmm Button
|
a "

Lamp

Wire

Fuse

Nezadouci udalost: Zmackneme vypina a lampa se nerosviti.

Ukol pro vas: Navrhnéte strom poruch a spotéte pravdépodobnost
nezadouci udalosti.
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O uzitecnosti stochastiky

MOHOU BYT VYSLEDKY PRAVDEPODOBNOSTI
A STATISTIKY UZITECNE TAKE PRO INFORMATIKY?
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O uzitecnosti stochastiky

MOHOU BYT VYSLEDKY PRAVDEPODOBNOSTI
A STATISTIKY UZITECNE TAKE PRO INFORMATIKY?

SOUDIM, ZE ANO,

A PROTO JSEMVAMO TOM
CELY SEMESTR POVIDAL



