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HLAVNI CiLE PREDNASKY

Hlavnim tématem této pfednasky je studium Markovskych fetézcl a
Markovskych procesl, jejich zobecnénim a aplikacim. Vice ¢i méné
podrobné probereme:

m Pojem rekurence v teorii pravdépodobnosti

m Nahodné prochazky

m Markovské fetézce s diskrétnimi stavy a diskrétnim ¢asem

m Markovské fetézce a zaCatky teorie informace

m Isinglv model a odSumovani obrazku

m Markov Chain Monte Carlo simulace

m Durbiniv—Watsonulv proces

Markovské procesy s diskrétnimi stavy a spojitym ¢asem
Modely rdstu a zaniku

Zaklady modell teorie hromadné obsluhy

Poisson(v proces
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JEVY S NIMIZ BUDEME PRACOVAT

m UvaZujme posloupnost opakovanych (ne nutné nezavislych')
pokusu, z nichz kazdy ma tutéz kone¢nou nebo spocetnou mnozinu
moznych vysledku {E]‘}jej, kde zpravidla 7 C Z, a

(E;\. Ep.....E;,) (1)
necht znati jev, Ze prvni pokus skoncil vysledkem Ej,, druhy pokus
skoncil vysledkem Ej,, ..., n-ty pokus skonCil vysledkem E; .

m Necht ¢ je néjaka vlastost kone¢nych posloupnosti (1) a necht
o kazdé posloupnosti typu (1) Ize jednoznacné rozhodnout, zda ma
¢i nema vlastnost £.

m Necht pro vechny koneéné posloupnosti (1) plati:
P(Ejs- - Ejs) = Zipeg P(Ej»- - Ejpin Ej) 1<n<o0, jped

Pfipomenme, ze jsou-li jevy {I:',-1,l:',-2, o E,-n} sdruzené nezavislé, potom

({66 8) - [] A(E)

k=1
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REKURENTNI JEVY

Def. 1: Vyrokem ¢ nastava na n-tém misté (koneéné nebo nekonecéné)
posloupnosti {Ej1 ,Ej, .. } budeme rozumét to, ze posloupnost

Joo
{Efw E

T E,-n} ma vlastnost £.

Def. 2: Vlastnost £ nazveme rekurentnim jevem, jestlize:
El ¢ nastane na n-tém a (n + m)-tém misté posloupnosti
{ij Ej. ..., Emm} tehdy a jen tehdy, nastal-li na poslednim misté
posloupnosti {Ej1 e Ejn} a na poslednim misté posloupnosti
{E,-,,+1 e Ejn+m} (jinymi slovy, jak posloupnost {Eh, ey E,-,,} tak
posloupnost {E,-,,+1 e E,-,Hm} ma vlastnost f)
A a jestize v takovém pfipadé plati:
A B A B
P(Ejy-- - Eip Ejniys -2 By ) = P(Ejis - B3 ) P(Ejpii- -+ Ejnim )

& & & &
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RECURRENT EVENTS

m Let & be an attribute of finite sequences; that is, we suppose that it is
uniquely determined whether a sequence {ij Ej,..., E,-n} has, or
has not, a characteristic &

m We agree that the expression & occurs at the n-th place of (finite or
infinite) sequence {Ej1 v Ejp, .. } means that the sequence

{Ef1 . Ej

TR
statement that the sequence {ij Ej,..., E,-n} has the attribute &

m This convention also implies, that the occurrence of £ at nth place
depends solely on the outcome of the first n trials.

m ltis also understood that when speaking of a recurrent event &, we
are really referring to a class of events defined by the property that
& occeurs.

, E,-n} has the property £ is an abbreviation for the
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RECURRENT EVENTS (DEFINITION)

Def. 3: The attribute ¢ defines a recurrent event if:

El In order that £ occurred at the n-th and n + m-th place of the

sequence {Ej1 JEjpy o, Emm} it is necessary and sufficient that &

occurs at the last place of each of the subsequences
(Ej.Ep.....E,}and [E; . E E

o1 Sz o0 Ejpgm

By the other words, both the sequence {E,-1 eees E,-,,} and the
E

sequence {Ej in +m} have property ¢

SRR
H If £ occurs at the nth place then identically

A B A B

P(Ej1"“’Efn’Ej Ejn+m):P(Eﬁ"“’Ejn)'P(Ejn+1""’Ejn+m

N1 s 00
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PRAVDEPODOBNOSTI NAVRATU {f,,}, {Un} A VZTAH MEZI NIMI

Def. 4: Kazdému rekurentnimu jevu & pfitfadme posloupnosti isel

fn= P(f nastane v n — tém pokusu poprvé) 1<n<o

Up = P(f nastane v n — tém pokusu) 1<n<oo

Dodefinujme formainé fy = 0, uy = 1 a zavedme vytvotujici funkce
F(x) =30 X" @ U(x) = X5 o upx".

Véta 1: Mezi pravdépodobnostmi {f,} a {u,}, resp. mezi jejich
vytvofujicimi funkcemiF(x) a U(x), plati rekurentni vztah:

Un = foun + fiup_1 + ...+ fag, n=>1

Fx)U(x) =U(x)-1, —-1<x<1
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PRIKLADY REKURENTNICH JEVU

Priklad 1: Uvazujme posloupnosti nezavislych pokusu s alternativni
odpovedi s pravdépodobnosti zdaru p.

Rekneme, Ze jev & nastal v &ase n, jestlize poéty zdar(i a nezdarti

v prvnich n pokusech si jsou rovny. Srovnejte s pfikladem 6.

Priklad 2: UvaZzujme ¢astici, ktera se pohybuije po celociselnych bodech
v roviné tak, Ze v kazdém kroku se posune o jednotku vlevo, vpravo,
nahoru nebo doll, a to nezavisle na pfedchozich krocich. Jednotlivé
moznosti nemusi byt nutné stejné pravdépodobné.

Rekneme, Ze jev & nastal v &ase n, jestlize jsme se vratili do vychozi
pozice.
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PRIKLADY REKURENTNICH JEVU (POKR.)

Priklad 3: Uvazujme &astici, ktera se pohybuje po celoCiselnych bodech
v prostoru tak, Ze v kazdém kroku se posune o jednotku vlevo, vpravo,
nahoru, dold, dopfedu nebo dozadu, a to nezavisle na pfedchozich
krocich. Jednotlivé moznosti nemusi byt nutné stejné pravdépodobné.
Rekneme, Ze jev & nastal v &ase n, jestlize jsme se vratili do vychozi
pozice.

Ukol: Ukazte, 7e pokud se jedna o symetrickou nahodnou prochazku, .
pohyby v jednotlivych smérech jsou stejné pravdépodobné, potom

Uop < konst/(n+/n) a rozhodnéte o klasifikaci tohoto rekurentniho jevu.
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PRIKLADY REKURENTNICH JEVU (POKR.)

Priklad 4: Uvazujme Rubikovu kostku, tj. mechanicky hlavolam tvofeny
zpravidla krychli sloZzenou z dil¢ich barevnych krychlicek. NejbéznéjSim
typem kostky je model 3 x 3 x 3. Celkovy pocet kombinaci pro tento
model je 43252003 274 489 856 000 ~ 43.25 x 10'® (Wikipedia). Ukolem
zpravidla je rotacemi preusporadat jednotlivé dilCi krychlicky tak, aby
kazda sténa byla obarvena jen jednou barvou.

Rekneme, Ze jev & nastava v ase n, jestlize jsme se vratili do vychozi
pozice, jiz muze byt libovolné rozestaveni dil¢ich krychlicek.


http://cs.wikipedia.org/wiki/Rubikova_kostka
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PRIKLADY REKURENTNICH JEVU (POKR.)

Priklad 5: Uvazujme posloupnosti nezavislych pokusu s alternativni
odpovédi (Z,N) s pravdépodobnosti zdaru p. Zajimejme se o néktery
vzor moznych vysledkU, napf. ZZZ, ZZNZN, apod.
Rekneme, Ze jev & nastava v &ase n, jestlize na konci posloupnosti
n-pokus( pozorujeme dany vzor. Aby jev & vyhovoval definici
rekurentniho jevu, budeme vzdy po ukonéeni takové série nacitat zdary
Znovu.
V ptipadé vzoru ZZZ to znamena, ze nY, (n —1)" a (n — 2)" pokus
skonéil vysledkem Z, takZe v posloupnosti ZZZNZZZZ rekureni jev &
nastava v Case tretim a sedmém.
Ukol: Spoététe pravdépodobnosti u, a f,, a jejich approximace. Vyuzijte
k tomu:

El Vhodny stavovy automat.

A Fakt, ze (mimo jiné) plati

P® = Un + PUp-1 + p?Up-2, N> 3.
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PRIKLADY REKURENTNICH JEVU (POKR.)

Assume a sequence of independent trials with dichotomous response
(T,F). We say that recurrent event & occurred in time n if some prescribed
pattern as, e.g., TTT or TTFTF, occurred at the end of n trials and we
start from scratch every time a pattern is completed.

e The term “success run of length r” has been defined in the literature in
several different ways. It is largely matter of convention and convenience
whether a sequence of three consecutive successes is said to

contain 0, 1, or 2 runs of length 2, and for different purposes different
definitions have been adapted. However, if we are to use the theory of
reccurent events, then the notion of runs of length r must be defined so
that we start from scratch every time a run is completed. This means
adapting a following definition:

e A sequence of n letters T and F as many runs of length r as there are
nonoverlapping uninterupted successions of exacty r letters T. In a
sequence of Bernoulli trials a run of length r occurs at the n' trial, if the
n'" trial adds a new run to the sequence.

e Thus in a series SSSSFSSSSSS we have thre runs of length 3, and
they occur at trials 3, 8, 11; there are five runs of the length 2, and they
occur at trials 2, 4,7, 9, 11.
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PRIKLADY REKURENTNICH JEVU (POKR.)

Pozn. 1: ,Nahodné prochazky“ po grafech, po vrcholech krychli {0, 1}",
atd., mohou byt téz ¢asto popsany pomoci rekurentnich jevu.
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OPAKOVANE VYSKYTY REKURENTNICH JEVU
Pozn. 2:

m Jelif=3, f, =1, pak Ize {f,} povazovat za rozdéleni
pravdépodobnosti nahodné veliiny Ty popisujici ¢ekani na prvni
vyskyt rekurentniho jevu &.

m Je-li f < 1, pak doba ¢ekani T; je tzv. nevlastni nahodna velicina,
ktera nabyva s kladnou pravdépodobnosti (= 1 — f) nevlastni
hodnoty oo, kterou interpretujeme tak, ze rekurentni jev £ nenastal.

m Zdlraznéme, Ze pravdépodobnosti {u,} netvofi rozdéleni
pravdépodobnosti.
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OPAKOVANE VYSKYTY REKURENTNICH JEVU
Pozn. 3:

m Jelif=3, f, =1, pak Ize {f,} povazovat za rozdéleni
pravdépodobnosti nahodné veliiny Ty popisujici ¢ekani na prvni
vyskyt rekurentniho jevu &.

m Je-li f < 1, pak doba ¢ekani T; je tzv. nevlastni nahodna velicina,
ktera nabyva s kladnou pravdépodobnosti (= 1 — f) nevlastni
hodnoty oo, kterou interpretujeme tak, ze rekurentni jev £ nenastal.

m Zdlraznéme, Ze pravdépodobnosti {u,} netvofi rozdéleni
pravdépodobnosti.

Véta 2: Oznatme f,(,r), 1 < n < o0, pravdépodobnost jevu, ze £ nastane

po r-té v n-tém pokusu, a polozme fér) = 0. Potom plati
r*
(i) = )

kde {fn}r* znaci r-tou konvolu¢ni mocninu posloupnosti {fn}.
Véta 3: Pravdépodobnost jevu, Ze rekurentni jev nastane v nekone¢né
posloupnosti pokusl alespon r-krat je rovna ', kde f = >, fi.
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KLASIFIKACE REKURENTNICH JEVU

Def. 5: Rekurentni jev £ se nazyva trvaly, je-li f = 1, respektive
pfechodny, je-li f < 1, kde f = X7 fs.

Véta 4: Pravdépodobnost toho, zZe rekurentni jev & nastane v nekone¢né
posloupnosti pokust nekoneéné mnohokrat je rovna jedné, jedna-li se
o jev trvaly, a je rovna nule, jedna-li se o jev prechodny.

Véta 5: Rekurentni jev ¢ je pfechodny tehdy a jen tehdy, je-li

Yim—o Un < 4o0.Vtom pfipadé je f = (u—1)/u,kde u = Y>> up.

Def. 6: Je-li f = 1, 0znaCme u = E Ty = )", nf, a interpretujme ji jako
stfedni dobu navratu rekurentniho jevu &.

Def. 7: Trvaly rekurentni jev £ se nazyva nenulovy, jestlize u < 4o,
respektive nulovy, jestlize u = +co.

Def. 8: Rekurentni jev ¢ se nazyva periodicky, jestlize existuje pfirozené
A > 1 tak, ze u, = 0 pro vSechna n, ktera nejsou délitelna A. Nejvétsi
Cislo A s touto vlastnosti se nazyva periodou jevu &.
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PRIKLADY REKURENTNICH JEVU (POKR.)

Priklad 6: Uvazujme posloupnosti nezéyislych pokusu s alternativni
odpovédi s pravdépodobnosti zdaru p. Rekneme, Ze v Case n nastava
jev &, jestlize poCty zdar(l a nezdart v prvnich n pokusech jsou si rovny.
Ukazte, Ze se jedna o periodicky rekurentni jev, ktery je:

m Prop = 1/2trvaly.

m Pro p # 1/2 pfechodny.

m Spoctéte pravdépodobnosti u, a f, a jejich aproximace.

n

m U(x) =20, (2:)(PQX2) = \/#W
F(x) =1- \T=4poc
fon-1 =0, fon = (3 2)p"q". n=1.2,...
Prop =1/2je usp1 = 0a Uy ~ 1/ 7n.
Nasimulujte nékolik realizaci této ndhodné prochazky délky alesporn
10° pro rdzné hodnoty p, a nezapomeiite ptitom na volbu p = 1/2.

m Nakreslete si odpovidajici grafy a rozmyslete.
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PRIKLADY REKURENTNICH JEVU (POKR.)

Priklad 7: Uvazujme Castici, ktera se pohybuje po celo&iselnych bodech
v rovine tak, ze v kazdém kroku se posune o jednotku vlevo, vpravo,
nahoru nebo dold. VSechny &tyfi moznosti jsou stejné pravdépodobné

a nezavislé na predchozich krocich. Rekneme, Ze rekurentni jev &
nastava v ¢ase n, jestlize jsme se po n-krocich vratili do vychozi pozice.
Ukazte, ze se jedna trvaly periodicky rekurentni jev. Spoctéte
pravdeépodobnosti u, a jejich aproximace.

Ukol: Ukazte, 7e pokud se jedna o symetrickou nahodnou prochazku, .
pohyby v jednotlivych smérech jsou stejné pravdépodobné, potom

usp, = 1/mn. Déle odvodte podobné charakteristiky jako v ptikladu 6, t].
fa, U(x), F(x), atd.

Priklad 8: Uvazujme Castici, ktera se pohybuje po celo&iselnych bodech
v prostoru tak, Ze v kazdém kroku se posune o jednotku vlevo, vpravo,
nahoru, dold, dopfedu nebo dozadu. VSechny tyto moznosti jsou stejné
pravdépodobné a nezavislé na predchozich krocich. Rekneme, Ze
rekurentni jev & nastavav Case n, jestlize | jsme se vratili do vychozi

D I | T A D I Y T AL Y L A T T 2 e Y A
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LimiTNi VETA

Véta 6: Necht rekurentni jev & je trvaly neperiodicky. Potom:

;
L <
||m u” — {# M 0
n—oo 0 U =0
Véta 7: Necht rekurentni jev & je trvaly periodicky s periodou 1. Potom
4 M < 0
||m Un/{ =qH
n—oo O U= o0

Pozn. 4: Dukaz se provadi pomoci tvrzeni uvedeném v poznamce 60
a v poznamce 57.
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ASYMPTOTICKE ROZDELENI CETNOSTi REKURENTNICH JEVU
(ROVNICE OBNOVY)

Véta 8: Necht rekurentni jev & je trvaly. Oznatme N, poGet vyskytu & do
gasu na T(") dobu &ekani na r-ty vyskyt £. Potom jevy [N, > r] a

[T() <n], 1 <r<n<co,jsou ekvivalentni. Pfedpokladejme déle, Ze
rozdéleni dob prvnich navratd méa konecnou stfedni hodnotu i a

kone&ny rozptyl o2. Potom N, 2 N(ﬁ ”#%2) aTh?® N(r,u, r0'2), tj.

im p| NoZ Nk

" _
lim P(u < x) —o(x)  VxeR

r—oo r0_2

X
1
(x) = f =

x] = d(x) Vx € Ry



J. ANTOCH, KPMS MARKOVSKE RETEZCE A PROCESY - 2023 6. ledna 2025, 9:35, 21/113

ASYMPTOTICKE ROZDELENI CETNOSTi REKURENTNICH JEVU

Véta 9: Necht rekurentni jev & je trvaly nenulovy. Potom pro n — oo plati
E N, ~ n/u, kde u je stfedni doba navratu a N, znaci pocet vyskytd & do
¢asu n.

Pozn. 5: Necht rekurentni jev £ je trvaly nulovy. Potom E N, neni obecné
fadu n'. Ukazte, Ze pro model nahodné prochézky po pfimce popsany
v prikladu 6 plati E Nop ~ 2+/n/nx.
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ALTERNATIVNI PRISTUP K ZAVEDENI REKURENTNICH JEVU

Necht T;, 1 < i < r, jsou nezavislé celo¢iselné nahodné veli¢iny majici
totéz rozdéleni {f,}, kde T; interpretujeme jako dobu, ktera uplyne mezi
(i —1)-nim a i-tym vyskytem & (tzv. doba navratu). Pak

TO =T, +...+T,
interpretujeme jako dobu Cekani na r-ty vyskyt &.
Def. 9: Necht T;, 1 < i < r, jsou nezavislé celotiselné nahodné veliciny
majici totéz rozdéleni {f,}. Potom vyrok:
m rekurentni jev & nastal v Case n ztotoznime s vyrokem
existuje r tak, ze
T1+To+...+T,=n
m rekurentni jev & nastal v ¢ase n po r-té ztotoznime s vyrokem
TT1+To+...+4T,=n
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REKURENTNI JEVY SE ZPOZDENIM

Rekurentni jevy se zpozdénim Ize zavést zplisobem naznacenym v df 9.
Def. 10: Uvazujme nezavislé celoCiselné nahodné veliiny Tq, T, ..., kde
Ty ma rozdéleni {bn}, zatimco To, T3, ... maji rozdéleni {fn}. Rekneme, Ze
rekurentni jev se zpozdénim & nastal v Case n po r-té, jestlize

Ti+Tod...+T,=n (2)

resp. rekurentni jev se zpozdénim & nastal v Case n, jestlize existuje r
tak, ze plati (2).

Pozn. 6: V df 10 interpretujeme T jako dobu Cekani na prvni vyskyt &,
zatimco To, T3, ... jako doby navratu.

Priklad 9: Uvazujme Rubikovu kostku, viz pt. 9, s libovolnym nastavenim
krychli¢ek na po¢atku. Ukolem budiz rotacemi preusporadat jednotlivé
dilei krychlicky tak, aby kazda sténa byla obarvena jen jednou barvou
(podatedni stav). Rekneme, Ze jev & nastava v ¢ase n, jestlize je kostka
v pocateCnim stavu. Zpozdénim Ty je rozdéleni (nahodné) trajektorie
potiebné k prvnimu dosazeni pocatecniho stavu.
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REKURENTNI JEVY SE ZPOZDENIM

Véta 10: Necht u, znadi pravdépodobnost jevu, Ze rekurentni jev se
zpozdénim & nastal v ¢ase n. Necht uy = fo = by = 0. Potom

up = by + foup + ... + falp, . {un} = {bn} + {fn} * {un}

Pozn. 7: Uvédomme si, Zze nasleduijici jevy jsou ekvivalentni

[f nastal v Case n] =

n-1
U [f nastal v ¢ase n a pfedtim naposledy v Case k ]
k=1

U [f nastal v ¢ase n poprvé]
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RovnIcE oBNOvY

Pozn. 8: Limitni véty pfedchozich odstavcl Ize povazovat za specialni
pfipady obecné véty, kterou Ize formulovat analyticky bez pouziti
pravdépodobnostnich pojmi. Poznamenejme, Ze tato véta ma také
pravdépodobnostni vyznam.

Def. 11: Necht ag, a(, @, ... a b, by, bs, . .. jsou dvé posloupnosti takové,

Zeap=0,0<a,<1,b,>20,n=0,1,2,..., 2 b, < co. Polozme
Un:bn+a0Un+a1Un71...+anU0, n:0,1,2,,t]
{un} = {on} + {an]  {un} )

Vztah (3) nazveme rovnici obnovy.

Pozn. 9: Pro vytvoftujici funkce posloupnosti {an}, {bn} a {un} uvazované
v df 11 plati

Ux)=B(x)+A(x)U(x) = Ux)=
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RovNICE oBNOvY (POKR.)

Def. 12: Posloupnost {a,} nazveme periodickou, existuje-li A > 1 tak, ze
ap = 0 pro vSechna n nedélitelna 1. Nejvétsi takové 1 nazveme

periodou.
Véta 11: Necht posloupnost {a,} je neperiodicka. Potom plati:
B Jeli }» | a, <1, potom > | U, < co.
A Je-li 37, ap = 1,1j. kdyz Ize {a,} povazovat za rozdéleni doby
navratu néjakého trvalého neperiodického rekurentniho jevu &,

potom

||m Up =

n—oo

’

{Z;oo bn/Zf:1 nan, 2?11 nap < oo,

H Je-li 3}, a; > 1, potom pro n — oo je

B(x)

x=1

kde x < 1 je jediny kofen rovnice A(x) = 1.
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RovNICE oBNOvY (POKR.)

Véta 12: Necht posloupnost {a,} je periodicka s periodou A. Potom plati:
E Jeli }» | a, <1, potom X | u, < co.
H Je-li y = oo, potom limp_ Up = 0.
E Jelip<ocoa} ; a)=1,1. kdyz Ize {a,} povaZzovat za rozdéleni
doby navratu nejakého trvalého periodického rekurentniho jevu &,
potom pro 0 < j < A plati:

. Ao braj o1 ko bk
im 1y = TEA0 S = R X
n—oo lu n—oco N = /’l



J. ANTOCH, KPMS MARKOVSKE RETEZCE A PROCESY - 2023 6. ledna 2025, 9:35, 28/113

MARKoOVOVY RETEZCE

Def. 13: Nahodny proces {X,,, n=0,1,.. } nabyvajici hodnoty z nékteré
koneéné nebo spocetné mnoziny hodnot nazveme homogenni diskrétni
Markoviv Fetézec s matici prechodd P = {p;}, jestlize Vio. ir. ... in1.1.]
aVn e Ny plati

P(Xnst = J1 X0 = 0. Xpt = In-1,.... X1 = X1, Xo = Io)
= P(Xn1 = 1% = i) = pj
Pokud
P(Xns1 = j1Xn = 0. Xpt = In-1,.... X1 = X1, Xo = Io)

= P(Xos1 =1%o = 1) = p{".
hovofime 0 nehomogennim diskrétnim Markovové retézeci.
Pozn. 11:

m Hodnoty pj; reprezentuji pravdépodobnost jevu, ze je-li proces ve
stavu i, tak dals§im stavem bude j.

m Ziejme p; >0a ,;p; =1Vi
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MARKovVOVY RETEZCE

Def. 14: Posloupnost pokusl, z nichz kazdy ma tu samou kone¢nou
nebo spocetnou mnozinu moznych vysledku Eq, Ep, ..., nazveme
Markovovym fetézcem (MR), jestlize pravdépodobnosti kazdé koneéné
posloupnosti vysledkl (pokust nultého az n-tého) je dana vztahem

P(Eip» Ejr» - - -+ Ej) = @ioPojs - - - Plo1jn (4)

kde ax, k = 1,2,... jsou pravdépodobnosti vysledkd nultého pokusu a
Pk, 1 < j, k < +oo, je (pro v8echny pokusy taz) podminéna
pravdeépodobnost vysledku Ex za podminky vysledku E; v pokuse
predchozim.

Pozn. 12: Posloupnost {ax} nazyvame pocate¢nim rozdélenim
pravdépodobnosti, podminéné pravdépodobnosti px nazyvame
pravdépodobnostmi pfechodu. Zatimco tedy k popisu nezavislych jeva
staéi znat pravdépodobnosti p;, k popisu MR potfebujeme znat a = {ax}
aP= {pjk}. Vsimnéme si, Zze }; pj =1 Vie N.
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OBECNEJSI DEFINICE MIARKOVOVA RETEZCE

Mé&jme MR se stavy Sy, Ss, ... s po&ateénim rozdélenim {aj} a matici
prechodl P = {p,-,-}. Zavedme celogiselné nahodné veli¢iny (cnv)
Xn, 0 < n < oo pfedpisem

Xn nabyva hodnoty j < je fetézec v Case n ve stavu S;
Potom Vig, i1, ..., in_1,i,j @ ¥n € Ny plati

P(X =Jj) = g
P(Xnt1 = j1 X0 = i, Xnt = in-t,.... Xo = x1, X0 = lo) = pj

Pozn. 13: Markovovsky fetézec se Casto ztotoznuje s takto
zkonstruovanou posloupnosti ndhodnych veli¢in. Pozadujeme-li spinéni
,pouze druhé rovnosti*, tj. pro p;, dostaneme:

Def. 15: Posloupnost cnv X,,, n € Ny, nazveme Markovskym fetézcem,
jestlize Vip, i1, ...,in_1,0,j @a¥n € Nq plati

P(Xns1 =j1Xn = 0. Xnt = In-1,.... X1 = X1, Xo = Io)
= P(Xns1 =1 X, =)
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PRrikLADY MARKOVOVYCH RETEZCU

El Nahodna prochazky po ptimce.

H Nahodna prochazky po pfimce s odrazejicimi sténami.

El Nahodna prochazka po pfimce s pohlcujicimi sténami.

1 Ehrenfestiv mysleny pokus. Necht n rozlisitelnych molekul je
rozdéleno do dvou nadob oznacenych A a B. V kazdém kroku se
nahodné zvoli jedna molekula s tou samou psti 1/n a pfemisti se do
nadoby opacné. Stavem systému je pocet molekul v nadobé A.

B Modifikovany Ehrenfesttv mysleny pokus. Necht n rozliitelnych
molekul je rozdéleno do dvou nadob oznacenych A a B. V kazdém
kroku se nahodné zvoli jedna nadoba a jedna molekula z ni se
premisti se do nadoby opacné. Stavem systému je poCet molekul
v nadobe A.

[@ Posloupnost nezavislych opakovanych pokusu.

Ulohu o zruinovani hrage.

El Rubikova kostka.
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PsTI PRECHODU VYSSiCH RADU

Véta 13: Pravdépodobnosti pfechodu ze stavu S; do stavu Sy po

n-krocich, jez oznac¢ime pj(k”), dostaneme jako prvky matice P". Je
zvykem dodefinovat P? = I.
Pozn. 14: Matici P” mizeme spoéitat fadou zplisobU:

m Postupnym umocnovanim matice prechodu P

m Pfimo z definice (principu).

m Pomoci Perronova vzorce pfi znalosti vlastnich Cisel Pu atd.

Def. 16: Vedle podminénych pravdépodobnosti pj(k”) zavedme

nepodminéné (absolutni) pravdépodobnosti a!E")

jevu, ze systém je v Case n ve stavu Sy.
Pozn. 15: Zfejmé plati, Ze:

Existuje-li limp_ e p(k) nezavisla na j, pak existuje takeé limp_.., a,

jsou si rovny.

jako pravdépodobnosti

" a
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ZNACENI

] fj](.”) ... pravdepodobnost prvniho navratu do stavu S; v Case n,
byl-li fetézec v Case 0 ve stavu S;
] fij(.”) ... pravdépodobnost prvniho priichodu stavem S; v ¢ase n,
byl-li fetézec v €ase 0 ve stavu S;
P pravdépodobnost jevu, Ze systém je v Case n ve stavu S,
byl-li fetézec v Case 0 ve stavu S;
P pravdépodobnost prichodu stavem S; v Case n,
byl-li fetézec v Case 0 ve stavu S;
Véta 14: Polozme £” = 0, % =0, pi¥ =1, pi¥ =0, p{V) = p;
Potom plati

i = Al 1 fVpl" D AT Vg AP0 1 < <oo,

(o) = {67} + {67} * (o))
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KvasiFikace stavu MR

Véta 15: V Markovoveé fetézci zvolme pevneé stav S;.
B Je-li fetézec na pocatku ve stavu S;, pak kazdy prichod systému
stavem S; je rekurentni jev.
3] Je-li fetézec na pocatku ve stavu S;, pak kazdy priichod systému
stavem S; je rekurentni jev se zpozdenim.
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KvasiFikace stavu MR

Véta 15: V Markovoveé fetézci zvolme pevneé stav S;.
B Je-li fetézec na pocatku ve stavu S;, pak kazdy prichod systému
stavem S; je rekurentni jev.
3] Je-li fetézec na pocatku ve stavu S;, pak kazdy priichod systému
stavem S; je rekurentni jev se zpozdenim.

Teorie Markovovych fetézcli je v podstaté teorii rekurentnich jevu.
Nové je to, Ze jich studujeme vice souc¢asné !!!
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KvasiFikace stavu MR

Véta 15: V Markovoveé fetézci zvolme pevneé stav S;.
B Je-li fetézec na pocatku ve stavu S;, pak kazdy prichod systému
stavem S; je rekurentni jev.
3] Je-li fetézec na pocatku ve stavu S;, pak kazdy priichod systému
stavem S; je rekurentni jev se zpozdenim.

Teorie Markovovych fetézcli je v podstaté teorii rekurentnich jevu.
Nové je to, Ze jich studujeme vice souc¢asné !!!

Pojmy o klasifikaci rekurentnich jevl se beze zmény prenaseji i na
stavy Markovova fetézce.

Véta 16: V Markovové fetézci zvolme pevne stav S;.

()

m Stav S; je pfechodny < >, pj < oo V takovém pfipadé také

Py p,.(j ) < o pro v8echna .

m Stav S je trvaly nulovy < > pj(.”)

V takovém pfipadé také lim_e plg.”)

= 0 pro v8echna i.
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KvasiFikace stavi MR (POKR.)

Véta 17: V Markovoveé fetézci zvolme pevneé stav S;.
m Je-li stav S; trvaly nenulovy neperiodicky, potom

1 f o
lim pl” = = Jim p\” =L i) kde fi=> )
Hj

n—oo K n—oo k=11

m Je-li stav S; trvaly nenulovy periodicky s periodou 1, potom

/12,( . f(k/Prv)
Hj
Dale plati

) _ i —m) _ 1= ()
APy = Koy = Dt P
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NEROZLOZITELNE A ROZLOZITELNE RETEZCE

Def. 17: Rekneme, Ze stav S je dosazitelny ze stavu Sj, jestlize

existuje n > 0 takové, ze p].(k”) > 0.

Pozn. 16: Ve smyslu df 17 je kazdy stav dosazitelny sam ze sebe, nebot
pj = 1.

Def. 18: Neprazdna mnozina stavll C se nazyva uzaviena, jestlize zadny
stav vné C neni dosazitelny z zadného stavu v C. Nejmensi uzaviena
mnozina obsahujici danou mnozZinu stavl se nazyva jejim uzavérem.
Véta 18: MnoZina stavl C je uzaviena < pyx = 0 prov8echna S; € C a
Sk ¢ C.

Def. 19: Je-li jednobodova mnozina {S;} uzaviena, tj. je-li pj = 1, pak se
stav S; nazyva absorbcni stav.

Pozn. 17: Vynechame-li v matici pfechodll P Markovova fetézce fadky a
sloupce odpovidajici stavim vné uzaviené mnoziny C, dostaneme opét

stochastickou matici. Mnozina C tedy také pfedstavuje Markovoviv
fetézec, kterému se fika podretézec plvodniho Markovova fetézce.
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NEROZLOZITELNE A ROZLOZITELNE RETEZCE (POKR.)

Def. 20: MR se nazyva nerozlozitelny, jestlize v ném kromé mnozZiny
vSech stavll neexistuje zadna jina uzaviena mnozina stavl. V opaéném
pfipadé se nazyva rozlozitelny.

Véta 19: Retézec je nerozloZitelny < kazdy jeho stav je dosazitelny

z kazdého jiného stavu.

Véta 20: Retézec s kone¢n& mnoha stavy je rozlozitelny < odpovidajici
matice P je po pfipadném precislovani stavl tvaru

_(Pi O
=% 5

kde v diagondlnich blocich stoji ¢tvercové matice.

Pozn. 18: Rekneme-li, Ze stavy Sj a S jsou téhoz typu, budeme tim
rozumét, Ze jsou bud oba pfechodné, nebo jsou oba trvalé nulové, nebo
jsou oba trvalé nenulové a soucasné jsou bud oba neperiodické nebo
oba periodické s toutéz periodou.
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NEROZLOZITELNE A ROZLOZITELNE RETEZCE (POKR.)

Véta 21: Je-li stav Sk dosazitelny ze stavu S; a naopak, stav S; je
dosazitelny ze stavu Sk, pak jsou oba stavy téhoz typu.

Véta 22: V nerozlozitelném MR jsou v8echny stavy téhoz typu.

Véta 23: V MR s kone&né mnoha stavy neexistuji stavy nulové a neni
mozné, aby vSechny stavy byly pfechodné.
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STACIONARNI ROZDELENI

Def. 21: M&jme nerozlozitelny MR s matici pravdépodobnosti
pfechodu P. Rozdéleni {v;} se nazyva stacionarni rozdéleni tohoto

fetézce, jestlize
vj = Zi vipjj V]

Tento vztah Ize maticové zapsat jako v = P’v, kde P’ znaéi matici
transponovanou k P.

Véta 24: V nerozlozitelném MR existuje stacionarni rozdéleni < véechny
stavy jsou trvalé nenulové. Toto stacionarni rozdéleni v je jediné a pro
vSechna i, j plati:

vi = lim p,.(].”) >0 v neperiodickém piipadé
n—oo
L LN () e
vi= lim — Zk:1 p: ' >0 v periodickém ptipadé

n—co N U
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STACIONARNI ROZDELENI (POKR.)

Pozn. 19: V nerozlozitelném MR s kone&né mnoha stavy jsou dle véty 22
a 23 vSechny stavy trvalé nenulové, takze stacionarni rozdéleni existuje.

Def. 22: Matice s nezapornymi prvky takova, ze vSechny fadkové i
sloupcové soucty jsou rovny jedné, se nazyva dvojné stochasticka.

Véta 25: Méjme nerozlozitelny fetézec s dvojné stochastickou matici.
Je-li pocet stavl koneény, feknéme n, potom stacionarni rozdéleni je
rovnomerné, tj. vi = 1/npro 1 < i < n. Je-li poCet stavli nekonecny,
potom stacionarni rozdéleni neexistuje.

Priklad 10:

m Naleznéte stacionarni rozdéleni pro nahodnou prochazku s dvéma
odrazejicimi sténami.

m Zjistéte, pro které hodnoty p existuje stacionarni rozdéleni v pfipadé
nahodné prochazky s odrazejici sténou v nule a nechrani¢enou
zprava.

m Naleznéte stacionarni rozdéleni pro Ehrenfestim mySleny pokus.
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ReverziiLNi MARKOVOVY RETEZCE

Def. 23: UvaZujme nerozloZitelny MR (P, a). Jestlize existuiji kladna &isla
mitak, ze mipj = mjpi Vi, j, Fekneme, Ze MR je reverzibilni.

Pozn. 20: Uvazujme nerozlozZitelny reverzibilni MR (P, a) pro ktery

>.imi = 1. Potom plati:

PXo=i,Xi=j,Xo=k)=P(Xo =k, X1 =j,Xo =) Vi j, Kk

Véta 26: Jestlize MR (P, A) je reverzibilni, potom odpovidajici vektor r je
jeho stacionarnim rozdélenim pokud ;7 = 1.

Pozn. 21: Pfedchozi tvrzeni neplati naopak, tj. existence stacionarniho
rozdéleni neimplikuje, Ze se nutné jedna o reverzibilni MR.

Priklad 11: Rozhodnéte, zda pro fetézec popsany schématem
1 1 1
S — 85— 85— 5

existuje stacionarni rozdéleni a zda je tento MR reverzibilni.
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RozLOZITELNE RETEZCE

Pozn. 22: Pfipomenime, ze dle df 18 se neprazdna mnozina stavd C
nazyva uzaviena, jestlize zadny stav vné C neni dosazitelny z zadného
stavu uvnitf C. Nejmens$i uzaviena mnozina obsahujici danou mnozinu
stavl se nazyva jejim uzavérem.

Véta 27: Uvazujme rozlozitelny MR s kone¢né mnoha stavy. Potom
pravdépodobnost jevu, ze fetézec skonéi v nékteré uzaviené
podmnoziné stavi konverguje pro n — o k 1 bez ohledu na to, kde
fetézec zacal.

Pozn. 23: Uvazujme rozloZitelny MR s kone&né mnoha stavy a matici
prechodl P. Konstruujme postupné matice P2, P2, ..., kde

S 0 S2 0 s® o
R Q RS+QR @2?) \... @°
e e e

P P2 PS

Potom limp. Q" =0a p,.(].") — 0 exponencielné rychle pro kazdé dva

stavy S; a S;, jeZ jsou pfechodné.
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RozLOZITELNE RETEZCE

Pozn. 24: Pro kazdy rozloZitelny MR dany matici P = (S 0

R Q)maI—Q

inverzi a plati

I+O+02+...:ZZ°:O Q":(I—Q)f1

-1
Matice N = (I - Q) se nazyva fundamentalni matice.

Véta 28: Uvazujme rozloZitelny MR s kone&né mnoha stavy a oznaéme
7~ podmnozinu stavli prechodnych. Necht uj je stfedni dobu stravena
v S; € 7, kdyz zaCneme v S; € 7. Potom

uj = lii= + Zkefrpikukf * Zkez'r pitg = U=I+QU

odkud »
Uu=(1-Q@ =N
Pozn. 25: Podobné umime spocitat i rozptyl délky setrvaniv S; € 7,
pro néjz Ize ukazat platnost vztahu N(2diag(N) - I) —- N2
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PRECHODNE STAVY

Uvazujme MR obsahuijici stavy pfechodné i trvalé. Necht T je mnozina
vSech prechodnych stavl a C je néjaka nerozlozitelna uzaviena mnozina
trvalych stavl. Zafixujme néktery stav S; € T a ozname:

m x; = P(S; — C) pravdépodobnost absorbce v C

m 1 - x; pravdépodobnost jevu, Ze systém, ktery je na poCatku ve
stavu S;, navzdy setrva v T, nebo dojde k absorbci v jiné uzaviené
mnoziné stavy

(1

m X ) = 2 kec Pjk pravdépodobnost absorbce v C v prvnim kroku

m y; pravdépodobnost jevu, ze systém, ktery je na pocatku ve stavu S;,
navzdy setrvav T.
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PRECHODNE STAVY (POKR.)

Véta 29: Pravdépodobnosti x;, j € T, vyhovuiji soustavé rovnic

§- ppb=x", jeT (5)

Véta 30: Pravdépodobnosti y;, j € T, vyhovuiji soustavé rovnic

m=, P JeT (6)

Véta 31: Soustava (5) ma jediné omezené feSeni & soustava (6) nema
jiné omezené feSeni nez trivialni.

Véta 32: Pravdépodobnosti setrvani y; jsou rovny nule Vje T &
soustava (6) nema jiné omezené feSeni nez trivialni.

Véta 33: V fetézci s konetné mnoha stavy jsou vSechna y; = 0, takze x;
jsou jedinym feSenim soustavy (5).
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PRECHODNE STAVY (POKR.)

Véta 34: V fetézci se stavy Sy, Sy, So, . .. jsou vSechny stavy prechodné
& soustava

nj = Z Pjvty, 1<j<oo, )

y=1

ma netrivialni omezené reseni.



J. ANTOCH, KPMS MARKOVSKE RETEZCE A PROCESY - 2023 6. ledna 2025, 9:35, 47/113

OBECNEJSI DEFINICE MIARKOVOVA RETEZCE

Mé&jme MR se stavy Sy, Ss, ... s po&ateénim rozdélenim {aj} a matici
prechodl P = {p,-,-}. Zavedme celogiselné nahodné veli¢iny (cnv)
Xn, 0 < n < oo pfedpisem

Xn nabyva hodnoty j < je fetézec v Case n ve stavu S;
Potom Vig, i1, ..., in_1,i,j @ ¥n € Ny plati

P(X =Jj) = g
P(Xnt1 = j1 X0 = i, Xnt = in-t,.... Xo = x1, X0 = lo) = pj

Pozn. 26: Markovovsky fetézec se Casto ztotoznuje s takto
zkonstruovanou posloupnosti ndhodnych veli¢in. Pozadujeme-li spinéni
,pouze druhé rovnosti*, tj. pro p;, dostaneme:

Def. 24: Posloupnost cnv X,,, n € Ny, nazveme Markovskym fetézcem,
jestlize Vip, i1, ...,in_1,0,j @a¥n € Nq plati

P(Xns1 =j1Xn = 0. Xnt = In-1,.... X1 = X1, Xo = Io)
= P(Xns1 =1 X, =)
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OBEecNEJSi DEFINICE MARKOVOVA RETEZCE (POKR.)

Pozn. 27: Markovovy fetézce, kterymi jsme se az doposud zabyvali,
mely navic vlastnost nezavislosti psti p; na n. Takové fetézce budeme
nazyvat homogenimi. Pokud P(X,,+1 =j| Xp= i) bude na n zalezet, coz
budeme znadit p;(n, n + 1), budeme hovotit o fetézcich nehomogenich.
Pozn. 28: Pravdépodobnosti

P(Xo =Jjo. X1 =J1,.... Xn :jn) = @joPjoji - - - Pjn-1jn>
se zméni na
P(Xo = jo. X1 = s+ Xn = n)) = (0, )i (1,2) ... pj (0 = 1, 1)

Priklad 12: Necht Yy, 1 < k < oo jsou nezavislé cnv. Necht

Xn = Xi_4 Yk. Potom posloupnost {Xn}, 1 < n < oo tvofi Markov(v
fetézec. Ovérte.

Priklad 13: Necht Y, 1 < k < oo, jsou nezavislé cnv. Uvazujme
posloupnost klouzavych souctl X = >, _, Yo, r pevné. Ovéite, ze
posloupnost {X;, 1<n< oo} obecné netvori Markovav fetézec.
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IsINGUV MODEL — UVODNi POJMY

mG...graf

m V ...vrcholy (vertexes) grafu
m |V| = card(V)

m £ ...hrany (edges)
m [i & j| ...indikator hrany mezi stavy i a j

m Nejjednodussi situace : kazdy vrchol i ma stavy o € {—1,+1}

m Obecné mohou byt stavy o € {1, ..., K} a popisovat Urvné Sedi,
podobné pro barvy vyjadiené at jiz v prostoru RGB nebo CMYK,
apod.

o= ((71 yenn ,0'|V|) popisuje stav systému

Prostorem stav(l S rozumime {—1, +1}IVI, resp. {1,..., K}V, atd.



J. ANTOCH, KPMS MARKOVSKE RETEZCE A PROCESY - 2023 6. ledna 2025, 9:35, 50/113

IsiINGUV MODEL

Def. 25: Klasicky Isingtiv model je pravdépodobnostni rozdéleni z(o; 8)

na prostoru stavil S = {1, +1}!V/, kde

e*ﬁH(‘T)
Cs

H(o) = Z[’_HﬂeE I[a,- # a,-] a Cpg= ZU*GS g BAH(™*)

Pozn. 29: Funkce H(o) se ve fyzice nazyva Hamiltonian a reprezentuje
~energii“ konfigurace stavl o.

Pozn. 30: Pro B8 > 0 jsou v daném modelu nejpravdépodobnéjsi ty
konfigurace stavi o, pro néz je H(o) mala, tj. mnoho sousedd ma tutéz
hodnotu stavu (tyz spin), tj. maji malou energii (informaci).

Def. 26: Stfednim spinem konfigurace o rozumime

1
M(O-) - m Ziev i

ﬂ(a;ﬁ): B=>0,0€S8,
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MobIFiKACE ISINGOVA MODELU
m Klasicky Isingiiv model

S=t-141M @ Heo) =Y, o+

1 1 0 1 11 1 11 1
0|=13 3 3 0 0 O|=1]2 1 2
1 2 3 2 1 0 1 2 2 2

S H(S) S H(S)
m Isingtiv model s vnéjSim polem

S—i—t,+1V & H(o.h) = ZUHH&_ oizaj]-h> o
ieV

—_—
—_ O —
QO =k -

Pro vSechna 8> 0 a h > 0 jsou hodnoty +1 preferovany pred
hodnotami —1.
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MobiFikACE ISINGOVA MODELU (POKR.)

m Potiiv model dovolujici vice nez dvé hodnoty pro kazdy spin

82{1,...,K}|V| a H(O') :Z[R—)j]eEl[o-i;&o-j:I

m Isingtiv model pro ,ndhodné zaplatovani“ Sedoténovych obrazki
_ Vi _ o
S={1,....K}"" a H(o)= Z[,-H,-]eg (. o)
kde f(.) je néktera vhodné vzdalenost, napf.
f(oi, o)) = |O’,‘-O’j|p, p=1

Vrcholy typicky reprezentuiji pixely a na rozdil od Potova modelu
zde chceme, aby sousedi byli ,podobné Sedi“, nikoliv identicti.
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APLIKACE V ANALYZE OBRAZU

Zadani

Uvazujme Cernobily obrazek reprezentovany matici pixelt rozmér
L1 X l_2

Vrcholy jsou jednotlivé pixely
Hrany spojuji sousedni pixely

Stavy {1, ..., K} reprezentuji rizné Grovné Sedi

Prostor stavil S = {1,..., K}V

Obrazek je reprezentovan konfiguraci o = (oy.....0y) € S
Pozorujeme zaumény obraz Y = o + &, kde &1,...,5v| ~ N(O,(SZ)

Problém: Nalézt skutecny obrazek o-, pozorujeme-li Y a predpokladame,
Ze o ma za apriorni rozdéleni Isingliv model s rozdélenim e’ﬁH(")/CB.

Nastroj: Bayesovska statistika a Markov Chain Monte Carlo postupy
(Markovovy fetézce a nahodna prochazka po grafu).
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APLIKACE V ANALYZE OBRAZU (POKR.)
Sdruzené rozdéleni vektoru (o, Y)
ePHO) iy exp{ = (Vi — 01)?/26%]

konstanta jez zalezi na (o, Y)

L(o,Y) ~

Aposteriorni rozdéleni

exp [ - BH(o) + (252)71 Qiev (2YiO'i - 0',-2)]
funkce jez zalezi na (0,8, Y)

L(o|Y) ~

Mozna fesSeni
m Naivni feSeni: Generovat z aposteriorniho rozdéleni (o | Y).
Rozséahly vybér pak reprezentuje konfigurace, které Ize povazovat
za mozné (vérohodné) reprezentace obrazu.
m Alternativou poskytujici zpravidla mnohem lepsi feSeni je nalézt
nejpravdépodobnéjsi obraz, tj. nalézt konfiguraci oo maximalizujici
P(olY).
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METROPOLISUV ALGORITMUS

Cil Generovat reverzibilni MR s pfedepsanym stacionarnim rozdélenim
x, m; > 0 Vi, odpovidajicim néjakému MR S se spo&etné mnoha stavy
B Q budiz symetricka matice psti prechodl na S
m a budiz néjaky pravdépodobnostni vektor (a; > 0,); ai=1)na S
Alg. 1: Metropolistv algoritmus
m Stav Sj,;; je vybran nahodné za pomoci a [Yo = S,-,,,-t]
m V kazdém z nasledujicich kroku, feknéme kroku i, oznatme stav ve
kterém se nachazime jako S,
El Zvolme novy stav Sga, s pomoci Q, a nazvéme jej kandidatem
Bl Stav Sca, pfijméme s pravdépodobnosti @ = min(1. mtean/mcur)
[Y; = Scan]; jinak setrvejme v S;, [Y,- = cu,]
Pozn. 31: Takto zkonstruovany MR, tzv. Metropolisiiv MR pro 7
s navrhovou matici Q, ma pravdépodobnosti pfechodu tvaru

pi = q,-jmin(1,7r,-/7r,-) J#i
D1 = ks qiemin (1 /mi) j=i
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MEeTroPOLISUV — HASTINGSUV ALGORITHM

Véta 35: Predpokladejme, Ze Q je nerozlozitelny MR na S,
am, mj > 0 Vi, je pravdépodobnostni rozdéleni na S. Potom Metropolistv

MR generovany Metropolisovym algoritem je nerozlozitelny a reverzibilni
vzhledem Kk 7.
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MEeTroPOLISUV — HASTINGSUV ALGORITHM

Véta 35: Predpokladejme, Ze Q je nerozlozitelny MR na S,

am, mj > 0 Vi, je pravdépodobnostni rozdéleni na S. Potom Metropolistv
MR generovany Metropolisovym algoritem je nerozlozitelny a reverzibilni
vzhledem Kk 7.

m Pokud matice Q neni symetricka, potom mizeme, mimo jinych,
pouzit tzv. Metropolisiiv — HastingsUv algoritmus

Alg. 3: Metropolisiv—Hastingstv algoritmus Necht x, 7; > 0 Vi, je
cilové“ rozdéleni na diskrétnim stavovém prostoru S. Necht Q je néktera
matice pravdépodobnosti pfechodll na S. Definujme V i, j, i # |,

tj = 7jqji/miqj
Budiz A : [0, o] — [0, 1] libovolna funkce takova, ze plati
A(z) = zZA(1/z) Yz € [0, co]. Dale definujme

B {q,-,-A(t,-,-) j#i

P - Sjei GA(ty) S =1
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MEeTRoOPOLISUV — HASTINGSUV ALGORITMUS POKR.

Ukazte, ze plati:

m Pfedpokladejme, Ze gj > 0 Vi, j. Potom P je matice psti pfechodu
MR, ktery je reverzibilni vzhledem k 7.
Generuje-li @ nerozlozitelny MR, potom také P generuje
nerozlozitelny MR.

m Predpokladejme, ze gjj = 0 pro néjaka (i, ). Potom P je také dobfe
definovana a generuje reverzibilni MR vzhledem k 7. Nicméné&, P
v tomto ptipadé nemusi generovat nerozlozitelny MR ani v ptipads,
kdy jej generuje Q.

m min{1, z} mUZe by pouzito jako funkce A(z), a Ze jeji pouziti vede na
klasicky Metropolistv algoritmus pokud Q je symetricka.

m Jaké funkce tvaru A(z) = za/(1 + zb) mohou byt pouZity?
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EXPONENCIALNIi ROZDELENi — OPAKOVANi

Def. 27: Rekneme, Ze nadhodna veli¢ina X se Fidi exponencialnim
rozdélenim, coz znaCime X ~ Exp(1), ma-li hustotu tvaru:

{/le"“‘, x>0,1>0,

f(x; 1) = ..

0 jinak.

Véta 36: Necht X ~ Exp(1). Potom F(x) =1-e™, EX=21"a

var X = 172, Parametr 1 ma vyznam intenzity.

Véta 37: Vlastnost zapominani. Necht X ~ Exp(1) a interpretujme ji
jako dobu Zivota nejakého procesu. Potom pravdépodobnost jevu, ze
proces prezije dobu y(> 0) za podminky, Ze doposud pfezil dobu x(> 0)
na dobé dosavadniho Zivota nezalezi.

e Pro exponencialni rozdéleni plati, ze je jediné spojité rozdéleni pro néz

P(X>x+y|X>x)=P(X>y).

e Mezi diskrétnimi rozdélenimi ma tuto vlastnost pouze X ~ Ge(p).
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FuNKkcE INTENZITY

Def. 28: Necht nahodna veli¢ina X ma hustotu f(x) a distribu¢ni funkci
F(x). Potom funkci intenzity nazveme

(%)

N = T=FRy

XER1.

Pozn. 32: Necht ndhodna veli¢ina X, kterou interpretujme jako dobu
Zivota néjakého procesu, ma hustotu f(x) a distribucni funkci F(x).
Potom pro pravdépodobnost okamzitého selhani plati:

P(x <X <x+A)  F(x+A)-F(x)

P(x <X <x+A|X>x)=

P(X > x) N 1 — F(x)
_F(X-f—A)—F()AAHOA f(x)
N 1-F(x) A - F(x)

Pozn. 33: Necht X ~ Exp(1), potom A(x) = A. Exponencialni rozdéleni
je jediné spojité rozdéleni majici konstantni intenzitu.
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SIMULACE USPORADANYCH VYBERU z R(0, 1)

e Necht Uy, ..., Uy je nhodny vybér z R(0,1) a Ugy < -+ < Uy, jsou
odpovidajici poradkové statistiky

e Polozme Sjy = Uiy — Uj—1y, i =1,...,n+1,kde Ug) =0, Y1) =1

Véta 38: (81, e, Sn) je rovnomérné rozdélena na simplexu

n
An:{(X1,...,Xn)|X,'ZO, Z Xj < 1}
i=1

Eq Eni1

S EUIENE
kde E, ..., Eny1 je ndhodny vybér z Exp(1)

e Je-li navic G,,1 nezavisla na (81, R Sn+1) a ma rozdéleni
Ga(n,1), potom S;Gpi1,...,Spt+1Gpi1 je rozdélena jako
Ei,..., Enyi

Véta 39: Sy, ..., Sp11 je rozdélena jako
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SIMULACE USPORADANYCH VYBERU z EXp(1)
e Necht E4, ..., Ej je ndhodny vybér z Exp(1) a E(y) < --- < E(,) jsou
odpovidajici poradkové statistiky
e Polozme W(,) = E(,) - E(,-_1), i = 1,...,n, kde E(O) =0

Véta 40:
m Wiq,..., W, jsou nezavislé nahodné veliiny z exponencialniho
rozdéleni Exp( )
Ei E E En
=
jsou rozdélena jako E(y),.. ., E(,,)

Véta 41: Necht X a Y jsou nezavislé ndhodné velitiny s gama
rozdélenim Ga(e, 1) a Ga(B, 1). Potom nahodna veli¢ina Z = X/(X + Y)
ma rozdéleni beta Be(«, j3).
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LINEARNI PROCES ZRODU A ZANIKU

Uvazujme systém, ktery ma kone¢né nebo spo€etné mnoho stavu, a ze
stavu S, mlze s nezanedbatelnou pravdépodobnosti pfechazet pouze

do stavl sousednich, tj.
mS,— Spyq...2zrod
m S, > S,_1...zanik
m Do jinych sousedd muze prejit pouze s pravdépodobnosti
»nekone¢né malou*“.
Pravdépodobnosti pfechodd v ¢asovém intervalu (t, t + h) necht jsou:
m P(Sy = Spi1) = Aah + o(h)
m P(Sy - Sp_1) = unh + o(h)
m P(Sy = Spsj. j> 1) = o(h)
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LINEARNI PROCES ZRODU A ZANIKU (POKR.)

Oznaéme P,(t) pravdépodobnost toho, Ze systém je v Ease t ve
stavu S;,. Cilem je ur€it P,(t + h) a najit p, = lim;—e Pn(1).
m Pravdépodobnosti P,(t) splfuji nasledujici systém diferencialnich

rovnic:
Py(t) = —A0Po(t) + u1P4(t) (8)
Pé(t) = _(/ln +,Un)Pn(t) +/1n+1 Pn+1(t) + /ln—1 Pn—1(t)’ nxi

m Je-li systém v Case 0 ve stavu S;, pak jsou splnény nasledujici
pocatecni podminky, tj. P;(0) =1 a P,(0) =0 pron # i.

m Pravdépodobnosti p, existuji, nezavisi na pocate¢nich podminkach
a vyhovuji systému lineérnich rovnic, ktery dostaneme z (8)
polozime-li P;,(t) = 0, n > 0, tj. soustavé

0 = —Aopo + 1P 9)
0= _(/ln +/1n)pn + Uny1Pns1 + Ap-1Pp—1, N2> 1
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LINEARNI PROCES ZRODU A ZANIKU (POKR.)

Model Q ‘ So S1 S S
P(Sn = Sni1) = Aah + 0(h) So| - Ao
P(Sn . an) — uph + o(h) 21 ,u1‘ . /11‘ R |
P(Sn — Spsjs | > 1) = o(h) Si . qu. U3 2 A3

Doplime diagonalni prvky tak, aby fadkové soucty Q byly rovny nule

Q| s Sy S Ss S 5
So | Ao Ao 0 o ... 0
St | o —(A4 +uq) A4 0 © 0
Sy 0 p2  —(A2 + p2) A2 0 0
S3 0 0 Mz —(A3+pu3) A3 0
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LINEARNI PROCES ZRODU A ZANIKU (POKR.)

m P,(t) je pravdépodobnost jevu, Ze systém je v Case t ve stavu S,
u P’(f) = —AoPo(t) + u1P1(t)

PA(t) = =(An + tn)Pa(t) + tns1 Pagr (1) + Ant Py (1)

Q*" | S Si So S3 S

SO —/l() HA 0 0 0

St | A (A +mwm) M2 0 O

S> 0 A (2 +p2) uz 0

S 0 0 A2 —(A3+pu3) pus

> 0 0 0 0 0

Systém retrospektivnich Kolmogorovovych diferencialnich rovnic ma
(maticové) tvar
P'(t)=Q*" P(t)

kde P'(t) = (Py(1). P(1)....) a P(t) = (Po(t). P1(t),...)
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LINEARNI RUST A ZANIK

Model. Pfedpokladejme, ze systém je slozen z prvku, které se mohou
délit i zanikat. Necht pravdépodobnost toho, Ze za maly ¢asovy interval
délky h se jeden prvek rozdéli na dva, je rovna 1h + o(h), zatimco
pravdépodobnost toho, Ze zanikne, je rovna ph + o(h), pficemz 1 a u
jsou kladné konstanty.

Pozn. 34: Je-li chovani prvkl nezavislé, pak jde linearni proces zrodu a
zaniku s parametry 1, = nl a u, = nu.

Véta 42: Soustava (8) ma nasledujici feSeni:

kde
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MODEL USTREDNY S NEKONECNE MNOHA LINKAMI

Priklad 14: Méjme Ustfednu s nekone¢né mnoha telefonimi linkami.
Rekneme, Ze se systém nachazi ve stavu S,, je-li obsazeno praveé
n linek. Pfedpokladejme dale, Ze:

m Pravdépodobnost jevu, ze jeden hovor skonéi v pribéhu intervalu
(t,t+ h), je rovna uh + o(h).
m Délky hovoru jsou vzajemné nezavislé.
m Pravdépodobnost jevu, Ze v intervalu (t,t + h) bude obsazena nova
linka, je Ah + o(h).
Ukoly:
m Sestavte diferencialni rovnice pro pravdépodobnosti P,(t).

m Ukazte, ze limitni pravdépodobnosti p, se fidi Poissonovym
rozdélenim s parametrem A/pu.
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MODEL TELEFONNi DVOJBUDKY S NEOMEZENOU FRONTOU

Priklad 15: Uvazujme stanici obsluhy, ktera mize sou¢asné obsluhovat
nejvysSe dva zakazniky, napf. telefonni dvojbudku. Zakaznici, ktefi
nemohou byt obslouzeni, se fadi do jediné neomezené fronty. Rekneme,
Ze se systém nachazi ve stavu S, je-li poCet zakaznikud (v obsluze i ve
fronté) pravé n. Pfedpokladejme dale, ze:
m Pravdépodobnost jevu, ze zakaznik, ktery je v Case t obsluhovan,
bude v intervalu (t, t + h) obslouzen, je rovna uh + o(h).
m Délky obsluhy jsou vzajemné nezavislé.
m Pravdépodobnost, ze v intervalu (t, t + h) pfijde novy zakaznik, je
Ah + o(h).
Ukoly:
m Sestavte diferencialni rovnice pro pravdépodobnosti Pp(t).
m Ukazte, ze pokud 1 < 2u, pak pro limitni pravdépodobnosti p,, plati

n
1 24— 2
= — —— k =
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MobEeL paRkovISTE PRED MIFF BEZ FRONTY

Priklad 16: Uvazujme parkovisté automobilt pred MFF UK s kapacitou
N mist. Stavem systému je pocet aut na parkovisti, fronta se netvofi.
Predpokladejme dale, ze:
m Pravdépodobnost jevu, ze automobil, ktery v Case t parkuje, odjede
vintervalu (t,t + h), je rovna uh + o(h).
m Délky stani jsou vzajemneé nezavislé.
m Pravdépodobnost jevu, Ze v intervalu (t,t + h) pfijede novy
automobil, je 1h + o(h).

Ukoly:
m Sestavte diferencialni rovnice pro pravdépodobnosti Pp(t).

m Ukazte, ze limitni pravdépodobnosti p, se fidi useknutym
Poissonovym rozdélenim s parametrem A/u.
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MODEL TELEFONNi BUDKY S OMEZENOU FRONTOU

Priklad 17: Uvazujme stanici obsluhy, ktera muze obsluhovat nejvyse
jednoho zdkaznika, napf. telefonni budku. Zakaznici, ktefi nemohou byt
obslouzeni, se fadi do jediné omezené fronty délky N. Rekneme, Ze se
systém nachazi ve stavu Sy, je-li pocet zakaznikl (v obsluze i ve fronté)
pravé n. Predpokladejme dale, ze:
m Pravdépodobnost jevu, ze zakaznik, ktery je v Case t obsluhovan,
bude v intervalu (t, t + h) obslouzen, je rovna uh + o(h).
m Délky obsluhy jsou vzajemné nezavislé.
m Pravdépodobnost jevu, Ze v intervalu (t,t + h) pfijde novy zékaznik,
je Ah+ o(h).
Ukoly:
m Sestavte diferencialni rovnice pro pravdépodobnosti Pp(t).
m Ukazte, ze pro limitni pravdépodobnosti p, plati

_ /ln kd _  N+1 /l_/*l
pn = ; Po, € Po=u m
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PROBLEM JEDNOHO OPRAVARE A MNOHA STROJU

Priklad 18: Méjme M stroju obsluhovanych jednim opravarem.
Rekneme, Ze se systém nachazi ve stavu S,,, jestlize nepracuje pravé
n stroju. Pfredpokladejme dale, Ze:
m Pravdépodobnost jevu, Ze stroj ktery je v ase t opravovan, zatne
vintervalu (t,t 4+ h) pracovat, je rovna ph + o(h).
m Délky oprav jsou vzajemné nezavislé.
m Pravdépodobnost jevu, Ze stroj ktery v Case t pracoval, se
vintervalu (t,t 4+ h) porouchd, je rovna 1h + o(h).

Ukoly:
m Sestavte diferencialni rovnice pro pravdépodobnosti Pp(t).
m Ukazte, ze limitni pravdépodobnosti py—_x se Fidi useknutym
Poissonovym rozdélenim s parametrem u/A, ti.prok =1,....M

e )]

1
Pm-k = k'( ) pm, kde py =
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MoDEL PoPIsuJici PRACI NEKOLIKA SVARECU

Priklad 19: M&jme N svarecu, ktefi nezavisle na sobé ve viceméné
nahodnych intervalech odebiraji proud. Rekneme, Ze se systém nachazi
ve stavu S, jestlize pracuje pravé n svare€u. Pfedpokladejme dale, Ze:
m Pravdépodobnost jevu, ze svarec, ktery v Case t pracuje, prestane
pracovat v intervalu (t, t + h), je rovna uh + o(h).
m Délky svarfeni jsou vzajemné nezavislé.
m Pravdépodobnost jevu, ze svarec, ktery v Case t nepracoval,
vintervalu (t,t 4+ h) pracovat zane, je rovna ih + o(h).

Ukoly:
m Sestavte diferencialni rovnice pro pravdépodobnosti Pp(t).
m Ukazte, ze limitni pravdépodobnosti p, se Fidi binomickym
rozdglenim Bi(N. 1/ (i + 1))

N U N-n 1 n
P (n)(u+ﬂ) (u+/l) M0
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MODEL KINETIKY NEVRATNE CHEMICKE REAKCE

Priklad 20: Mé&jme latku A (reagent), jejiz molekuly se nevratné
premeénuji v molekuly latky B (produkt), pficemz rychlost reakce je dana
konstantou « > 0. Necht koncentrace reagentu A v ¢ase t je
predstavovana nahodnou veli€inou X(t), pfi¢emz X (0) = ng. Z fyzikalni
podstaty predpokladejme, ze:

m Pst jevu, Ze se zméni jedna molekuly béhem (t,t + h) v pfipadé,

kdy se za ¢as (0, t | zménilo pravé ny — n molekul, je nch + o(h).

m Pst zmény vice nez jedné molekuly béhem (t,t + h) je nulova.

m Latky A a B jsou statisticky nezavislé.

m Inverzni reakce B — A nastava s pravdépodobnosti nula.

Ukoly:
m Sestavte diferencialni rovnice pro pravdépodobnosti Pp(t).

m Ukazte, ze limitni pravdépodobnosti p, se Fidi binomickym
rozdélenim Bi(no, e*“). Stav Sy je zfejmé absorbéni.
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CiTAaci PROCES

Def. 29: Stochasticky proces N(t), t > 0 se nazyva citaci proces,
jestlize reprezentuje celkovy pocet ,udalosti“ jez se vyskytly do Casu t.
Pozn. 35: Citaci proces musi vzdy splfiovat:

m N(f) > 0.

m N(t) nabyva pfirozenych hodnot.

m Jestlize s < t, potom N(s) < N(t).

m Pros <tse N(t) — N(s) rovna poctu udalosti, jez se vyskytly

vintervalu (s, t].

Def. 30: Citaci proces N(t), t > 0 se nazyva proces s nezavislymi
prirtstky, jestlize pocty udalosti jez se vyskytuji v disjunktnich
intervalech jsou nezavislé nahodné veliciny.

Def. 31: Citaci proces N(t), t > 0 se nazyva proces se stacionarnimi
prirtstky, jestlize rozdéleni poctu udalosti, které se vyskytnou

v libovolném intervalu, zalezi pouze na jeho délce, nikoliv na jeho
umisténi.
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CiTAaci PROCES

AN (1)
B ——
9 .

14 -—
t

4 : : —

to t1 to t3

Pribéh &itaciho procesu N(t)
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CiTAaci PROCES

AN (1)
e ——
Qg o
1+------ *—

T Ts T3 "

‘/—/Hlf_’H= ' >

to t1 to t3

Casy mezi prichody pozadavkil a odpovidajici &itaci proces N(t)
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CiTAaci PROCES

tiy time of opening it" service (process)

tio time of closing i*" service (process) Ys
B ]
Y; duration of the ith service (process) : :
Y, :
L :
*-— .
. . t
. —t : : : :
to tin i ti2 31 t32 2}
N*(t)
t
to tn i ti2 ta1 t32 2]

Doby obsluhy Y; a pribéh ¢itaciho procesu popisujiciho obsazeni systému
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Homocenni Poissoniv proces (HPP)

Def. 32: Citaci proces N(t), t > 0 se nazyva homogenni Poissonuiv
proces s intenzitou A, A > 0, jestlize:
N(0) =0
[0 Proces ma nezavislé prirlstky
Pocet udalosti v libovolném intervalu délky t ma Poissonovo
rozdéleni s parametrem At, tj.
-At (’”)n

P(N(t+s)-N(s)=n)=e . =01,

Def. 33: Citaci proces N(t), t > 0 se nazyva homogenni Poissontv
proces s intenzitou A, A > 0, jestlize:

N(0) =0

[0 Proces ma stacionarni a nezavislé pfirstky

P(N(h) = 1) = h + o(h)

m P(N(h) > 2) = o(h)
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HPP — vLAsTNOSTI
Véta 43: Definice 32 a 33 Poissonova procesu jsou ekvivalentni

Pozn. 36: Podminky (ii) — (iv) Ize nahradit nasledujici mnozinou
ekvivalentnich podminek:

iii) Proces ma nezavislé priristky
iv) P(N(t + h) = N(t) = 1) = h + o(h)
v) P(N(t+ h) = N(t) > 2) = o(h)
Pozn. 37: Poissonlv proces ma stacionarni priristky a EN(t) = At

Pozn. 38: Vysledek, Ze N(t) se Fidi Poissonovym rozdélenim, je
dusledkem aproximace binomického rozdéleni rozdélenim Poissonovym
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HPP — poBY MEzI uDALOSTMI

Def. 34: Uvazujme Poissonuv proces s intenzitou 1. Ozname
Tn, n=1,2,...dobu mezi n-tou a (n — 1)-ni udélosti, kde Ty = 0.
Posloupnost {Tn} se nazyva posloupnosti dob mezi udalostmi.

Véta 44: Uvazujme Poissonlv proces s intenzitou A. Posloupnost dob
mezi udalostmi se Fidi exponencialnim rozdélenim s intenzitou A.

Véta 45: Uvazujme posloupnost dob mezi udalostmi {T,,}. Necht

Snp = X, Ti. Potom S, se Fidi gamma rozdélenim I'(n, 1) s hustotou
/l” L B (/lt)n_1
fs, (t;m; 1) = et = ). e M2
5, (1 4) (n—1)! n—1)!

Rada. Vzpomerite si na proces obnovy (11), odkud

N(t)>n < S,<t,

a zderivujte odpovidajici distribuéni funkci.
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PoissoNUV PROCES JAKO MODEL ZRODU A ZANIKU

Uvazujme fyzikalni systém, ktery podléha okamzitym zménam
zpusobenym nahodilymi vlivy, nap¥. telefonni hovory, rozpad atomd
apod. Ozname P,(t) pravdépodobnost jevu, Ze za dobu t nastalo pravé
n zmén. Pfedpokladejme dale:
m Stacionarni proces, 1. ze tato situace nezavisi na poloze intervalu a
délce t na Casové ose.
m Bez ohledu na pocet zmén v intervalu (0, t) necht pravdépodobnost
jevu, Zze v intervalu (t,t + h) nastane jedna zména je 1h + o(h),
zatimco pst jevu, Ze nastane vice zmén je o(h).

Ukoly:
m Sestavte diferencialni rovnice pro pravdépodobnosti Pp(t).
m UkaZte, Ze pravdépodobnosti P,(t) se fidi Poissonovym rozdélenim
s parametrem At.
Pozn. 39: VSimnéte si, Ze zmény v intervalech (0, t) a (t,t + h) jsou
nezavislé.
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NEeHomoGENNi Poissoniv proces (NHPP)
Def. 35: Citaci proces N(t), t > 0 se nazyva homogenni Poissontv
proces s intenzitou 4, 1 > 0, jestlize:
N(0) = 0.
Proces ma stacionarni a nezavislé priristky
m P(N(h) =1)=h+ o(h)
m P(N(h) > 2) = o(h)
Def. 36: Citaci proces N(t), t > 0 se nazyva nehomogenni Poissoniiv
proces s intenzitou A(t) > 0, t > 0, jestlize:
N(0) = 0.
Proces N(t), t > 0 ma nezavislé pfirtstky
- P(N(t + h) = N(t) = 1) = A(t)h + o(h)
m P(N(t+h) - N(t) > 2) = o(h).
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NHPP — vLAsTNOSTI

Véta 46: Necht N(t) a M(t) jsou nezavislé NHPP s funkcemi intenzity
A(t) a u(t). Potom pro nahodny proces R(t) = N(t) + M(t) plati:
Bl Jedna se o NHPP s intenzitou «(t) = A(t) + u(t)

[ Necht v ¢ase t nastala udalost procesu R(t). Potom, nezavisle na
tom co nastalo do Casu t, se pravdépodobnost jevu, ze se jednalo
o udalost procesu N(t), je rovna /l(t)/(/l(t) + u(t)).

Véta 47: Uvazujme proces typu M/G/o, to jest vstupy popsané
Poissonovym procesem, nekonecny pocet obsluznych linek a obecné
rozdéleni dob obsluhy. Potom vystup z tohoto systému tvoii NHPP

s intenzitou A(t) = AG(t).
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SLozeny Poissoniv ProcEs

Nahodny proces X(t) se nazyva slozeny Poissonlv Proces, jeslize mdze
byt reprezentovan jako

N
NOED W

kde N(t), t > 0 je Poissonuv proces a Y; jsou nezavislé stejné rozdélené
nahodné veliginy, které jsou nezavislé na N(.

bl Jestlize Y; = 1, potom X(t) = N(t)

B EX(t)=AtEY;avarX(t) = At EY?

i Jestlize zakaznici pfijizdéji auty nahodné podle HPP a pocty
zakaznikl v kazdém auté se fidi tymz rozdélenim, a jsou nezavislé
jak mezi sebou tak na N(t), potom X(t) je slozeny Poissondv
proces popisujici poCet zakaznikd, ktefi dorazili do ¢asu t.

I Jestlize zakaznici opoustéji obchod nahodné podle HPP a utracené
Castky se Fidi tymz rozdélenim, a jsou nezavislé jak mezi sebou tak
na N(t), potom X(t) je slozeny Poisson(v proces popisujici
mnozstvi utracenych penéz do ¢asu t.
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SYSTEMY HROMADNE OBSLUHY

Def. 37: Systémem hromadné obsluhy budeme rozumét:

m Jednu nebo vice paralelnich stanic obsluhy (linek), k nimz pfichazeji
zakaznici, ktefi obsluhu pozaduji a po obslouzeni systém opoustéji.

m Zakaznici, ktefi nemohou byt okamzité obslouzeni (protoze vSechny
stanice obsluhy jsou obsazené) se fadi do jediné fronty.

m Doby mezi pfichody po sobé jdoucich zékaznikl jsou nezavislé
stejné rozdélené nahodné veliciny s rozdélenim A.

m Doby obsluhy, do nichZ se nezapocitava doba ¢ekani ve fronté) jsou
nezavislé stejné rozdélené nahodné veliCiny s rozdélenim B.

Pozn. 40: Rozdéleni dob pfichodl se zpravidla pfedpoklada:

m exponencialni ... M (Markovian)
m deterministické ... D (Deterministic)
m obecné ... G (General)

m Erlangovo, tj. I'(n, 1) ... E, (Erlang)
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M/M/1, M/M/c A M/M/co

Def. 38: Systémy hromadné obsluhy M/M/x jsou charakterizovany tim,
Ze prichody zakazniku se Fidi homogennim Poissonovym procesem a
doby obsluhy maji exponencialni rozdéleni.

Véta 48: Systémy M/M/x |ze popsat obecnym procesem zrodu a zaniku.

Pozn. 41: Pro model:
BMMA: ;=24 0<j<c0 apu=pu 1<j<o0
mMMc: 24j=240<j<oo, yj=ju, 0<j<c a
Mj=Cu, C<j<oo
B MMeoo:Aj=20<j<oo, yp=0au=ju, 0<j<oo
Blize viz pfiklad o telefonni Ustfedné s nekone¢né& mnoho linkami nebo
priklad o dvojbudce s neomezenou frontou, tj. priklady 14 a 15.
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M/M/1, M/M/c A M/M/co

Véta 49: Pro systémy M/M/x plati:

m M/M/1 : limitni pravdépodobnosti p, se fidi geometrickym
rozdélenim s parametrem 1 — A/u.

m M/M/c : limitni pravdépodobnosti p,, se fidi useknutym Poissonovym
rozdélenim s parametry (c +1, /l/u).

m M/M/co : limitni pravdépodobnosti p, se fidi Poissonovym
rozdélenim s parametrem /.

Véta 50: Pro systém M/M/c plati, Ze odchody ze stabilizovaného
systému s neomezenou frontou (beze ztrat, odpadani apod.)

s parametry A (vstup) a u (vystup) jsou opét popsany homogennim
Poissonovym procesem s parametrem A!

Pozn. 42: Systémy M/M/c se tedy daji dobfe kombinovat a za
predpokladu stabilizovatelnosti se chod vysledného systému da popsat
vhodnym Markovovskym procesem.
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M/M/1

Pozn. 43: Uvazujme model M/M/1. Z véty 49 vime, Ze limitni
pravdépodobnosti p, ustaleného chovani popisujici pocet zakaznikd
v ustaleném provozu systému se fidi geometrickym rozdélenim
s parametrem 1 — A/u. Odtud ze zakladnich vlastnosti geometrického
rozdéleni vyplyva, ze:

)

4
e
m Rozptyl podtu zékaznik( v systému je ﬁ /(1 - ﬁ)

m Stfedni délka fronty je 3 joj;1 = (ﬁ)z/(1 - ﬁ)

m Stfedni poget zakaznikii v systému je 4 /(1 -

Pozn. 44: VSimnéme si, ze rozdil mezi stfednim poctem zakazniku
v systému a stfedni délkou fronty je A/u a nikoliv 1. Rozmyslete!
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M/M/1 (pokR.)

Pozn. 45: Uvazujme model M/M/1.

Potom doba T, stravend v systému zdkaznikem, ktery se zaradil jako
n-ty se fidi gamma rozdélenim I'(n + 1, ), nebot hledany ¢as se sklada
ze zbytkového ¢asu obsluhovaného zékaznika a ¢asl obsluhy vSech
Cekajicich ve fronté, véetné naseho zakaznika.

Rozdéleni doby ¢ekani T jednoho nahodné vybraného zakaznika je
podle véty o Uplné pravdepodobnosti smési rozdeleni T, s vahami
danymi pravdépodobnostmi ustaleného provozu p,. Ukazte, ze:

P(T<t)=1-e Wt >0,

takze stfedni doba setrvani v systému je rovna ﬁ
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M/M/1 + M/M/1 = TANDEM

Def. 39: Sériové propojeni dvou nezavislych systémd hromadné obsluhy
M/M/1 se nazyva tandemové usporadani.

M1 M2

—-51 521

Véta 51: V tandemovém usporadani nezavislych systéma hromadné
obsluhy typu M/M/1 existuje stacionarni rozdéleni x, a je dano sou¢inem
individualnich stacionarnich rozdéleni pro jednotlivé uzly, tj. plati:

a(ki. ko) =

I

7T, 1—[ Pf('(1 P:) pi = A/pi, Ki € Ng

2
i=1 j=1

Pozn. 46: Podobny vysledek plati pro sériové propojeni J nezavislych
systém( hromadné obsluhy M/M/c;, i=1,...,J, pokud /l/(c,u,-) < 1.
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JACKSONOVY SITE

Sit slozena z J vzajemné spojenych systémui hromadné obsluhy (uzl()
se nazyva oteviena Jacksonova sit, jestlize:

m Prichod Uloh do systému zvenci se fidi homogennim Poissonovym
procesem s intenzitou « > 0; pfiCemz kazda uloha je okamzité
nahodné pfifazena uzlu j s psti po; > 0, 2}1:1 poj = 1

Externi pfichody do uzlu i tvofi homogenni Poissonlv proces
Doby obsluhy se fidi exponencialnim rozdélenim

Obsluha se fidi pravidlem first-come first-served (FIFO)

Zakaznik obslouzeny v uzlu i bud postoupi do uzlu j s psti pj, nebo
systém opusti s psti pjp = 1 — 2}11 pii

e pjo > 0 pro nékterou podmnozinu uzlt

m Vyuziti serveru je mensi nez jedna (server utilization means the
proportion of time the server is busy)
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JACKSONOVY SITE

Sit slozena z J vzajemné spojenych systémui hromadné obsluhy (uzl()
se nazyva oteviena Jacksonova sit, jestlize:

m Prichod Uloh do systému zvenci se fidi homogennim Poissonovym
procesem s intenzitou « > 0; pfiCemz kazda uloha je okamzité
nahodné pfifazena uzlu j s psti po; > 0, 2}1:1 poj = 1

m Externi pfichody do uzlu i tvofi homogenni Poissonuv proces

m Doby obsluhy se fidi exponencialnim rozdélenim

m Obsluha se fidi pravidlem first-come first-served (FIFO)

m Zakaznik obslouzeny v uzlu i bud postoupi do uzlu j s psti pj, nebo
systém opusti s psti pjp = 1 — 2}11 pii
e pjo > 0 pro nékterou podmnozinu uzlt

m Vyuziti serveru je mensi nez jedna (server utilization means the
proportion of time the server is busy)

Pozn. 48: A; = apgy + 214:1 Aipji, i=1,...,J
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JACKSONOVA SiT

B
y
02
2
5
o— t1 ¢ 4 D
- 01 <0
O=—o 5
4
4
O3 3
¥ )
Y
queue CPU
queues I/O

Oteviena a uzaviené Jacksonovy sité
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JACksoNovA sit Pro mopeL M/M/c

Pozn. 49: Pfipomenme, Ze pro model:
mMMA: =24 0<j<oc0apu=pu 1<j<oo
limitni pravdépodobnosti p, se fidi geometrickym rozdélenim
s parametrem 1 — A/pu.
mMMc: 24j=20<j<oo, yj=ju, 0<j<c a
Mj=Cu, C<j<oo
limitni pravdépodobnosti p,, se fidi useknutym Poissonovym
rozdélenim s parametry (c +1, /l/u).
Véta 52: V oteviené Jacksonoveé siti J uzld typu M/M/1 existuje
stacionarni rozdéleni r, a je dano sou€inem individualnich stacionarnich
rozdéleni pro jednotlivé uzly, tj. plati:
J J
ﬂ(k1, s kJ) = l_[ ﬂi(ki) = l_[ Pf’(1 —pi), pi = Ai/ui, ki € Ng
i=1 j=1
Pozn. 50: Podobny vysledek plati pro otevienou Jacksonovu sit J uzlt
typu M/M/ci, i=1,...,J, pokud A;/(ciu;) < 1
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SimuLace M/M/1

for (i in l:maximalni pocet zakazniku){
if (aktcas >= maximalni cas){break}
# simulace kon¢i, pokud je dosaZeno maximalniho casu

while (min(&asy naplanovanych uddlosti) < ¢as prichodu
dals$iho zakaznika){
# nékdo skonéi obsluhu d¥iv, nez dorazi dal$i zakaznik
aktcas <- min(c¢asy napléanovanych udalosti)
stav <- stav - 1
zaznam uddlosti, odebrani zakaznika z~obsluhy

# zacatek obsluhy dal$iho zakaznika
# (uvolnila se obsluzna stanice)
if (fronta neni prazdnd){
délka obsluhy <- obsluha(aktcas,stav,stanice)
zacatek obsluhy zakaznika, aktualizace fronty
}
}
# nejblizsi udalosti je pfichod i-tého zakaznika
aktcas <- ¢as prichodu dalSiho zakaznika
stav <- stav + 1
zéznam udalosti

# pokud je volna stanice, bude zakaznik rovnou obsluhovan
if (nékterd stanice je volnd){zacatek obsluhy zakaznika}
else{zarazeni zakaznika na konec fronty}

# urCeni cCasu prichodu dalS$iho zakaznika
prichod dal$iho zdkaznika <- aktcas + prichod(aktcas,stav)}
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M/M/
prichod odchod prichod
stav + 1 stav - 1 stav + 1

aktualni ¢as nejblizsi udalost dalSi udalost
(udalost €. k) (€. k+1) (€. k+2)

Schéma pribéhu uvazovaného simula¢niho algoritmu
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Pocet zakazniku v systemu
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Vyvoj systemu v case
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Casovy vyvoj poétu zakaznikd v systému M/M/1 s parametry

A=1ap=12
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M/M/1

Histogram dob cekani zakazniku, kteri museli
na zacatek obsluhy cekat kladnou dobu

Pocet zakazniku
10 20 30 40 50

0
|

Doba cekani

Histogram doby Cekani na zacatek obsluhy téch zakaznik,
ktefi museli Cekat kladnou dobu (v systému M/M/1 s parametry
A=1au=12)
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M/M/1

Odhady pravdepodobnosti stacionarniho rozdeleni

o
&
S o skutecna hodnota
+ metoda MLE
® % metoda podilu casu
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! ® x
o @
< g
5 ]| ¢
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Stav systemu

Srovnani metod odhadu pravdépodobnosti stacionarniho
rozdéleni v systému M/M/1 s parametry A =1au=1.2
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EKVILIBRIUM NAKLADU (ROVNICE NAKLADU)

Uvazujme stacionarni systém
m N(f) ... poCet zakazniku, ktefi vstoupili do systému do ¢asu t

m 1, ... stfedni jednotkova intenzita vstupujicich zakazniku
(average arrival rate of entering customers)

m ARE ... stfedni jednotkovy vynos
(average rate at which system earns)

m AAP ... stfedni platba zakaznika vstupujiciho do systému
(average amount an entering customer pays)

Ekvilibrium nakladu (rovnice nakladu)

m A = limpe, X0
m ARE = 1, - AAP

(Vzpomerite na Sy = Z,L Xi, kde jak X; tak N jsou nahodné)
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LirTLiv ZAKON (FORMULE)

m ARE ... stfedni jednotkovy vynos
(ARE = A5 - AAP, 15 = limi_o N(1)/1)
(average rate at which system earns)

m AAP ... stfedni platba zékaznika vstupujiciho do systému
(average amount an entering customer pays)

m L ... stfedni pocet zakaznikl v systému
m Lq ... stfedni poCet zakaznikd ¢ekajicich ve fronté
m W ... stiedni Cas, ktery zakaznik stravi v systému

m Wq ... stfedni Cas, ktery zékaznik stravi ve fronté

e Predpokladejme, ze kazdy zakaznik zaplati 1 K¢ za jednotku ¢asu,
ktery stravi v systému. Potom ze vztahu ARE = A, - AAP dostaneme

L=2,W
o Plati-li zakaznik 1 K¢ za jednotku €asu, kterou stravi ve fronté, pak
Lo =A4:Wqo

e Plati-li zakaznik 1 K¢ za jednotku ¢asu, po kterou je obsluhovan, pak
stredni pocet zakaznik( v obsluze = 1,E(S)
kde E(S) je stfedni €as ktery zakaznik stravi v obsluze

Pozn. 51: Tyto vztahy nejsou zavislé na rozdéleni procesu pfichodl
zéakaznikd, procesu dob obsluhy, poétu servert, poradi obsluhy, apod.
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VETvici SE PROCES (POKR.)

Model. Necht Xy = 1, Xi(= U) se Fidi rozdélenim (10) s vytvofujici
funkci P;(x) = P(x). Necht X,, popisuje pocet jedinci n-té generace.

Potom pocet potomki kazdého z X jedincu prvni generace je n.v.
s rozdélenim (10), jsou vzajemné nezavislé a nezavislé na Xi, {j.

Xo =Us + ...+ Uy,

Podobné X3 jsou potomci druhého fadu jedincu prvni generace, tj. Xj
n.v. s rozdélenim jako X», resp. potomky X> ndhodnych velicin

s rozdélenim jako Xj, tj. (10) atd.

Véta 53: Vytvorujici funkce Pp(x) n.v. X, spliuji rekurentni vztah

Pny1(x) = P(P”(X)) - P”(P(X))

a plati

2, n-1¢1-4"

g =, /s ;é1s
EX,,:(EX1)n, vaan:{ ’; (F0) K 1 n=1,2,...

no=, =1,
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MARKOVSKE RETEZCE SE SPOJITYM CASEM

Def. 40: Markovskym retézcem se spojitym ¢asem budeme rozumét
nahodny proces takovy, ze se pohybuje ze stavu do stavu podle
nékterého Markovova fetézce, pficemz doby, které stravi v jednotlivych
stavech (nez prejde do stavu jiného), se fidi exponencialnim rozdélenim.
Navic, doby setrvani v jednotlivych stavech tvofi posloupnost nezavislych
nahodnych veliCin.

Pozn. 52: Jinymi slovy, jde o nahodny proces takovy, ze:

m Cas straveny ve stavu i se fidi exponencialnim rozdélenim se
stfedni hodnotou 1/v;.

m Jestlize proces opousti stav i a vstupuje do stavu j, Cini tak
s pravdépodobnosti Pjj, pficemz

Pi=0Vi & ) Pj=1Vi
j
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CHARAKTERIZACE NAHODNYCH VELICIN

Pozn. 53: Pfipomenme, ze nahodna veli¢ina X maze byt jednoznacné
charakterizovana nekterou z nasledujicich charakteristik:

m Hustotou f(x), x € Ry.

m Distribu¢ni funkci F(x) = P(X < x), x € Ry.

m Charakteristickou funci ¢(t) = E X, t € Ry.

Nékteré ,specielni“ typy nahodnych veli¢in mohou byt vedle toho
jednoznacné charakterizovany i nékterou jinou charakteristikou, napf¥.
m CelocCiselné ndhodné veliCiny jednoznacné charakterizuje jejich

vytvofujici funkce P(x).
m Nezaporné ndhodné veliCiny jednoznacné charakterizuje funkce
spolehlivosti R(x) = P(X > x) =1 - F(x), x € Ry, nebo

intenzita poruch A(x) = 11;())(), x> 0.

Pro dalSi charakterizace a vypocet momentu je pak velice uziteCna
momentova vytvotujici funkce m(t) = E e, t € Ry.
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PODMINENA PRAVDEPODOBNOST

Def. 41: Méjme pravdépodobnostni prostor (Q, A, SD). Necht jevy
A,B e A, P(B) > 0. Potom podminénou pravdépodobnosti jevu A za
podminky B rozumime

P(A N B)

PAIB) = —5g



J. ANTOCH, KPMS MARKOVSKE RETEZCE A PROCESY - 2023 6. ledna 2025, 9:35, 105/113

PODMINENE CHARAKTERISTIKY

Def. 42: Necht X a Y jsou dvé diskrétni nahodné veli¢iny. Potom:
m Podminénou hustotou X za podminky Y = y rozumime:

PX=x.Y=y) _ Pxy(xy)
P(Y = y) py(y)

pxy(xly) = P(X = xIY = y) =

m Podminénou distribuéni funkci X za podminky Y = y rozumime:

Fxiv(xly) = P(X < XY = y) = " pxy(2ly)

Z<X

m Podminénou stfedni hodnotou X za podminky Y = y rozumime:

E[XIY=y]=> x-P(X=xY =y)= > x-pxv(xly)

X
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VYTVORUJICi FUNKCE

Def. 43: Necht ap, a1, . .. je posloupnost realnych &isel. Jestlize fada
A(x) = Zj’io a,-xf konverguje v nékterém okoli nuly, nazveme ji
vytvorujici funkei posloupnosti {a;}.
Pozn. 54: Je-li {a;} omezena, pak zfejmé A(x) konverguje alespon
vintervalu (-1, 1).
Def. 44: Je-li X celoCiselnd nadhodna veli¢ina, pro niz P(X = j) = pj,
j=0,1,2,..., ¥jp; = 1, pak jeji (pravdepodobnostni) vytvoiujici funkci
budeme rozumét funkei P(x) = X2, pjx’.
Pozn. 55:
m Vytvorujici funkce P(x) jednoznaéné charakterizuje odpovidajici
nahodnou velic¢inu X.
m V&imnéte si, ze P(t) = EtX [pfipomehme: EX=7%;pxa
Eg(X) =3 pia(x)]-
m Pro celoCiselnou ndhodnou veli€inu X jeji vytvotujici funkce vzdy
konverguje také v bodé x = 1, nebot (1) = 1.
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VYTVORUJICi FUNKCE — PRIKLADY

Priklad 21: Ovéfte tvar vytvotujicich funkci pro nasledujici rozdéleni:

m Alternativni .. P(x)=q+ px
m Binomické oo P(x)=(q+px)"
m Poissonovo .. P(x) = expf{—a+ Ax}
m Geometrické e P(x)=p/(1 - gx)
resp. = px/(1 - gx)
m Negativné binomické ... P(x) = ( —qx))r
resp. = (px/ (- qx))r
= Rovnomérné L P(X) = x™) ( (n+1)(1 —x )

resp. _( (1 - X ))/( (1 —x))
Spoctéte pomoci téchto vytvortujicich funkci odpovidajici stfedni hodnotu
a rozptyl.
Pozn. 56: Uvédomte si, Ze geometrické, respektive negativné binomické
rozdéleni jsou nejjednodussi modely popisujici rozdéleni doby ¢ekani.
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VLASTNOSTI VYTVORUJICi FUNKCE
Véta 54: Oznaéme gk = P(X > k) = Yk Pj» k=0,1,2,...a
odpovidajici vytvoruijici funkei Q(x) = X2 g;x’. Pak pro =1 < x < 1 plati
Q(x) = (1-P(x))/(1 - x).
Véta 55: Pro celogiselnou nahodnou veli¢inu X plati

EX=) =) a="(1)=Q"

Véta 56: Necht pro celo¢iselnou nahodnou veli¢inu X je polomér
konvergence odpovidajici vytvofujici funkce vétsi nez jedna. Potom plati

2

2
var X =P"(1) + (1) - (P (1)) =2Q (1) +Q(1) - (Q(1))
Pozn. 57: Véta 56 z(stava v platnosti i v pfipadé, ze polomér
konvergence #(x) je roven jedné, pokud existuje kone¢na limy_,1_ Q" (x)

a pokud derivace v bodé x = 1 vystupujici ve vzorci pro var X nahradime
jejich limitami pro x — 1_.
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RozKLAD NA CASTECNE ZLOMKY

Pozn. 58: Teoreticky je znalost #(x) ekvivalentni znalosti {p;}, nebot

p; = PU)(0)/j!. V praxi v8ak mUze byt ziskani jednotlivych
pravdépodobnosti znacné naro¢né. V nékterych pfipadech nam pomuze
nasleduijici tvrzeni.

Véta 57: Necht vytvotujici funkce #(x) posloupnosti {p;} se da vyjadfit ve
tvaru P(x) = U(x)/V(x), kde U(x) a V(x) jsou polynomy bez
spole¢nych kofend, U(x) je stupné niz§iho neZz V(x) a necht kofeny
polynomu V(x) jsou vesmés jednoduché. Potom

P Pm
pn=—F7+ "+ 77 0=<n<oco,
Xt X+
kde m je stupen polynomu V(x), x1,. .., Xn jsou jeho kofeny a

Pk = —U(Xk)/V’(Xk), 1<k<m.

Pozn. 59: Pro vypoct pi se zpravidla uziva technika rozkladu na
Caste€né zlomky, kterou ma zabudovanou jak program Maple tak
program Mathematica.
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RozKLAD NA CASTECNE ZLOMKY (POKR.)

Pozn. 60: Necht x; je ten kofen V(x) pro néjz |x¢| < xk, 2 < k < m.
Potom

L1 ( /g(ﬁ)n+1+m+p_m(ﬁ)n+1)’

Pn =
x1”+1 P11 Xo P1 Xm

takze pro n — oo plati p, ~ p1/x]", kde p1 = —U(x1)/ V' (x1).

Pozn. 61: Pro platnost asymptotického vztahu p, = p4 /x1”+1 Ize vynechat
pfedpoklad, ze U(x) je stupné mensiho nez V(x) a jednoduchost staci
pozadovat jenom u kofene xy. Ze zkuSenosti je pfitom znamo, ze
aproximace je dobra i pro malé hodnoty n.

Pfiklad 22: Necht g, je pravdépodobnost toho, Ze v posloupnosti n hodl
minci nepadne ani jednou trojice licti za sebou. Odvodte vytvotujici
funkci Q(x) a spoctéte pro mensi hodnoty n pravdépodobnosti g, jak
presné, tak pfiblizné.

Reseni: Q(x) = (8 + 4x + 2x2)/(8 —4x —2x° — x3).
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KonvoLuce

Def. 45: Necht ag, a1, ... a bg, by, . .. jsou dvé posloupnosti realnych
Cisel. Potom posloupnost ¢y, ¢4, . . . definovana vztahem

Ch = agbp + atbn_1 +...+anby, n=0,1,...
se nazyva konvoluce posloupnosti {a;} a {b;}, a znali se {¢;} = {a;} * {bj}.

Véta 58: Necht {a;} a {b;} jsou posloupnosti s vytvofujicimi funkcemi
A(x) a B(x). Potom pro vytvotuijici funkci jejich konvoluce {c;} plati
C(x) = A(x)B(x).

Pozn. 62: Konvoluci {a;} x {a;} nazyvame konvolu¢ni mocninou a
znacime ji {aj}z*. Podobné n-tou konvolu¢ni mocninu {a;} x ... x {a;}
znacime {a;}"*.

Véta 59: Necht Xj, Xo, ..., X, jsou nezavislé stejné rozdélené celoiselné
nahodné veli€iny s rozdélenim {p;} a vytvotujici funkci (x). Pak
rozdéleni souCtu Xy + Xo + ... + Xj je dano n-tou konvolu¢ni mocninou
{p;}"™ a odpovidajici vytvotujici funkce je P(x)...P(x) = P"(x).
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SLOZENA ROZDELENI

Véta 60: Necht X1, Xo, ... a N jsou nezavislé celotiselné nahodné
veliciny, X; maji totéz rozdéleni {f} a N necht ma rozdéleni {gj}. Potom
Sn = X1 + ...+ Xy je téz celoCiselna ndhodna veli¢ina s rozdélenim {h;}
a plati

h=P(Sn=1)=), g (H}™

Jsou-li A(x), B(x) a C(x) vytvotujici funkce pozdéleni {fj}, {g;} a {h;},
potom C(x) = B(A(x)) a E Sy = E X; - E N. Rozptyl spotteme aplikaci
Véty 56 a pravidel pro derivaci slozené funkce.

Pozn. 63: VS§imnéme si, Zze nahodna veli¢ina Sy = X1 + ... + Xy neni
nic jiného nez nahodny soucet nahodnych velicin.

Priklad 23: Necht pocet snesenych vajicek N se Fidi Poissonovym
rozdélenim Po(1) a pravdépodobnost narozeni jedince z vajitka necht
je p, 1j. X; se fidi alternativnim rozdélenim. Ukazte, ze potom Sy se Fidi
Poissonovym rozdélenim Po(Ap).
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VETvici SE PROCES — ANEB JAK SE MOHOU SIRIT VIRY

Model. Uvazujme jedince, ktefi mohou dat vznik novym jedincum téhoz
druhu s pravdépodobnostmi

PU=j)=p, j=0,1,2,... (10)

a vytvoruijici funkei P(x) = Y2, pjx.
Na za¢atku (nultd generace) existuje jeden jedinec. Necht bezprosttedni
potomci n-té generace tvofi (n + 1)-ni generaci a jedinci jednaji
nezavisle na sobé.
Problémy.

m Najdéte rozdéleni prvki v n-té generaci.

m Spoctéte limitni (j. pro n — oo) pravdépodobnost jevu, Ze populace
vymre.



