
�NB: modelovanie ekonomiky

Matematické problémy nematematikov

Franti²ek Brázdik

25. 10. 2017

Názory vyjadrené v tejto prezentácii sú názormi autora a
nemusia nevyhnutne odráºa´ názor �eskej národnej banky.



1 Rie²enie dynamických problémov

2 Cyklus a Trend

3 Hodrick-Prescottov �lter

4 Kalmanov �lter

5 Prognóza �NB

2

Table of Contents



Ekonomický model

je teoretický kon²trukt, ktorý steles¬uje ekonomické postupy s pouºitím mnoºiny
premenných v logických a / alebo kvantitatívnych koreláciách.

Ekonomický model

je zjednodu²enie, ktoré sa pouºitím matematických a iných techník snaºí zobrazi´
komplikovaných procesov.

Ekonomický model

môºe ma´ mnoho obmedzení a predpokladov, ktoré môºu ovplyvni´ jeho vlasnosti.
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Ekonomický model



V²estranné uplatnenie modelov:

1. Aerodynamický tunel: modeluje prúdenie vzduchu

2. Architektúra, vývoj automobilov: Modely pre vizualizáciu a testovanie
fyzikálnych vlastností

3. Jedným z najroz²írenej²ích modelov sú mapy
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Modely



Vyuºitie ekonomických modelov:

1. Predpoveda´ ekonomickú aktivitu vyvodením záverov na základe predpokladov

2. Nastavenie nových pravidiel, zákonov alebo predpisov vedúce ku zmene
budúceho ekonomické správania

3. Argumenta£ne podpori´ nastavenie hospodárskych politík

4. Plánovanie a rozde©ovanie zdrojov, vedenie podnikov

5. Pomoc pri obchodovaní a ²pekuláciách
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Modely v ekonómii?



Aký je v tom rozdiel?
• Mikroekonómia: sleduje ekonomiku na úrovni indivídua, skupiny alebo podniku
• Vplyv nízkych sadzieb na správanie na dlºníkov

• Makroekonómia: sleduje ekonomiku na úrovni ²tátu, únie
• Vplyv nízkych sadzieb ceny nehnute©ností alebo mieru nezamestnanosti
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Mikro vs Makro



• Pri budovaní modelu £elíme kompromisom medzi reálnos´ou a pochopením
modelu

• Neexistuje univerzálny model

• Chceme pouºi´ zjednodu²ujúce predpoklady a zárove¬ vedie´ ako tieto
predpoklady ovplyv¬ujú vlastnosti modelu

• Potrebujeme vedie´, ktoré vlastnosti modelu sú kritické
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Vznik modelu



B Prizná sa B ml£í
A Prizná sa A dostane 3 A dostane 0

B dostane 3 B dostane 5
A ml£í A dostane 5 A dostane 1

B dostane 0 B dostane 1

Väz¬ova dilema

Páchatelia prepadnutia A a B sú umiestnení v samostatných oddelených celách.
�alobca v²ak nemá dostato£né dôkazy na ich odsúdenie za prepadnutie, ale iba
za nedovolené drºanie strelných zbraní, za ktorý by dostali jeden rok väzenia.
�alobca ponúka dohodu: �Ak sa priznáte, a vá² komplic bude ml£a´, stiahnem
obvinenie proti vám a pouºijem va²e svedectvo proti komplicovi. Vy budete vo©ný
a jeho odsúdia na 5 rokov. V prípade, ºe sa priznáte obaja dostanete stredne
vysoký trest - tri roky. Pokia© zostanete ml£et, budete odsúdení za nedovolené
drºanie strelných zbraní.�
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Jednoduchý mikro model



B Prizná sa B ml£í
A Prizná sa A dostane 3 A dostane 0

B dostane 3 B dostane 5
A ml£í A dostane 5 A dostane 1

B dostane 0 B dostane 1

• Dominantná stratégia: Maximalizácia zisku (minimalizácia trestu) bez
oh©adu na správanie komplica

• Stratégia existuje: A sa vºdy prizná

• Roz²írenie: Opakovanie problému, ...
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Maximalizácia úºitku
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Section 1

Rie²enie dynamických problé-

mov



• Maximalizácia úºitku domácností: Spotreba reprezentatívnej domácností ct and
vo©ný £as `t

E0

∞∑
t=0

βtu(ct, `t)

• Dlhoveká domácnost: Dynastia

• E0 je operátor o£akávaní v £ase 0 a β je diskontný faktor

• Funkcia uºito£nosti

u(ct, `t) =
(cbt`

1−b
t )1−σ − 1

1− σ
• Vo©ný £as:

`t = h̄− ht
kde h̄ celkový £as a h je £as strávený prácou
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Maximalizácia úºitku



• Kapitál domácnosti:
kt+1 = (1− δ)kt + it

it investície a depreciácia δ

• Rozpo£et domácností:
ct + it = wtht + rtkt

• Spotrebné statky sa nedajú skladova´: ct = yt

12

Ohrani£enia



• Produk£ná funkcia (CRS):
yt = f (kt, e

stht)

st stochastický ²ok - náhodný proces

• Pozorovanie: st = ρ ∗ st−1 + εt, εt zvy£ajne z N(0, σ) - ekonomické cykly

• Zisk reprezentatívnej �rmy:

Πt = yt − wtht − rtkt

• Usporiadanie trhu?: Vo©ná konkurencia, monopolistická konkurencia, oligopol
alebo monopol
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Maximalizácia zisku



• Potrebujeme ur£i´ stavové premenné (state variable): kt a st
• Rozhodnutie domácnosti: dt = (ht, it)

• Mzda na trhu, domácnos´ ju berie ako danú

• Bellmanova rovnica pre jednu domácnos´ - maximaliza£ný problém:

V (kt, st) = max
dt
{U(ct, ht) + βEtV (kt+1, st+1)},

• Maximaliza£ný problém je v²ak ohrani£ený: rozpo£tovým ohrani£ením
domácnosti, produkciou �rmy, vývojom kapitálu.

• Rie²ením je nájs´ rovnováhu/ekvilibrium: V²etko do seba pekne zapadne -
konzistentné

• Rie²ením je rozhodovacie pravidlo pre domácnos´ dt = dd(kt, st), rozhodovacie
pravidlá pre �rmu rt = dr(kt, st) a wt = dw(kt, st)

• Existuje viac typov rovnováh: individuálne vo©ná sútaº alebo sociálny plánova£
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Ako takýto problém vyrie²i´?
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Trochu histórie
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• Richard Ernest Bellman: 1920�1984,
aplikovaný matematik

• Hlavným prínosom je Bellmanova rovnica: rovnica
dynamického programovania

• IEEE Medal of Honor in 1979, �za príspevky k
teórii rozhodovania a teórii riadenia systémov, k
tvorbe a aplikáciam dynamického programovania�

• Lev Semyonovich Pontryagin:1908 -�
1988, algebraik

• Pontryaginova dualita, Pontryaginove triedy,
Pontryaginove ²tvorce

• Teória optimalizácie: Princíp maxima

Ekonómia a rakety: Za£íname
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• Dynamické ohrani£enia: rovnice pohybu,
Newtonove zákony

• Ovládanie (controls): �ah motorov, klapky, krídla,
smerové kormidlo

• Stavy (states): pozícia, rýchlost, hmotnos´

• Po£iato£né podmienky: hmotnos´, náklad, palivo

• Ohrani£enia trajektórie: Maximálny ´ah motoru

• Bodové ohrani£enia: Prelet ur£itým miestom

Ako dosta´ raketu do vesmíru?



• Optimaliza£ný problém:

V (x0) = max
{at}∞t=0

∞∑
t=0

βtF (xt, at)

• Ohrani£enia: at ∈ Γ(xt), xt+1 = T (xt, at), ∀t = 0, 1, 2, . . .

• Rekurzívne rozpí²eme:

max
a0

{
F (x0, a0) + β

[
max
{at}∞t=1

∞∑
t=1

βt−1F (xt, at) : at ∈ Γ(xt), xt+1 = T (xt, at)

]}
• Z de�nície problému: V (x0) = maxa0{F (x0, a0) + βV (x1)}
• Zov²eobecníme zápis: V (x) = maxa∈Γ(x){F (x, a) + βV (T (x, a))}
• Bellmanova rovnica: Rie²ením je funckia

• Viac aplikácií v [Ljungqvist and Sargent, 2012] a v [Sargent, 1987]
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Bellmanova rovnica



• Dynamický systém - x je stav a u je control:

ẋ = f (x, u), x(0) = x0, u(t) ∈ U t ∈ [0, T ]

• Funkcionál a ohrani£enia: J = Ψ(x(T )) +
∫ T

0
L(x(t), u(t)) dt

• Úlohou je nájst u(t) ∈ U aby sme minimalizovali funkcionál, kde L(x(t), u(t))

je Lagrangian (Joseph-Louis Lagrange)

• Rie²ením je h©ada´ extrém Hamiltoniánu:
H(x(t), u(t), λ(t), t) = λT(t)f (x(t), u(t)) + L(x(t), u(t))

• Pontryaginov princíp, pre optimálne hodnoty stavov optimal x∗, control u∗,
Lagrangeho multiplikátor λ∗ platí:

H(x∗(t), u∗(t), λ∗(t), t) ≤ H(x∗(t), u, λ∗(t), t), ∀u ∈ U , t ∈ [t0, tf ]

• Pontryaginov princíp: Nutná podmienka pre optimálne rie²enie
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Pontryaginov princíp
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Section 2

Cyklus a Trend
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Hospodársky cyklus

Je kolísanie ekonomickej aktivity na úrovni celej ekonomiky.

• �tylizované fakty:
• Vä£²ina £asových radov obsahuje
trend: nestacionarita
• �ok má zvy£ajne vysokú
perzistenciu

�tylizované fakty popisujú cyklickú
komponentu:
• Amplitúda
• Korelácie
• Predbiehanie a oneskorenie

�asové rady
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Dekompozícia: Trend, cyklus, sezónna zloºka, náhodná zloºka

• Trend Zachycuje dlhodobé zmeny v
správaní sa £asového radu: dlhodobý
rast alebo pokles.

• Základné trendy: rast populácie, rast
cenovej hladiny, technologické zmeny,
produktivita, ºivotný cyklus produktu
• Interpretácia:
• Dlhodobá rovnováha: Trend
• Cyklické �uktuácie: Medzera

Trend a cyklus



• Neexistuje v²eobecná automatická technika rozkladu: vizuálna kontrola a
znalos´ dát

• Vyhladzovanie: K¨zavý priemer

• Aproximácia funkciou: Lineárna alebo Polynomiál vy²²ieho rádu

• Filtrovanie
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Metódy rozkladu



• Modely nepozorovaných komponentov: rozklad na deterministickú a
stochastickú zloºku

Yt = TDt + Zt

TDt = Deterministická zloºka trendu

Zt = Cyklus/²ok

• Vlastnosti ²okov: trvalé a do£asné efekty

Zt = TSt + Ct

TSt = Stochastická zloºka trendu

Ct = Cyklus
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Rozklad na trend a cyklus



• Watsonovo detrendovanie: trendový komponent je random walk with drift
(Trendt = a + Trendt−1 + εt) a cyklický komponent je stacionárny AR proces
kone£ného rádu

• Harvey-Clarkovo detrendovanie: Trend je lokálne
lineárny(Trendt = a + bt + Trendt−1 + εt)

• Hodrick-Prescott �lter: univariate metóda

• Kalman �lter: multivariate metóda, ²trukturálny prístup

• Bandpass �lter: metóda frekven£nej domény

• Porovnanie: US GDP gap

Vtip
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Techniky detrendovania
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Section 3

Hodrick-Prescottov �lter



Proof details
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• [Hodrick and Prescott, 1997] predstavili nástroj na rozklad: trend je hladký ale
nemusí by´ lineárny
• Optimaliza£ný problém HP �ltra:
• Roklad: yt = τt + ct
• Treba vyrie²it:

min
τt

T∑
t=1

(yt − τt)2 + λ ∗
T−1∑
t=2

[(τt+1 − τt)− (τt − τt−1)]2

• Intepretácia:
•∑T

t=1(yt − τt)2 :
• λ ∗

∑T−1
t=2 [(τt+1 − τt)− (τt − τt−1)]2 : Penalizácia za zmeny-nerovnosti

• Citlivos´ trendu na krátkodobé �uktuácie sa nastavuje parametrom λ, vä£sie
hodnota vedie k hlad²iemu trendu

• [Hodrick and Prescott, 1997] navrhli: λ = 100 ∗ (pocet period v roku)2
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Hodrick-Prescottov �lter
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HP �lter: Potencionálny produkt
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HP �lter: Medzera výstupu
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Section 4

Kalmanov �lter



Vz´ah k ekonómii?

Fyzika Ekonómia
Predmet záujmu: Pohybujúce sa £astice Hospodárske cykly
Model: Pohybové zákony DSGEs, DFM, VARs
Dáta: Detektory �tatistický úrad
Nepozorované premenné: Pozície £astích Medzera výstupu

• Ekonomiku popisujúce dáta sú £asto revidované: Chyby meraní

• Predikcia v stavovom systéme je ekvivaletná k aplikácii Kalmanovho �ltra na
chýbajúce pozorovania.
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Ekonomické aplikácie
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Revízie spotreby domácností
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• Rudolf Emil Kálmán: 1930 � 2016

• Vzdelanie: Bc. (1953) and M.A. (1954) MIT v
elektroinºinierstve
Phd. (1957) Columbia University

• Výskumník: Research Institute for Advanced
Study, Baltimore,(1958-1964)
Profesor: Stanford University, (1964�1971)
Riadite©: Center for Mathematical System Theory,
University of Florida, Gainesville (1971�1992)

• Ocenenia: IEEE Medal of Honor (1974), IEEE Centennial Medal (1984), The
Inamori foundation's Kyoto Prize in High Technology (1985), Steele Prize of the
American Mathematical Society (1987), Bellman Prize (1997)
2009 - National Medal of Science

Ekonómia a rakety: Pokra£ujeme



Lineárne dynamické systémy sa dajú zapísa´ vo forme stavového modelu:

• Blok pozorovaní:
zt = Hxt + vt,

E(vtv
′
t) = R

• Blok stavov:
xt = Fxt−1 + But + wt,

E(wtw
′
t) = Q

• xt ...vektor stavov (transition variables)
zt ...vektor pozorovani (measurement variables)
ut ...vektor exogénnych premenných
vt ... ²trukturálne ²oky a wt chyby meraní

• [Kalman, 1960] a [Harvey, 1991]
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Priestor stavov (State space)
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• F je model zmeny stavov

• B je model exogénneho vplyvu

• H je model meraní

• w je ²ok v systéme

• z je pozorovanie/meranie

• v je chyba meraní

Schéma Kalmanovho �ltra



1. Lo¤ na rozbúrenom mori (priamka)

2. Navigácia poskytne meranie: zt = xt + vt, kde vt je chyba merania

3. Model pre pozíciu lode v £ase t: xt−1 je pozícia na priamke a c je rýchlos´ lode
chybou systému wt

xt = xt−1 + c + wt

4. From position estimate x̂t−1 at t− 1, with uncertainty σ2
t−1
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Model navigácie lode



1. a priori odhad: odhad pozície je x̂−t = x̂t−1 + c, s neistotou σ2
t = σ2

t−1 + σ2
w

2. Odhad skúsime vylep²i´ údajmi z navigácie

3. a posteriori estimate: zmeráme zt, a nový odhad pozície zostrojíme ako
váºený priemer a priori odhadu a merania: x̂t

+ = σ2v
σ2v+σ2t−1

x̂t
− +

σ2t
σ2v+σ2t−1

zt,

• Neistota spojená s a posteriori odhadom: σ+2

t =
σ2t σ

2
v

σ2t +σ2v

• Aj nepresné meranie zniºuje neistotu:

σ2
tσ

2
v

σ2
t + σ2

v

< σ2
t

• a posteriori odhad sa dá rozpísa´:

x̂t
+ = x̂t

− + Kt(zt − x̂−t )

and σ+2

t = (1−Kt)σ
2

t , where Kt =
σ2t

σ2t +σ2v

• Kalman gain: optimálny odhad váhy merania
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Odhad pozície lode
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Section 5

Prognóza �NB



• Predikcie �NB sú postavené na jadrovom modeli
• DSGE model - [Andrle et al., 2009]
• Model otvorenej ekonomiky
• Zloºky HDP
• Endogénna menová politika

• Dopl¬ujúce informácie z krátkodobej prognózy: Analýza dát, jednorovnicové
regresie, VAR modely, faktorové modely
• Predik£né kolo:
1. Po£káme si na nové dáta: Chýbajúce dát doplníme pomocou krátkodobej

prognózy
2. Identi�kácia po£iato£ných podmienok
3. Predpoklady podmienenej prognózy: Výh©ady zahrani£ia, regulovaných cien,

vládnej spotreby
4. Odhadneme podmienené trajektórie prognózy
5. Dáme si pauzu a o 6 týºdnov za£mene znovu
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Makroekonomické prognózovanie



[Varian, 2016]: How To Build An Economic Model In Your Spare Time

1. Za£ni nápadom: Problém je dobrá my²lienka

2. Je táto my²lienka zaujímavá?

3. Varian varuje pred ²tudentov pred rýchlym preh©adávaním literatúry:

4. Zamysli sa nad modelom: Skontroluj ho a zov²eobecni

5. Urob seminár
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Postav si svoj vlastný model
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Výh©ady zahrani£ia
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Nepozorované premenné
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Revízie mzdy
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Revízie HDP



Spä´
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Techniky detrendovania
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