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HRDINSKY VEK RECKE MATEMATIKY II

JINDRICH BEGVAR

Tato stat je pfimym pokracovanim textu Hrdinsky vek fecké matematiky
[Be], ktery byl otistén ve sborniku HISTORIE MATEMATIKY I . Proto po-
kracuje cislovani jednotlivych ¢lanki a bibliografické odkazy vyuzivaji oznaden{
z [Be]; dalsi tituly, které jsou zde zafazeny v seznamu literatury, jsou pro odli-
seni oznaceny pismeny.

Budeme se vénovat tfem problémiim, se kterymi se feck4d matematika
potykala v Sestém, patém a ctvrtém stoleti pred Kristem.

21. Zénodn a nekonecéno

Filozof Zénén (4907 -4307), zadk Parmenida, byl snad nejmladsim z eleatd.
Byl proslulym ucitelem, kritickym myslitelem, mistrem polemik, pfichézeli
k nému do uceni z Sirokého okoli. Zdirazfioval roli rozumu proti smyslové
zkusenosti. Je povazovan za zakladatele dialektiky; v nejstarsim vyznamu byla
dialektika uménim dialogu, hleddnim sport v protivnikovych tezich, metodou
systematického tdzani. Parmenidés i Zénén vystupuji v Platénové dialogu
Parmenidés [P2].

Némecky filozof Georg Wilhelm Friedrich Hegel (1770-1831) uvadi ve svych
Déjindach filosofie o Zénénové zivoté mimo jiné (podle Diogena Laertia) toto:

... Zvlaste slavnd byla — dle nejriznéjsich vyprdvéni — jeho smrt, diky
jeho dusevni sile; osvobodil pry obétovdnim vlastniho Zivota stdt od tyrana ..
. Zéndn pry rozpoutal spiknuti, aby byl svrien tyran, le¢ vzpoura byla zrazena.
Kdyz ho tyran pred tvdri lidu vsemi zpisoby mucil, aby z ného vynutil dozndni
spoluticastniki spiknuti, a kdyZ se ho tdzal na neprdtele stdtu, Zéndn tyranovi
nejprve vyjmenoval vSechny tyranovy prdtele jako spoluticastniky a potom
Jmenoval tyrana samého jako zkdzu stdtu. Toto moené Zéndnovo nabdddni
a strasné muceni i smrt podnitila obcany a vzbudila v nich odvahu tyrana
napadnout, zabit ho a osvobodit se. Rozdilné se vypravuje zvldsté o poslednim
vygjevu, vdsnivém a zbésilém. Zéndn pry piedstiral, jako by chtél tyranovi jesté
neco tict do ucha, zakousl se mu do ucha a tak pevné ho driel, aZ byl tyran
pritomnygmi ubit. Jini Fikaji, Ze Zénén uchopil tyrana zuby za nos; jini, ze kdy3
byl za kaZdou odpoved nejstrasnéji mucen, prekousl si jazyk a vyplivl jej tyranovi
do tvdte, aby mu tak ukdzal, Ze 2z ného nic nedostane; potom pry byl rozdrcen
v moZdiri. ([25], 1. dil, str. 233)

Pro matematiku jsou asi nejzajimavéjsi nasledujici zpravy o Zénénovych
avahéch a argumentacich. Prvni z nich je zlomek ze Simplikia:
dukaz, na ktery se dotazoval Zéndn sofisty Prétagory: ,Povéz mi,

Protagoro, “ tekl, ,zda pilsobi zvuk jedno prosné zrno, upadne-li, nebo jedna
desetitisicina zrna?“ A kdyz on tekl, Ze nepiisobi, tdzal se: ,Upadne-li mé¥ice
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prosa, ptsobi zvuk & ne?“ KdyZ pak on Tekl, Ze métice pisobi, pravil Zénon:
JJak pak, neni jakysi pomér mérice prosa k jednomu zrnu a k desetitisicine
jednoho‘g“ Kdy? on uznal, Ze jest, pravil Zénédn: ,Jak pak, nebudou také tytez
vzdjemné poméry zvuki? Nebot jako zvucict predmety, tak také zvuky. JeZto
je tomu tak, vyddvd-li zvuk meévrice prosa, vydad jej tés jedno prosné zrno i
desetitisicina zrna.“! ( [85], str. 76)

Zénénliv argument vyu#ivd moznosti déleni na libovolné malé dily a je
zalozen na diisledné aplikaci pfimé tmeérnosti; jde o situaci, kdy se nezavisle
proménnéa ,hodné blizi k nule“. Jsme dnes presvédceni o spravnosti této
Zénénovy Gvahy 7 Neexistuji napt. prahové ¢i kritické hodnoty, kdy se charakter
zavislosti uvazovanych veli¢in zdsadné zméni? Co se stane ,upadne-li* atom,
jedna desetina, tisicina, miliontina atomu? A co to znamena, ze ,upadne®
atom? A muze vibec atom upadnout? A co to je miliontina atomu? Je mozno
uvazovat o zvuku (v klasickém slova smyslu) v mikrosvété? Kdy jesté maji
nase otazky smysl a kdy uz smysl nemaji? *

Vidime, 7e hlubsi zamys$leni nad Zéndénovou Gvahou vyvolava dalsi otazky,
které rozhodné neni jednoduché zodpovédét.

7 vyse uvedeného uryvku také vidime, jak dulezitou roli hraly v fecké
matematice poméry a jejich rovnosti (améry); zde je pomoci nich vyjadrena
pfima ameérnost.

Uvedme déle zlomky z Aristotelovy Fysiky (kniha 6, hlava 9), které zachycuji
nejznaméjsi Zénoénovy aporie® o nemoznosti pohybu.

Ctyri jsou Zéndnovy ditkazy o pohybu, které piisobi obtiZe tém, kdo je chieji
vyvracet. Proni je, Ze neni pohybu, jezto to, co se pohybuje, musi dojit drive do
poloviny cesty, nez dojde k cili ... nelze projit nekonecnym poctem mist nebo
se dotknout nekonecného pocdtu mist v konecnem case.

Druhy dikaz je t.zv. Achilleus. Je to ten, Ze nejpomalejsi tvor nemiiZe byt
v béhu nikdy dostiZen nejrychlejsim, nebot pronasledwzcz musi drive dojit tam,
odkud vybéhl prchajici, takie pomalejsi je nutné vidy o néco napred.

Treti dikaz je ..., Ze pohybujici se Sip stoji ... nebot je-li vse vidy v klidu
nebo v pohybu, (a nehybd-li se), cokoli je v stejném prostoru, a je-li konecné
to, co se pohybuje, v jednom okamZiku (vidy v stejném prostoru), pak je letict
Sip nepohnuty.

Cturty dikaz je o télesech, kterd se pohybuji na zdvodri drdze v stejnem
poctu podél stejného poctu se stejnou rychlosti z opacnych stran, jedna télesa

1 P¥i vlastni pfednasce na semindfi v Jevicku bylo experimentalné zjisténo, Ze upadne-li
jedno zrno psenice, vyda zvuk. Prosné zrno nebylo k disposici.

2 Uvedme pomérné jednoduchou analogii z bézného vyucovani matematice na zakladni
skole: Jeden montér zasroubuje 100 sroubd za 100 minut. Za jak dlouho zasroubuje 100
Sroubd pét, deset, sto, tisic, milion, ... montérd ? Jedna a pil slepice snese jedno a pil
vejce za jeden a pél dne. Kolik vajec snese 7 slepic za 6 dni? Jsme vzdy schopni Fici, kdy
ma otazka (nebo zadéani pfikladu) smysl a kdy uz ne?

3 Slovo aporie pochazi z feétiny a znamend obtiZz, rozpaky, neprekonatelny rozpor,
bezcesti, slepou uli¢ku rozumu, obtizny &i nefesitelny problém. Vyznamem se mu velmi blizi
kantovsky termin antinomeze.
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z konce zdavodiste a druha z prostredka; pii tom, jak mysli Zéndn, se stdvd, Ze se
poloviéni cas rovnd dvojndsobnému ... BudteZ napr. stejnd stojici télesa A A,
druhd pak B B, pocinajici od stiedu téles A a stejnd poctem i velikosti s nimi,
a treti C C, pocinajicti na konci, stejnd s obojimi poctem a velikosti a stejné
rychld jako B. NuZe stane se, Ze se prvni B dostane na konec zdvodisté zdroven
s pronim C, kdyZ se pohybovala podél sebe. Ddle se stane, Ze i télesa C projdou
podél vsech B, ale B jen podél polovice A, takie ¢as je polovicéni, nebot oboji
je stejn€ dlouhy cas podél kazZdého. Taktéz se stane, Ze telesa B projdou podél
vsech C, nebot prunt C a prvnit B bude zdaroven na opacnych koncich, pri cemz
se podle jeho slov pohybuje (pruni C) stejné dlouhy c¢as podél kazZdého z B jako
podél kaidého z A, jeito se oboji pohybuje stejné dlouhy cas podél A. ( [85],
str. 75-76; viz téz [Ar], str. 182-184)

Rozeberme nejprve aporii Achilles a Zelva (viz obr. 1).4

2 % % +—++
A B B, B> By
Obr. 1

Piedpokladdejme, ze Achilles bézi desetkrat rychleji nez zelva a Ze na pocatku
ma zelva naskok m délkovych jednotek (na obr. 1 je pro ndzornost pouzit pomér
rychlosti Achillea a zelvy 2 : 1). Ubéhne-li Achilles vzdalenost m z bodu A do
bodu B za ¢as t, ubéhne zelva vzdalenost = a bude v bodé B;; dobéhne-li

10
Achilles do bodu B; (za ¢as {5), ubéhne Zelva vzdalenost {¢5 a bude v bodé
B, atd. V bodé By bude mit Zelva naskok g — dostane se tam za cas
t+ 1'50— +- -+ -l—O—,f—_—T. Takto Zéndén dokazuje, Ze ma zelva stale naskok. Sumarizaci
Mt —— 10 1,1

10~ 100 9 ’ ’
resp.

t t 10 —

t+ —+—+- = —-t=1,1-1,
T 100" 9

tj. limitn{ prechod od castecnych soucéti k celkovému souctu (prechod od
potencialniho nekoneéna k aktudlnimu®) Zénén neprovede. Tato vzdalenost

4 Nebudeme uvazovat interpretaci B. Henryho: rychlejsi Achilles nedobéhne Zelvu, takze
Zelva béZici pred nim dobéhne jeho.

5 Potencialnim nekoneénem rozumime ,nekone¢no v moznosti*, aktuidlnim nekoneénem
,hekoneéno uskuteénéné*. Hovofime-li dnes v matematice o nekoneénych mnozinach (napf.
mnozina prirozenych, celych, racionalnich, realnych &isel apod.), jde o nekone¢no aktualni,
kdy predpokladame, Ze vSiechny prvky téchto mnozin existuji, Ze jsou jizZ vytvofeny. Rekne-li
dité, ze ,cisla zalinaji, ale nekonéi* (ma na mysli posloupnost 1,2,3,--- ), jde o nekonecno
potencialni; dité umi vyjmenovat posloupnost 1,2,3,---,n a vi, ze mize podle libosti
v &itani pokracovat. Nepredstavuje si vSak, Ze jsou vSechna prirozena ¢isla jiz vyjmenovana
a tvori dohromady jakysi celek — aktualné nekone¢nou mnozinu. Pri potencialnim pfistupu
uvazujeme vzdy jen konecné mnoho objektu, ale spolu s moznosti stalého zvétsovani jejich

poctu.
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nenf obéma aktéry zavodu v Zéndénove podani dosazitelna. S\’YIE} Poplsgm dvéje
7énén nepfipusti, aby ¢as dosahl hodnoty %)—t Nepfipusti an1 jiny popis dQJe‘,
napf. vypocet bodi, kam dobéhne Achilles a kam zelva za cas %Q,t (a: néslecvi’né
zjisténi, ze jsou tyto body totozné). Podle 7énéna nelze v koneéném case secist
nekoneénou fadu, ubéhnout nekone¢né mnoho aseki, projit nekonecné mnohq
body apod. Jeho avahy vyvolavaji otazky o podstaté hmoty a casu, O konecnosti
a nekonecnosti, spojitosti a diskrétnosti. Je mozno cas, vzdalenost, hmotu,
pohyb, . ..délit do nekonecna ? Kdy je mozno to, co po n-tém rozdéleni ziskdme,

jesté povaZovat za &as, vzdalenost, hmotu, pohyb, ... 7

Uvedme péknou analogii.

V rozvinuté kapitalistické spole¢nosti vyrabi firma MLS & SYNOVE coko-
l4dy a prodava je za 1,— K¢. Jako pusobiva reklama je v kazdém balicku
Sokolady pribalen kupén; deset téchto kupéni lze v prodejné vyménit za jednu
Zokoladu. Kolik ¢okolddy odpovida jedné koruné?

Za jednu korunu zakoupime jednu cokoladu, ve které je jeden kupdn
reprezentujici Tl'o' cokolady, ve které vsak bude také kupon, ... . Za jednu korunu
tedy mame

1 1 _
14—+ —+---=1,111...=1,1
+ 10 100
cokolady. Vtipnym postupem ukézeme, Ze toto ,podivné nekonecné cislo® je

rovino 199— Predstavme si, ze jsme za 9 korun zakoupili 9 ¢okolad a mame tedy

9 kuponii. Pozadujeme na prodavaci dalsi ¢okoladu. Ten rika, ze dava cokoladu
za 10 kupénii. Slibime mu, ze mu desaty kupén ihned dodame. Jakmile nam
d4 desatou cokolddu, rozbalime ji a desaty kupén mu dame. Za 9 korun jsme

tedy ziskali 10 cokolad, za jednu mame %

cokolady.®

V modern{ matematice mizeme aporii Achilles a zelva interpretovat nasledu-
jicim zptisobem. Oznacime-li casové okamziky, ve kterych je Achilles v bodech
B, B, Bs, Bs,---, symboly {g, t1, ta,---, pak Achilles dostihne zelvu v caso-
vém okamziku ., kde w je prvni nekoneéné ordinalni ¢islo.

O prvni Zéndnové aporii se hovori jako o dichotomii. Uvazujme Gsecku AR
délky 1 (viz obr. 2). Mé-lise pohybujici se bod z bodu A dostat do bodu B, musi
nejprve projit sttedem A; Gsecky AB, potom stfedem A Usecky A B, potom
stiredem As Usecky As B atd. Pohybujici se bod by tedy meél projit nekonecne

mnoha body a urazit postupné vzdalenosti %, ;11—, é, -+, Zéndniv pristup je opét
potencialni; k secteni rady

! + ! + ! + =1

2 4 8 B

a k prechodu od potencialniho k aktualnimu chapani problému nedojde.

6 Prodavad Zelva, ktery cti zajmy své firmy, by viak pfi uvedeném jednani nemél zakazni-
kovi Achilleovi vyjit vstific. Kupénova reklama totiz vyuziva pravé toho, ze zakaznikovi vidy
alespon jeden kupén zbyva; motivuje ho tim ke koupi dalsich ¢okolad. Zakaznik Achilles by
pfi tomto postupu prodavade Zelvy nikdy za r korun neziskal —19217 cokolady a Zelvu by nedo-

béhl. Uvedeny cokoladovy pfiklad muZeme povaZovat za aplikaci teorie desetinnych rozvojii
v teorii reklamy.
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Obr. 2

P#i tomto vykladu se dichotomie jen nepodstatné lisf od aporie Achilles a Zelva.
Uvedme jesté jiny vyklad. Uvazujme opét tsecku AB délky 1 (viz obr. 3).

2 — | ; —
A Ay A A B

Obr. 3

M4-li se pohybujici se bod dostat z bodu A do bodu B, musi dfive projit
stifedem A, Usecky AB, jesté difve vak stfedem A, Gsecky AAp, jesté drive
stfedem Az Gsecky AA, atd. Tak ziskdame body A, As, Az, - -. Do kterého
bodu se véak ma pohybujici se bod C' z bodu A pfesunout 7 Pohyb tedy nemiize
vzniknout.

Tret{ Zénbénova aporie Letici $ip se matematiky pfilis nedotyka. Podle
Zénéna je pohybujici se $ip v kazdém okamiziku svého letu v urcitém bodé
a v tomto bodé je v tom okamziku v klidu. Pak je vsak v kazdém okamziku
v klidu a nepohybuje se.

Tato Zénénova argumentace je zminéna i v jednom zlomku z Diogena:

Zénoén vyvract pohyb pravé: , Pohybujici se nepohybuje se ant na tom misté,
kde jest, ani na tom, kde neni.“ ([85], str. 75)

O Zénénovych aporiich pise fada filozofi 1 matematiki; napft. némecky
matematik Hermann Weyl (1885-1955):

Nemoznost pojmout kontinuum jako strnulé byti nemize byt formulovdna
pregnantnéji nez zndmym Zénénovym paradoxem o zdvodu mezi Zelvou a Achil-
leem. Poukaz na to, Fe postupnd sumace casti

1+1+1+ +1
2 22 23 2n

neroste nade vsecky meze, nybri konverguje k I, je zajisté dileZitd, vécnd

a objastiujici pozndmka. Jestlize vsak dtsecka delky 1 je sloZena skutecnée

2 nekonecné mnohych tsecek édstecnych o delce %, —};, .- - jakoZto ,useknutych“
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celki, pak odporuje podstaté nekonecna — ,neukondéitelna®, Ze Achilleus je
konecné vsecky probéhl.

Pripustime-li tu moznost, pak nelze nahlédnout, proc by néjaky stroj nemohl
v konedné dobé t€Z poridit nekonecny pocet ruznych vykoni ..., a tak by bylo
mo#né, kdyby téZ nds mozek fungoval podobné, docilit toho, aby byla probéhnuta
vSecka ptirozend cisla i s piislusngmi otdzkamt po jejich existenct a odpovédmi
ano a ne.” ([W], str. 34; viz [Pa], str. 184-185)

Snad nejvystizné&jsi stanovisko k Zéndénovym aporiim zaujall David Hilbert
(1862—1943) a Paul J. Bernays (1888-1977) v knize Grundlagen der Mathemalik
z roku 1934.

vidyt ve skuteénosti vibec nemtzeme pocitat, Ze matematickda prostoro-
v€ Fasovd predstava o pohybu md fyzikdlni smysl i v pripadé libovolné malych
prostorovijch a casovych intervali. Navic mdme vsechny divody predpokladat,
Se snazime-li se pracovat s dostatecné jednoduchymi pojmy, pak tento matema-
ticky model extrapoluje fakta vychdzejici z urcité oblasti zkusenosti, konkreétnée
z oblasti pohybu v hranicich veli¢in toho fddu, ktery je jesté dostupny nase-
mu pozorovdni, podobné jako provadi urcitou extrapolaci mechanika kontinua,
kterd vychdzi z predstavy o spojitém vyplneni prostoru hmotou. Stejné jako pri
neomezeném prostorovém déleni prestane bijt voda vodou, tak pii neomezenem
déleni pohybu vznikd cosi, co jiZ sotva miie byt nazvdno pohybem. Pokud se
na véc podivame z takovéhoto hlediska, pak tento parador zmizi. ([HB], dil 1,
str. 16; viz téz [Ba], str. 185-186)

Citvrtou Zénénovu aporii, tzv. stadién, neni jednoduché rozlustit, pochopit
a interpretovat (viz napf. [25], dil I, str. 242-244; [Pa], str. 185-1806).
Uvazujme vychozi situaci, kdy télesa A, As, As sto]i, telesa By, By, By
se podél nich pohybuji jednim smérem a télesa C'y, (o, ('3 stejnou rychlosti
druhym smérem.
A1 As  As
Bg B;_) Bl —r
«— C7 Oy O3

Uvazujme dale situaci, kdy budou télesa v nasledujici konfiguraci:

Ay Ay Az
Bz B> B
Ciy Ca C3

Je zfejmé, ze relativni rychlost téles C' viici télesim B je dvojnasobnd nez
rychlost téles C' vici télesim A. Z aporie o leticim Sipu vyplyva, Ze pohyb neni

7 Predstavme si, ze chceme sestrojit poéitaci stroj, ktery provede prvni operaci za %
minuty, druhou za ;1; minuty, treti za % minuty atd. Takovy stroj by mohl koncem prvrff
minuty projit celou mnozinu pfirozenych ¢isel a rozfesit napt. problém Velké Fermatovy véty
nebo libovolny jiny problém teorie &isel, ktery je svazan s otdzkou existence. Je zFejmé, ze
prace na konstrukci takového pocitaciho stroje je odsouzena k nezdaru. Jak tedy vysvé;lit
7e pohybujici se téleso dojde na konec své cesty? (volné podle [Ba], str. 185) H. Weyl se;
o Zénonové aporii Achilles a Zelva zminoval i ve své prednasce Die Stufen des Unendlichen
dne 27. fijna 1930 (Verlag von Gustav Fischer, Jena 1931, str. 2-3).
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moizny v okamziku. Provedme dvé Givahy o jakychsi nejmensich kvantech casu
a prostoru, ve kterych je pohyb mozny.

UvaZujme nejmensi casovy interval At, ve kterém je pohyb mozny, ve kterém
je jesté pohyb pohybem. Télesa B se vuci télesim A posunou o jakysi délkovy
Gsek As, télesa C se vici télesim A posunou o stejny délkovy tsek As; télesa
C' se vsak vicl télesim B posunou o usek 2As. Za jaké  kvantum casu® se
viak télesa C posunou vudi télesim B o Gsek As? Vzdyt At byl nejmensi,
tedy nedélitelny ¢asovy interval, ve kterém je pohyb mozny!

UvaZujme naopak nejmensi délkovy interval As, ve kterém je pohyb mozny.
Urazi-li télesa C' viédi télesim B Gsek As, jaky Gsek urazi télesa B (resp. C)
viac télesim A7 ‘

Uvedme nyni nékolik dalsich zlomki, které se tykaji Zéndéna. Ve vsech se
setkavame s Gvahami souvisejicimi s nekoneénem; s nekoneénym mnozstvim,
s nekone¢né malymi a nekonec¢né velkymi velicinami, s nekonecnou posloup-
nosti. Uvahy, které jsou v téchto zlomcich obsazené, velice pékné dokumentuji
myslenkové tapani, které souviselo s uchopovanim pojmu nekonec¢no. Povsim-
néme si napr. toho, ze tyto zlomky netvori konsistentni celek, Ze s1 misty pro-
tireci. Opét se zd4, ze cilem téchto myslenkovych konstrukci bylo poukazat na
problémy, ke kterym lze dospét dislednymi logickymi postupy.

Ve svém spise obsahujicim cetné dukazy dovozuje po kaZdé, Ze ten, kdo
uzndvda mnohost, nutné mluvi veci sobé odporujici. Tak jeden je dukaz, kde
dovozuje, Ze je-li jsoucen mnoho, jsou zdaroven i velikd, t mala, tak velikd,
Ze jsou nekonecné velika, a tak mald, Ze nemaji vubec Zadnou velikost. Pri
tom pak dokazuje, Ze nemd-li co ani velikost, ant tloustku, ani hmotu, nemize
to vibec byt.® [ Nebot“, Fikd, ,kdyby to pristoupilo k jiné véci, nikterak by ji
nezvéetsilo, vzdyt neni-li Zadnd velikost a pristoupi-li k nécemu, nemuze toto
niyjak ziskatt na velitkosti a nebyl by takto Zadny prirustek. A jestliZe se véc pii
ubirani nezmensi a pri priddvdni nezvétsi, je patrné, Ze ani pridané, ant ubrané
nebylo nicim“. A to nerika Zénon, aby vyvrdatil jedno, nybrz tvrdi, Ze kazZdd
z mnohych a nescislnych véci ma velikost, jeito pro délitelnost do nekonecna je
pred tim, co bereme, vidy néco jiného. Dokazuje to, kdyz byl pred tim dovodil,
zZe nic nema velikost, poncvadz kazdd z mnohiyjch véci je s sebou totoznd a jedna.
( [85], str. 73-74; viz téz [Pa], str. 181)

V predchozim zlomku je zajimava pasaz o zvétSovani a zmensovani jsoucna.
S tvrzenim, ze jestliZe se véc pri ubirdni nezmensi a pii priddvdni nezvétsi,
je patrné, Ze ani pridané, ant ubrané nebylo nicim, jako matematici souhlasit
nebudeme. Vime prece, Ze sjednocenim nekonec¢né mnoziny A s jakoukoli mno-
zinou 3 mensi mohutnosti ziskame mnozinu AUB, kterd ma stejnou mohutnost
jako mnozina A. Existuji vsak nekone¢né mnoziny ,mimo matematiku®?

Nekonecnost co do velikosti pak dokdzal drive stejnym postupem. Dokdzav
totiz napred, Ze by jsoucno nebylo, kdyby nemélo velikosti, vyvozuje: ,Jestlize
pak jest, must mit kaidé jsoucno néjakou velikost i tloustku a jedno jsoucno

8 Co by nemélo velikost, nebylo by. Jiny pieklad: PakliZe jednotlivd véc nemd velikosti,
nemd Zadne existence. ([Pa], str. 179-180)



14 JINDRICH BECVAR

musi byt vzddleno od druhého. A stejné se Lo md s tim jsoucnem, které je p’f*ed
onim: i to bude mit velikost a néco bude pred nim. A toto lze Fici jednou a Tikat
stdale, nebot Zddné takove jsoucno =z toho nebude nejzazsi a Zdadne 7’1@61;(1(;} beze
vztahu k jinému. Tak je-li jsoucen mnoho, je nutné, aby byla zdroven © mald
i velikd, tak mald, Ze nemaji velikostt a tak velikd, Ze jsou nekonecna.* ( [85],
str. 74; viz téz [Pa], str. 180)

Uryvky, které jsme uvedli, jsou zlomky Zénoénovych vah, ktere jsou vytrzeny
ze Sirsiho kontextu. Precteme-li si je pozorné, vidime, ze v jednom Zénon
zavrhuje nekonecné malé veliciny, ve druhém naopak ukazuje, ze existujl.

Zéndndu dikaz .. .: , Je-li prostor, bude v nécem. Vidyt vse, co je, je v necem,
a co je v ncécem, je téZ v prostoru. Bude tedy prostor v prostoru, a to jde do
nekoneéna. Neni tedy prostoru.“ ( [85], str. 75; viz 1€z [Pa], sir. 183)

Kdyz Zéndn ukazuje, Ze je-li mnohé, je ~droven, omezeno 1 NEoINeIeNo, pise
doslovné toto: , Je-li jsoucen mnoho, je nutno, aby jich bylo tolik, kolik jich jest,
ani vice, ani méné. A je-li jich tolik, kolik jich jest, byla by poctem omezena.
— Je-li jsoucen mnoho, jsou poctem necomezena, nebot vidy jsou mezt jsoucny
jind a mezi témi zase jind, a tak jsou poctem neomezenda. “ A tak ukazal délenim
nekonecnost co do poctu. ([85], str. 74; viz téz [Pa], str. 181)

Velké diskuse filozofit vyvolavalo a stdle vyvolava Zénonovo chapani neko-
neéna. Vidéli jsme, Ze v aporiich o pohybu uvazuje Zénon potencialné. Casto se
viak uvadi, ze potencialni nekonecno u Zénéna do jisté miry prerusta v neko-

neéno aktualni. Mazeme-li totiz prostor, ¢as, ... délit do nekonecéna, musi byt
prostor, ¢as, ... ve skutecnosti do nekonecna jiz rozdélen (viz napf. [25], dil I,

str. 237-238).

7énén byl mistrem dialektiky a disputaci, hojné pouzival postupii, kterym
v matematice fikame ,,dikazy sporem*. Tvrzeni svych protivnikii, ktera chtel
vyvratit, nejprve prijal a pak ukazoval, jaké nesrovnalosti a absurdity z nich
vyplyvaji. V Platénoveé dialogu Parmenidés hovori o tomto postupu Sokrates 1
sam Zénoén:

Pozndvdm, Parmenide, fekl SSkratés, Ze tuhle Zéndn chce byti sblizen nejen
s tvgm ostatnim prdtelstvim, nybrz také se spisem. Napsal totiZ jistym zpiisobem
totés co ty, ale na druhé strané se pokousi nam namluviti, jako by 7ikal néco
jiného. Ty totiz ve své bdsni tvrdis, Ze vse jesl jedno, a krdsné€ ¢ dobre pro to
uvddis dikazy; avsak Zéndn zase tvrdi, Ze neni mnohost, a takc¢ on wvadi velm:
mnoho velmi vdzniych dikazu. NuZe, kdyZ jeden tuvrdite, Ze jest jedno, a druhy
popirdte mnohost a kdyzZ mluvite jeden i druhy tak, aby se zddlo, Ze jste nerekli
docela nic téhoz, ackoli mluvite téemer totez, je videti, Ze tyhle vase teci presahuji
rozum nds ostatnich. Zéndén odpovida, ze ... pravou podstatou je ten spis jakdsi
pomoc myslence Parmenidove proti t€m, kteri se pokouseji na ni délat vtipy
a turdi, Ze jestlize jest jedno, vychdzi z toho mnoho smésnych dusledkii pro
tu myslenku, a to ji odporujicich. Obraci se tedy tento spis proti tém, kteri
turdi, Ze je mnohost, a oplaci jim stejnou meérou a jesté vetsi, chtéje ukdzati,
jesté smésnéjsi by to bylo s jejich predpokladem mnohosti nezli s predpokladem
jednoho, kdyby se to ndlezité promyslelo. ([P2], str. 17)
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22. Zkoumani iracionalit

V textu Hrdinsky vek reck€ matematiky jsme se pomérné podrobné zabyva-
li problémem souméritelnosti a nesouméfitelnosti Gsecek (strana a thlopFicka
Ctverce, strana a Uhlopricka pravidelného pétitihelniku) a objevenim prvnich
iracionalit; snazili jsme se ukéazat, jakymi metodami mohla byt nesouméfitel-
nost Usecek dokazovéna (viz [Be], str. 57-61).

Recéti myslitelé si jisté velmi rychle uvédomili, Ze iracionalit existuje vice,
ze je jich (potencialné) nekonecné mnoho. Svédectvi o tom nalézame jiz
v Platénové dialogu Theaitétos. Dozviddme se zde, ze se problematikou
iracionalit zabyval Theodéros z Kyréné (feckd osada v severni Africe — dnesni
Libye), ktery snad vysel z pythagorejské skoly. Jeho zdkem byl Theaitétos (asi
417-369/8), ktery byl ve spojeni s Platénovou Akademii; zemfel na nasledky
zranéni z korintské valky. Vénoval iracionalitim velkou pozornost; provedl
Jejich klasifikaci, ktera byla pozdéji Eukleidem zpracovana v desaté knize jeho
Zakladi. Kromé toho se zabyval pravidelnymi mnohostény (tzv. platénska
télesa); tyto jeho vysledky jsou obsazeny v tfinacté knize Zdkladd. Uvedme
vSak ji1z zminény Gryvek z dialogu Theaitétos.

Theait. Tuhle Theodoéros nam zndzornoval obrazci cosi o mocnindch, o ctver-
ci obsahujicim tri ctverecn€ stopy a o ctverci obsahujicim pét ctverecnijch stop,
zZe svou stranou nejsou soumeritelné se ctvercem o jedné stopé, a tak probiral
jednu mocninu po druhé aZ po ctverec o sedmndcti ctverecniych stopdch; pivi

tomto se nevim proc¢ zastavil. A tu nds napadla takovd myslenka — kdyz se
jevilo, Ze téch mocnin je nekonecné mnoZstvi — pokusit se je sebrat v jedno

jméno, kterym bychom nazvali vsechny tyto mocniny.
Sokr. A nalezli jste snad néjakée takove?
Theait. Mné€ se zdd, Ze ano; ale posud to i ty.
Sokr. Mluv.

Theait. Vsechna c¢isla jsme rozdélili na dva druhy; ¢isla vznikajici ndsobenim
dvou stejnych ciniteld jsme prirovnali tvarem ke ctverci a proto jsme je nazvali
ctvercovymi a rovnostrannymi.

Sokr. Dobre.

Theait. Ale cisla, kterd jsou mezi témito — k nim ndleZi @ tri i pet i
kazde cislo, ktere nevznikd ndsobenim stejnych ciniteld, ngbrZ budto vétsiho
nasobence mensim ndsobitelem nebo mensitho ndsobence vétsim ndsobitelem a
které omezuje pokazZdé jedna vétsi strana a jedna mensi — ta jsme pfirovnali
k obdélniku a nazvali je obdélnikovymi.

Sokr. Vyborné. Ale co dale?

Theait. Vsechny piimky [jde o Gsecky], jejichzZ ¢tverec tvori ¢islo rovnostranné
a plosné, jsme stanovili jakozZto délky, které vsak tvori cislo nerovnostranné,
jakoZto mocnosti, hledice k tomu, Ze nejsou s onémi souméritelné délkou, nybrz
plochamz, které vznikaji jejich umocnénim. A podobné co se tyce téles. ( [P1],
str. 18-19)
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V piedposlednim odstavei znamena slovni spojeni ktere omezuje pokaZdé
jedna vétsi strana a jedna mensi to, ze obdélnikovymi ¢isly jsou minéna prave
ta prirozena ¢isla, kterd nejsou cisly ¢tvercovymi (pfi kazdém rozkladu v soucin
dvou ¢&isel je jeden cinitel vétsi nez druhy). Cislo ¢tvercové tedy pro tecké
matematiky neni specidlnim pFipadem ¢isla obdélnikového. "Tomu odpovida
i zafazeni dvojice ¢tverec—obdélnik mezi deset zdkladnich pythagorejskych
protikladii. Nesouvisel pravé tento striktni pohled na tuto dvojict pojmu
s objevemn nesouméfitelnosti? Vzdyt odmocnina ¢tvercového ¢isla je (v nasi
Feci) éislo prirozené a odmocnina obdélnikového ¢isla je cislo iracionalni!

V poslednim odstavci jsou druhé odmocniny ptirozenych cisel rozdéleny na
¢isla piirozena a ¢isla iracionaln{ (délky, jejichZ ctverec tvori cislo rovnostranné
a plosné, a mocnosti, které vsak tvori cislo nerovnostranné ). Posledni véta
(A podobné co se tyce teles.) znamena, ze stejné rozliseni se uvazuje u tretich
odmocnin piirozenych ¢isel. Poznamenejme, ze v novém vydani Platonova
dialogu Theaitétos je citované misto upraveno -— rozliseny jsou terminy
mocnina a mocnost, pro které je v feckém origindlu uzivan stejny vyraz dynamis

([P1], 18-19, 109-110 — poznamka ¢. 10).

Citat z Platénova Theaitéta, ktery jsme pravé uvedli, byl predmétem mnoha
spekulaci. Velkou pozornost poutalo ¢islo 17, u kterého se Theodoros zastavil.
Jedno z efektnich vysvétleni souvisi s obr. 4; pfi znamé konstrukci odmocnin
tzv. ,odmocninovym snekem® je ptirozené¢ skoncit u cisla V1T7; konstrukee ¢isla

V18 by uz ,narusila“ obrazek.

Obr. 4
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Pidvabnou pasaz o tomto problému je mozno najit i v neddvno vydané zajimavé
knizce [Da] (viz str. 50-56). Rtzné Gvahy o této otdzce lze nalézt napi. v [38]
a [74].

Postupnou konstrukci odmocnin miiZeme snadno a elegantné provést i jinak
(viz obr. 5a); v tomto pfipadé k Zaddnému ,naruseni pfedchozich ¢ar* nedochazi.
Laskavy ctenar tohoto c¢lanku si jisté uvédomi, Ze je mozno vymyslet fadu
dalsich postupfi. V odmocninovém $neku mutiZeme napi. vynechat konstrukce
¢isel v4,4/9, V16, nebot jsou zbytecné: pro sestrojeni v/5, resp. V10, resp. /17
se vyuZije jiz sestrojena v/3, resp. V8, resp. V15 a v/2 — v tomto pripadé by
obrazek ,narusila“ az konstrukce &isla /21 (viz obr. 5b).

Obr. 5a

jak byla feckymi mysliteli iracionalita ¢isel v/3, V5, V6, V7, - -+ dokazovéna.

VysSe uvedeny uryvek z Platénova dialogu Theaitétos naznacuje, Zze Theo-
doéros dokazoval nesoumeéritelnost stran ¢étvercii o obsahu t¥i, péti, Sesti, ...,
sedmnacti jednotek se stranou jednotkového ctverce (jednotkovou tuseckou)
postupné, tj. pro kazdy pripad zvlast. Maze to znamenat, Ze v té dobéd jesté
nebyl k disposici obecny dikaz. Neni vSak vylouceno, ze Theodoéros tento postup
zvolil z metodickych diivodii; problematiku nesoumeéritelnosti veli¢in bylo tieba
dobre osvétlit a pochopit a pripadné ukazat cestu k obecnému duakazu.

Pokusme se navrhnout zcela elementarni postup, jak mohly byt tyto dikazy
provadeény.

UvazZujme stranu a jednotkového Ctverce (tj. a = 1) a stranu b Ctverce
o trojnasobném obsahu (tj. b = V/3). Predpokladejme, Ze jsou soumdfitelné
a ze jejich nejvétsi spole¢nou mirou je tsecka ¢. Tedy a = mc, b = nc, kde
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m, n jsou prirozend &isla; protoze je tGsecka c nejvétsi spoleCnou mirou usecek
a, b, jsou ¢isla m, n nesoudélna.

Citverec o obsahu 1 je tedy sestaven z m? malych ¢tvereckil, ctverec o obsahu
3 z n2 malych &tvereckii. Na oba &tverce se nyni miZeme divat jako na
Stvercova figuralni &isla; zjevné plati vztah

2

n?=3.-m?

=m? +m® +m?,

ktery muzeme snadno znazornit obrazkem (viz obr. 6).

n2
= m? + mz + mZ
Obr. 6
Thned je vidét, ze &islo n? je délitelné tfemi. Uvazujme, jak toto ctvercové
&islo vypad4; jsou tfi moznosti — v algebraické feci n = 3k, n = 3k + 1,
n =3k +2 (viz obr. 7).
3k ® 6k |® @
L N
9k3 5
5 Ok 9k 2
K

Obr. 7

Druhé a tieti moznost zfejmé nepada v Gvahu; ¢tvercové cislo n? v téchto
piipadech neni délitelné tfemi, nebot cisla 1, resp. 4 nejsou délitelna tremi
(viz pravy horni ,roh“ étvercového ¢isla). Ukazali jsme tedy, ze cislo n musi
byt délitelné tremi. Citvercové &islo n? je tedy mozno tfemi svislymi a tfemi
vodorovnymi ¢arami rozdélit na devét mensich ctvercovych &fsel k?; odtud
vyplyva, ze ctvercové éislo m? je souc¢tem tFi ¢tvercovych cisel k2,

m? =3-k2=kZ+ k> + K.
Zopakujeme-li celou tivahu, zjistime, ze 1 ¢islo m je délitelné tremi. Dospéli

jsme ke sporu s nesoudélnosti ¢isel m, n. Strana ctverce o obsahu 3 tedy neni
souméritelna se stranou jednotkového ctverce.
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Obdobny diikaz je mozZno provést i pro ¢tverec o obsahu péti, Sesti, ..., sedm-
nacti, ... plosnych jednotek. Uvédomme si, Ze na patfi¢cném misté je v téchto
dikazech tfeba provérit, zZe ¢isla 1, 4, 9, 16 nejsou délitelna péti, ¢isla 1, 4, 9, 16,
25 nejsou délitelna Sesti, ..., ¢isla 12,22, ... | 162 nejsou déliteln4 sedmnacti atd.

Zdé se, ze pravé takovymto mnohonasobnym provérovanim faktt a ,,ohleda-
vanim situace“ byly postupné nalézany obecné dikazy.

Zajimavym problémem, ktery jisté fecké matematiky také trapil, je otazka
souméritelnosti ¢i nesoumeéritelnosti iracionalit. VySe uvedeny postup je mozno
snadno modifikovat; dospéjeme tak k dal§im zajimavym vysledkiim.

DokaZme napf., Ze strany a, b dvou ¢tverci, které maji obsahy rovné dvéma,
resp. tfem plodnym jednotkdm (tj. a = V2, b= v/3), nejsou souméfitelné.

Predpokladdejme, Ze souméritelné jsou; tedy a = mc , b = nc , kde c je
nejvétdi spoleénd mira Gsecek a,b a m,n jsou nesoudé€lnd prirozena cisla.
Porovnanim obsahti obou &tverch ziskdme vztah 2n? = 3m? (viz obr. 8).

Obr. 8

Snadno nahlédneme, ze étvercové &islo m? je sudé. Z piedchozich vah vime,
7e i m je sudé, tj. m = 2k. Kazdé ze ctvercovych Cisel m? je tedy slozeno ze Cty¥
ctvercovych éisel k2. Cislo n? je proto rovno soudtu Sesti ¢tvercovych &isel £
¢islo n? a tedy i ¢islo n je sudé. Opé&t jsme se dostali ke sporu s predpokladem
nesoudélnosti ¢isel m,n. Usecky a, b jsou proto nesouméritelné.

Podobnym zptsobem miiZzeme bez uzit{ hlub8ich matematickych poznatki
dokazat nesouméritelnost dalSich iracionalit.

Poviimnéme si, ze v uvedené ukdzce z dialogu Theaitétos je pevné zvolena
jednotka (stopa ). Neuvazuje se zde tedy obecné o souméritelnosti ¢i nesou-
méfitelnosti Usecek, ale o souméfitelnosti ¢i nesouméfitelnosti néjaké tsecky
s jednotkovou tise¢kou. Mnozina véech tiseéek se pri tomto pristupu rozdéli na
dvé podmnoziny — tsecky raciondlnich délek a tsecky iracionalnich délek.

Na zavér tohoto odstavce poznamenejme, ze se v Eukleidovych Zdkladech
setkavame i s daldimi dvojicemi nesouméfitelnych tseéek (kromé strany a
thlopticky ¢étverce & pétithelniku). Napf. ve tfindcté knize je to strana
pravidelného pétithelniku, resp. desetithelniku a polomér kruZnice opsané,
dale hrana libovolného pravidelného mnohosténu (platénské téleso) a polomér
opsané sféry.
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23. Teorie proporci

Objev nesoumeéritelnosti iisecek vedl k tzv. pruvni krizi matematiky. Vycho-
diskem z této krize se stala feckd geometrickd algebra (viz [Be], str. 6369,
72-73) ve spojeni s Eudozovou teorii proporci. Reckd geometricka algebra pro-
stupuje celé Eukleidovy Zdklady, Eudoxova teorie proporci (teorie pomeért a
umér geometrickych veli¢in) je zpracovana v jejich paté knize. Tato kniha za-
¢ind 18 definicemi, za nimiz néasleduje 25 vét. Uvedme nejprve vsech 18 definic
(v prekladu Frantiska Servita — viz [20], str. 68-69) a objasnéme problematiku
v nich obsaZenou. Priblizime s1 tak duch Eukleidova dila 1 jeho cesky preklad.
Soucasné si uvédomime, ze d4 hodné prace porozumét matematice, ktera je
psana jinym stylem a témér bez uziti symboliky.

1. Dilem veliciny vétst jest velicina mensi, kdyz velicinu vetsi domerTuje.
2. Ndsobkem pak veliciny menst jest vétsi, kdyz ji mensi domérujye.
V prvnich dvou definicich je zaveden pojem ndsobku a dilu veliciny; je

uvazovan vztah na = b, kde n je prirozené cislo. Znovu pripomenme, ze
velicinami jsou minény velic¢iny geometrické tj. délky, obsahy a objemy.

3. Pomérem jest néjaky vztah dvou stejnorodych velicin dle jejich kolikost:.

4. Pravime, Ze k sob€ maji pomeér veliciny, které nasobeny jsouce mohou byti
jedna druhé vétsi.

Ve tfeti definici je zaveden pomér a : b dvou stejnorodych veli¢in a, b. Pomér
veli¢in a, b je mozno vytvorit jen tehdy, maji-li tyto veliciny stejnou dimenzi
(obé jsou bud délkami, obsahy nebo objemy); jde o dusledek tzv. principu
homogenity, ktery byl polozen do zakladu fecké geometrické algebry (viz [Be],
str. 63). Ctvrta definice navic ¥ik4, ze pomér mohou tvofit jen takové veliciny
a, b, ke kterym existuji prirozena cisla m, n takova, ze na > b a mb > a; tato
diilezitda podminka vylucuje z dalSich iivah nekoneéné malé veliciny.

Poznamenejme, ze v Eukleidovych Zdkladech se az na jedinou vyjimku
nekonecéné malé veliéiny nevyskytuji (ackoliv tvodni axiomy, které jsou shrnuty
v prvni knize, je a priori z Gvah nevylucuji). Tou jedinou vyjimkou je ,thel®
sevreny tecnou ke kruznici a kruznici samou, ktery je ,mensi nez jakykoli ostry
Ghel®“ ([20], str. 43-44 — tfeti kniha, 16. véta).

Podminka uvedena ve ctvrté definici je znama jako azxiém Archiméduv nebo
Fudoxiv-Archiméduv. Archimédes tento pozadavek, ktery pripisuje Eudoxovi,
zformuloval jednak ve svém spise Kwvadratura paraboly (pro obsahy), jednak
v praci O kouli a vdlci (pro délky, obsahy a objemy):

Vétsi ze dvou danych velicin, at jsou to usecky, plochy nebo télesa, presahuje
menst o jisty rozdil, ktery, kdyzZ je dostatecné vyndsoben, je vétsi neZ kazda
z obou danych velicin. (viz [66], str. 43; viz [A], str. 158)

To znamena, ze napt. dvé Gsecky se nemohou lisit pouze o nekonec¢né malou
velicinu. Tento axiom do jisté miry odrazi dfivéjsi ivahy o tom, co to vlastné
usecka je, z ceho se sklada, zda je do nekonecna délitelna atd.
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Vratme se vSak k definicim paté knihy Zdkladd.

5. Pravime, Ze jsou veliciny v témzZ poméru k sobé, pruni ke druhé, a treti ke
cturté, kdyzZ stejné ndsobky veliciny pruni a treti nad stejné€ ndsobky druhé
a cturté jsou dle jakékoli ndasobnosti bud jeden nad druhy zdrovern vétsi bud
zdroven stejné bud zdroveri mensi, jsouce vzaty ve vzdjemném porddku.

6. Veliciny majici tyz pomer nazyvdme dmérou (dmeérnymi).

Pata a Sestd definice zavadéji rovnost dvou pomeéri, neboli dméru. Pomoci
soucasné matematické reci a symboliky vyjadfime predchozi dvé definice takto:
Poméry a : b a c¢:d jsou stejné (tvori Gméru), tj. a : b = ¢ : d , jestlize pro
libovolné zvolena pfirozena cisla m, n plati:

na < mb <= nc < md

na > mb <= nc > md,

na = mb < nc =md .

Rozeberme nyni problematiku tméry podrobnéji. Uvazujme pomér a : b.
Mnozina vSech dvojic prirozenych cisel (m,n) se rozpadne na tfi disjunktni

podmnoziny:
X =A{(m,n); na < mb} ,

Y = {(m,n); na > mb} ,
Z =A{(m,n); na = mb} .

Snadno provérime, ze pro dvojici (k,l) pfirozenych cisel plati nasledujici

tvrzeni:
: : k. m : :
Je-li (m,n) € X, tj. na < mb, a 7 > — , pak jela < kb, tj. (k,]) € X.
n
k
Je-li (m,n) € Y, tj. na > mb, a 7 < , pak jela > kb, tj. (k1) €Y.
n
Je-li (m,n) € Z, t). na = mb, a 7 > , pak jela < kb | tj. (k,]) € X.
n
k
Je-li (m,n) € Z, tj. na = mb, a 7 < T pakjela > kb, tj. (k1) €Y.
n

Bez velké Gjmy na presnosti muzeme povazovat mnoziny X,Y, Z za pod-
mnoziny mnoziny vSech kladnych raciondlnich cisel (vSechny dvojice (m,n)
reprezentujici stejné racionalni ¢islo lezi totiz vzdy v jediné z mnozin X, Y, 7).
7, predchozich Gvah dostavame nasledujici zjisténi:

— kazdé kladné racionalni ¢islo lezi v nékteré z mnozin X,Y, Z ;
mnozina X obsahuje s kazdym cislem z 1 vSechna vétsi kladna racionalni

Cisla;

mnozina Y obsahuje s kazdym cislem y 1 vSechna mensi kladna racionalni
Cisla;

— pro kazdé y € YV akazdé r € X jey < x;

— mnozina Z je nejvyse jednoprvkova;

— veliciny a, b jsou nesouméritelné, pravé kdyz je mnozina Z prazdna.
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Ukézali jsme, Ze pomér a : b definuje rozklad mnoziny kladnych racionalnich
¢isel na disjunktni mnoziny X,Y,Z (viz obr. 9). Poméry a : b a c:d jsou

tedy stejné (tvofi tméru), jestlize jim odpovidaji (ve vyse uvedeném smyslu)
stejné rozklady.

Y\ /X
k/ /ZK_

Obr. 9

Vénujme nyni pozornost dalsi definici.

7. Kdyz ze stejngjch ndsobkid ndsobek velidiny pruni jest vétsi neZ ndsobek druhe,
ndsobek treti vsak neni vétsi neZ ndsobek cturté, tehdy pravime, Ze pruni ke
druhé jest v poméru vétsim nez treti ke cturté.

Predchozi definice ddvad moZnost srovnani poméru podle velikosti: existuji-
li prirozend c&isla m,n takova, ze na > mb a nc < md, pak budeme psat
a:b>c:d.

Jsou-li a,b souméritelné Usecky, tj. a = mec, b = nc (Gsecka c¢ je jejich
spole¢nou mirou), je na = mb a = € Z; pomér a : b je zfejmé rozumne

reprezentovat pomérem m : n , tj. raciondlnim c¢islem 2 .

Jsou-li a, b nesouméritelné Gsecky, odpovida poméru a : b disjunktni rozklad
mnoziny kladnych realnych cisel na mnoziny X, Y. Uvazujme racionalni ¢islo
M ¢ Y . Snadno ukdZeme, Ze pro libovolnou Gsecku ¢ je podle sedmé definice
a:b>mc:nc (jetotiz na > mb an-mc=m-nc). Pomér a: b je tedy vétsi
nez vSechna racionalni ¢isla z mnoziny Y ; podobné ukazeme, ze je mensi nez
vSechna racionalni ¢isla z mnoziny X.

Uvédomme si, jak sedma definice krasné koresponduje s definici rovnosti
pomért. Nerovnost a : b > ¢ : d plati pravé tehdy, kdyz existuje racionalni cislo
= pro které je

a:b > — c:d

n

v

(ptislusné mnoziny X,Y nejsou pro poméry a : b, ¢ : d stejné, 1isi se alespon

v prvku 2t).

Objasnéme celou zaleZitost jesté jednou, ale z trochu jiného pohledu.
Predpokladejme, zZe veliciny a, b jsou usecky aze b = 1, tj. tsecka b je jednotkou

délky.

Je-1i Gisecka a s Gseckou b = 1 soumeéritelnd, tj. na = m - 1, pak je zfejmé

a = mnl tj. racionalni ¢islo = € Z je velikosti Gsecky a.

Je-1i Gisec¢ka a s Giseckou b = 1 nesouméritelna, je mnozina Z prazdna. Jestlize

je ™ € X tj.m-1 > na, potom je zfejmé m;i > a, tj. isecka a ma délku mensi
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- . k . - ~ ~ . . ’ v ’
nez . Je-li T €Y, tj. k-1 < la, potom je zifejmé %l < a, tj. (se¢ka a ma

, ~aivs ~ k ol ’ . . ’ ,
délku vétsi nez 7. Pro kazdé ¢ € X,y € Y je tedy y < a < z. Iracionaln{
délka usecky a je z obou stran ,vymezena“ mnoZinami X,Y racionilnich
¢isel; odpovida ,rozkladu® mnoziny vSech kladnych racionalnich ¢isel na dvé
disjunktni podmnoziny X,Y .

Veliciny a,b = 1 jsou tedy soumeéritelné, resp. nesoumséritelné, pravé kdyz
mé Usecka a racionalni, resp. iracionalni délku.

S urcitou mirou nadsazky mizZeme fici, Zze pata, Sestd a sedméa definice
zavadéji (kladnd) realna ¢isla. Myslenky Eudoxovy teorie proporci jsou velmi
blizké postupu, ktery ke konstrukei redlnych éisel pouzil ve druhé poloviné 19.
stoleti némecky matematik Richard Dedekind.

Na prvni pohled je podivné, jak Rekové prisli na takovou definici rovnosti
pomeért ( 6. definice). Zamyslime-li se nad touto otazkou dikladnéji, vidime, ze
to bylo patrné zcela prirozené.

Predpokladejme, ze a,b jsou usecky. Je zfeymé, Ze pro ruzné dvojice
prirozenych cisel m, n nastane jedna ze tfi moznosti:

na > mb | na = mb , na < mb .

Pythagorejci byli zprvu presvédceni, ze kazdé dvé Gisecky jsou souméritelné, tj.
ze existuje dvojice prirozenych cisel m, n, pro kterou je na = mb. Po objevu
nesoumeéritelnosti bylo jasné, Zze pro nesouméritelné asecky a,b jsou jen dvé
moznosti, Ze se (v nasi fecl) mnozina vSech dvojic prirozenych cisel rozpadne
na dvé disjunktni podmnoziny

X =A{(m,n) ; na < mb}, Y ={(m,n); na>mb}

které pomér a : b vymezuji. Jiz vime, ze bude-li b jednotkovou useckou, pak
délka Gsecky a bude mensi nez kazdé racionalni ¢islo © € X a vétsi nez kazdé
racionalni ¢islo y € Y. Pripomenme, ze jiz pythagorejci znali odhad

7 17

- 2 < — .

5) < V2 12
(Pozdéji napf. Archimédes (287-212) v praci O meéreni kruhu uzival nerovnost{
202 < V3 < 1351 pfi vypoétu odhadu é&isla m: 3132 < 7 < 337 — viz [A], str.
233-237.)

A pravé odtud prameni Eudoxova myslenka rovnosti pomért: poméry a : b,
¢ . d se rovnaji, pravé kdyz odpovidajici mnoziny X,Y jsou stejné. Budeme-
Ii napr. uvazovat iméru a : b = ¢ : b, kde b je jednotkova tsecka, budou
velikosti UGsecek a,c omezeny shora stejnou mnozinou X a zdola stejnou
mnozinou Y racionalnich ¢éisel. Eudoxova definice améry tak do jisté miry
vyrusta z puvodniho pythagorejského pojeti veli¢in, ale vyrazné je prekracuje.

Poznamenejme jesté, ze pro usecky a,b,c,d bylo mozno zavést rovnost
pomeérd a : b, ¢ : d pomoci rovnosti obsaht ad, be, tj. rovnosti ad = be . Jsou-
i vSak a,b,c,d obsahy, resp. objemy (tj. veli¢iny druhé, resp. treti dimenze),
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pak souciny ad, bc nemaji (ve smyslu fecké geometrické algebry) geometricky
vyznam (maji totiz vyssi dimenze). Navic by toto pojeti nedavalo zjevnou
moznost vymezeni iracionalniho ¢isla prislusnymi racionalnimi odhady shora
a zdola.

Pokracujme dale ve vyctu definic paté knihy Zdakladu.
8. Uméra o trojim &lenstvi jest nejmensi.

9. Kdyz jsou tri veliciny imérou, pravime, Ze se md pruni ke treti jako dvojmoc
prvni ke dvojmoci druhé.

10. KdyzZ pak jsou ctyri veliciny (spojité) dmérou, pruni md se ke ctuvrté jako
trogmoc prvnt k troymoct druhé, a tak stdle po radé tymz zpusobem, jakoukolt
mdme tméru.

Osma a devata definice se tykaji iméry a : b = b :c. Z rovnostia: b =b:c
ihned vyplyva rovnost b = \/ac, tj. velicina b je geometrickym primérem
velic¢in a,b (nékdy se zavadél termin stfedni geometrickd umeéernd); dale je
c = 9;—, veliciny a, b, ¢ tvori geometrickou posloupnost s kvocientem —2— , havic
a:c=a?:b2

Desata definice zavadi Gméru a : b = b : ¢ = ¢ : d. Velicina b je
geometrickym primeérem veli¢in a, ¢, veli€¢ina ¢ geometrickym priamérem veli¢in
b,d, posloupnost a, b, c, d je geometrickd s kvocientem ¢, navicjea : d = a3 : b3.
V desaté definici se uvazuje se 1 o aumeérach, které maji vice ¢lenu.

11. Pravime, Ze souhlasnymi velicinam: (céleny) jsou predni s prednimi a zadni
se zadnimaz.

12. Stridavgym pomérem je sdruZent clenu predniho s prednim a zadntho se
zadnim.

Necht a, b; ¢, d jsou dvé dvojice velic¢in, resp. necht a : b = ¢ : d je Gméra.
Veli¢iny a, ¢, resp. b, d se nazyvaji souhlasné. Poméry a:c, b:d se nazyvaji
stridavé. O stfidavém poméru se hovofti v 16. vété paté knihy Zdkladd (viz dale).

13. Zpétnym pomérem je sdruzZeni zadntho na misté prednim s prednim na miste
zadnim.

14. Soucetnym pomérem je sdruzZent prednitho a spolu zadnitho se zadnim samym.

15. Rozdilovym pomeérem jest sdruzZeni rozdilu, o¢ predni clen je vétsi zadntho,
se zadnim samym.

ot b

16. Zvratnym pomérem je sdruient clenu prvniho s rozdilem, oc¢ predni clen je
vetsi zadntho.

Necht a, b jsou dvé veli¢iny, resp. necht a : b je pomér. Rekneme, Zze pomér
b : a je zpétny, pomér (a + b) : b soucetny, pomeér (a — b) : b rozdilovy, pomér
a: (a—"0) zvratny. O soucetnych, rozdilovych a zvratnych pomérech pojednava
17. = 19. véta (viz dale).

17. Stejnoradnym pomerem jest, jest-li vice clentdv a jiné jim poctem rouvné
a berou-li se po dvou v témzZ poméru, kdyz se md jako v prvnich clenech
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pruni k poslednimu, tak ve druhych clenech pruni k poslednimu; nebo jinak:
sdruZent krajnich s vypustenim strednich.

Nestejnofadngm pomerem jest, kdyzZ jsou cleny a jiné jim pocdtem rowvné a
Jako v prvnich clenech ma se predni k zadnimu, tak ve druhych clenech piedni
k zadnimu a jako v pruvnich clenech zadni k jinému, tak ve druhiych clenech
Jiny ku prednimu.

Posledni dvé definice nejsou pfilis srozumitelné. Zda se, ze zde doslo

k mirnému zmateni pojmi pomeér a umeéra a k prolnuti definice a tvrzeni.
O stejnoradnych a nestejnofadnych pomeérech a timérach viz dale 22. — 23.
véta.

Ve vétach, které po definicich nasleduji, jsou popsany nejriiznéjsi vztahy mezi

poméry a imérami. Uvedme vsech 25 vét z paté knihy Zdkladd; zapiSme je viak
Jen strué¢né pomoci nasi soucasné matematické reci a symbohky (viz [20], str.
70-83). Pismena a,b,c,d, - -- znaci velidiny, pismena m,n,--- prirozena &isla.
O problematice tal\oveho prepisu viz napfr. [Ba].

10.
11.
12.
13.
14.

15.
16.
17.
8.
19.
20.

22.
23.
24.

. Jestlize ay = na',--- ,ax = naj, , potom a1+ ---+ax =n-(ay+---+a}) .

Jestlize a=mb, c=md, e=nb, f=nd, potom a+e=(m+ n)b,
c+ f=(m+n)d.

Jestlize a =nb, c =nd, potom ma = (mn)b, mc = (mn)d .

Jestlize a:b=c:d, potom ma:nb=mc:nd.

Jestlize a+a’ =n(b+b"), a’ =nb', potom a=nb.

Jestlize a+a' =nec, b+b¥ =nd, a’ = me, b =md, potom a=c, b=d

nebo a =kc, b = kd .

Jestlize a=b, potom a:c=b:c, c:a=c:b.

. Jestlize a>b, potom a:c>b:c,c:b>c:a.

. Jestlize a:c:b:c,potom a=2~b. Jestlize c:a=c:b, potom a=25.
Jestlize a:c>b:c, potom a>b . Jestlize ¢c:b>c:a, potom b<a.
Jestlize a:b=c:d,e: f=c:d, potom a:b=c¢e: f .

Jestlize a:b=c:d=e: f, potom a:b=(a+c+e):(b+d+ f) .
Jestlize a:b=c:d, c:d>e:f, potom a:b>e: f.

Necht a :b =c:d . Jestlize a >c, potom b>d . JestliZze a =c, potom
b=d . Jestlize a < c, potom b<d.

Plati rovnost a : b = na : nb .

Jestlize a:b=c:d, potom a:c=b:d.
Jestlize (a+b):b=(c+d):d, potom a:b=
Jestlize (a—b):b=(c—d):d, potom a:b=
Jestlize (a+b):(c+d)=a:c, potom b:d=
Necht pro veliciny a,b,ec,d,e, f je a:b =4d:
a>c, pak d > f . Jestliie a:c,pakd
d< f .

, b:c=c¢e: f . Jestlize
= f . JestliZze a < ¢, pak

. Necht a :b=¢e: f,b:c=d:e. Jestlize a > c, pak d> f . Jestlize

a<c, pak d< f . Jestlize a =c, pak d= f.

Jestlize a :b=d: e,b:c:e.f,paka:c::d:f.
Jestlize a:b=e: f b = ,pak a:c=d:f.

Jestlize a:b=c:d, e f:d, pak (a+e):b=(c+f):d.

ll
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25. Necht a:b=c:d . JestliZe a je nejvétsii a d nejmensi z velicin a,b,c,d ,
pak a+d>b+c .

Povsimnéme si, Ze v nékolika prvnich tvrzenich jde jen o nasobky veliéin.

Uvedme jesté pro zajimavost 17., 22. a 23. vétu v ¢eském prekladu F. Servita.
17. Kdyz gsou veliciny soucetné uméerou, budou téz rozdilove umérou.
22. Kdyz jest nekolik velicin a jiné jim pocdtem rovné po dvou brdny jsouce také
v témzZ poméru, téz stejnoradné budou v témz poméru.
23. Kdyz jsou tri veliciny a jin€ jim poctem rovné po dvou brany jsouce v témz

poméru a maji uméeru nestejnoradnou, také stejnoradné v témzZ poméru

budou.

Ukéazali jsme, ze Eudoxova teorie proporci (poméri a uimeér) predstavovala
jakousi teorii realnych cisel. Tato teorie byla nutnym predpokladem pro obecné
studium podobnosti geometrickych atvara; zakladni vlastnosti podobnosti je
totiz rovnost poméru odpovidajicich si Gsecek. Po objevu nesouméritelnosti jiz
nebylo mozno vystacit s pythagorejskou definici iméry aritmetickych velicin
(ptfirozenych cisel). Eukleidés si byl dobfe védom vyznamu Eudoxovy teorie pro
podobnost. Vzdyt partie o podobnosti je v Zdkladech vySetfovana az v Sesté
knize, hned za knihou o teorili poméru a ameér.

Exaktni teorie readlnych cisel byla vybudovana az ve druhé poloviné 19. sto-
leti. Uz jsme se zminili, Ze némecky matematik Richard Dedekind (1831-1916)
vytvoril tzv. teorii 7ezu, ktera sleduje Eudoxovu myslenku. Dedekind studoval
v Gottingen, kde byl zakem K. F. Gausse (1777-1855) a P. G. L. Dirichle-
ta (1805-1859), vyrazné byl ovlivnén B. Riemannem (1826-1866), jehoz spisy
vydaval. V letech 18581862 plisobil na polytechnice v Curychu, potom na tech-
nice v Braunschweigu. Svou teorii fezi publikoval roku 1872 v praci Stetigkeit
und Irrationale Zahlen [D]. V Gvodu poznamenal, Ze sepsal své vysledky z pod-
zimu 1858, kdy si1 exaktni budovani teorie realnych cisel rozmyslel v souvislosti
se svymi prednaskami v Curychu. Velmi vyznamna pro rozsifreni moderniho

pojeti analyzy a matematiky vubec byla 1 jeho dalsi prace Was sind und was
sollen die Zahlen z roku 1882 (viz [D] ).

Némecky matematik Rudolf Lipschitz (1832-1903) byl jednim z prvnich
matematiku, kteri dobre pochopili Dedekindovu teorii fezu a navic si uvédomili
1 S1rsi souvislosti. Zajimava je korespondence Lipschitze s Dedekindem, ktera se
tohoto problému tyka. Lipschitz se tazal, co vlastné Dedekind udélal nového ve
srovnani se starymi rfeckymi matematiky, kdyz jeho teorie reziu se od Eudoxovy
teorie proporci 1isi jen formalné. Dedekind poctivé priznal, ze zakladni myslenka
je stejnd; podotknul vsak, ze podstatnym rozdilem je to, zZe jeho teorie fezu
zarucuje spojitost.

Rec¢ti matematici dospéli k pochopeni nesouméfitelnosti a k existenci iracio-
nalit; jednotlivé iracionality dokazali (v dnesni feci1) ,zaradit na spravné misto
mezl racionalni cisla®“. K jasné predstavé o tom, ze naopak kazdé rozdéleni
mnoziny kladnych racionalnich ¢isel ve vyse uvedeném smyslu definuje iracio-
nalitu, vSak reckd matematika nedospéla. Navic predstavu o tom, kolik vlast-
né iracionalit je, prinesla az posledni tretina 19. stoleti; teprve Georg Cantor
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(1845-1918) ukézal, Ze redlnych &isel je ,vice“ nez prirozenych a Ze racionalnich
Je ,stejné mnoho* jako prirozenych. Dalsim podstatnym rozdilem je to, ze Re-
kové nevybudovali aritmetiku poméra (viz vyse uvedenych 25 vét); Dedekind
naopak pro své rezy definuje aritmetické operace a pracuje s nimi.

Poznamenejme jesté, Ze dalSim tvircem exaktni teorie realnych ¢&isel byl pra-
vé G. Cantor. Pr1 popisu realnych ¢isel vyuzil svou teorii mnozin; redlnymi &isly
Jsou v jeho teorn tFidy navzajem ekvivalentnich fundamentdlnich posloupnosti
racionalnich cisel. Teorii redlnych ¢isel exaktné budoval ve svych prednaskach
1 Karl Weierstrass (1815-1897), ktery se velmi podstatné angazoval v proce-
su zpresnovani matematické analyzy a matematiky vibec (tzv. aritmetizace
matematiky); redlna cisla reprezentoval desetinnymi éiselnymi fadami.

Systematicky vyklad teorie redlnych c¢isel nalezneme napr. v klasickych
knihach Oskara Perrona (1880-1975) Irrationalzahlen (2. vydéani, Berlin 1939)

nebo Edmunda Landaua (1877-1938) Grundlagen der Analysis (Lipsko 1930).
Déle zasluhuje pozornost napr. pékna knizka I. Nivena [N].

V ceské matematické literature se mizeme s Dedekindovou teorii fezt
seznamit v klasické uc¢ebnici Diferencidlni pocet 1 od Vojtécha Jarnika, v knize
Karla Hrusi FElementarni aritmetika (Prirodovédecké vydavatelstvi, Praha
1953). Cantorovu teorii redlnych ¢isel lze nalézt napr. v knizce Eduarda Cecha
Cisla a pocetni vgkony (SNTL, Praha 1954). Z novéjsi literatury je mozno pro
seznameni se s budovanim teorie realnych ¢isel viele doporucit druhy dil knihy
Algebra a teoretickd aritmetika, ktery napsal Tibor Saldt a kolektiv (ALFA
+ SNTL, Bratislava a Praha 1986). Z dalsich tituld upozornujeme na velmi
péknou a obsahlou knihu autorského kolektivu H.-D. Ebbinghause (viz [E] ),
ve které je mnoho historickych poznamek a bibliografickych odkazii.

Zakonceme tento c¢lanek citaty klasika:

Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.®
Leopold Kronecker

Die Zahlen sind freie Schépfungen des menschlichen Geistes, sie dienen als ein
Mittel, um die Verschiedenheit der Dinge leichter und schérfer aufzufassen.®

Richard Dedekind

Zerfallen alle Punkte der Geraden in zwet Klassen von der Art, daf$ jeder Punkt
der ersten Klasse links von jedem Punkt der zweiten Klasse liegt, so existiert
etn und nur ein Punkt, welcher diese FEinteilung aller Punkte in zwet Klassen,
diese Zerschneidung der Geraden in zwei Stiicke, hervorbringt.'!

Richard Dedekind

9 Cela &isla vytvoril mily Buh, viechno ostatni je lidskym dilem.

10 Cisla jsou svobodnym vytvorem lidského ducha; slouzi jako prostfedek pro snadnéjsi a
ostrejsi pochopeni rozmanitosti véci.

1 Rozdélime-1i viechny body primky do dvou trid tak, aby kazdy bod prvni tridy lezel
vlevo od kazdého bodu druhé tridy, pak existuje pravé jediny bod, ktery toto rozdéleni viech
bod do dvou trid, resp. rozriznuti primky na dva kusy vytvari.



28

[A]

[P1]

[P2]

JINDRICH BECVAR

LITERATURA

Heath, T. L., Kliem, F. (ed.), Archimedes’ Werke, Verlag von O. Hiring, Berlin, 1914.
Aristotelés, Fyzika, Petr Rezek, Praha, 1996, prelozil a poznamkami opatfil Antonin
Kriz.

Basmakova, I. G., O rol: interpretacit v istorii matematiki, Istoriko matematiceskie
issledovanija XXX (1986), 182-194.

Be&vak, J., Hrdinsky vék recké matematiky, HISTORIE MATEMATIKY I, JCMF,
Brno 1994, 20-107, Sbornik z 1. seminafe pro vyucujici na stfednich skolach (Jevicko,
1993).

Dedekind, R., Was sind und was sollen die Zahlen ? Stetigkeit und Irrationale Zahlen,
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1967.

Davis, P. J., Filosofujici kocka z Pembroke, Nakladatelstvi Lidové noviny, Praha,
1994, z anglického originalu Thomas Gray, Philosopher Cat prelozil Jifi Fiala.
Ebbinghaus, H.-D., et. al., Zahlen, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York
London Paris Tokyo Hong Kong Barcelona Budapest, 1992, 3. vydani (predchozi
vydani 1983, 1988). Anglicka verze: Numbers, 1. vyd. 1991, 3. vyd. 1995.

Hilbert, D., Bernays P. J., Grundlagen der Mathematik I, II, Springer-Verlag, Berlin,
1934, 1939.

Niven, I., Numbers: Rational and Irrational, Random House, New York, 1961, rusky
preklad: Ajven Niven, Cisla racional’nye i irracional’nye, MIR, Moskva, 1966.
Patocka J., Nejstarsi reckd filosofie. Prednasky z antické filosofie, Vysehrad, Praha,
1996.

Platén, Theaitétos, ISE, OIKOYMENH, Praha, 1995, z feckého originalu prelozil
Frantisek Novotny. Druhé vydani (prvni vydani, Praha 1933).

Platén, Parmenidés, OIKOYMENH, Praha, 1996, z feckého originalu prelozil Franti-
sek Novotny. Druhé vydani (prvni vydani, Praha 1936).

Weyl, H., Philosophie der Mathematik und Naturwissenschaft, Handbuch der Philo-
sophie II, Miinchen-Berlin 1927.

Achilles se zelvou na cesté do Jevicka






