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PREDMLUVA

Ve sbornfku je zpracovana vétsina pfednédek z 1. semindfe Historie malema-
tiky pro vyuénjici na stfednich Skolach, ktery se konal v srpnu 1993 v Jevicku.
Nékteré texty json podstatné rozi{feny, aby poskytly ucelenou informaci o dané

problematice.
Vitime veikeré pEipominky k obsahu 1. seminafe, k publikovanym textam
a zejména nadméty k programu a organizaci 2. seminafe, ktery se bude konat

v srpnu 1995,
Pfedpokladame, ze v pristim sborniku zvefejnime dalii texty o starovéké

matematice.

Jindfich Beévar Eduard Fuchs
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Na obr. 1 je tzv. v&stonicka vrubovka, kost mladého vlka dlouha 18 cm,
opatfend 55 zafezy. Objevitel prof. Absolon odhadl jeji stafi na 10 az 30.000
let.

Obdobné vrubové zdznamy byly nalezeny i jinde. Na obr. 2 je kresba vru-
bovky ze Zaire, stara 6.500 az 9.000 let.

Na obr. 3 jsou vrubovky z Advejeva (Rusko). Na obr. 4 jsou vrubovky anglic-
ké finanénf spravy ze 13. stol., na obr. 5 vrubovka z roku 1627 z olomouckého
muzea.



PREHLED VYVOIE MATEMATIKY
EpuaRD FUCHS

Pokusmme se ve strucrosti naznaéit zakladni rysy v¥voje matematiky od
prehistorie po dnedek. PFitom je snad ziejmé, Ze zachyceni vyvoje védy v ob-
dohi nékolika tisicileti je na nékolika strankach nemoiné. Proto tato Gvodni
kapitola nemiize sledovat jiny cil, nez poskytnout Ztenafi nejzakladnéisi orlen-
{aci a wmo#nit mu, aby si mohl nasledujici texty zafadit do Sirgich souvislosti
fasovych 1 véenych.

Formovani prvnich matematickych poznatki

Jakkoliv se stavime zamitavs k vulgarnd-materialistické koncepet historické-
ho v¥voje, jei nam byla viucovdna v uplynulych desctiletich, je nepochybné, ze
prvni matematické poznatky venikaly jako jeden z nastrojil popisa a poznavani
rediného svita. Vytvofeni presného obrazu ddvného vyvoje prvnich matematic-
kyech pojmé a znalosti - jist¢ aritmetickych a geometrickych - je viak nemoiné,
nebot se nam o tomto v¥voji nedochovaly ze ziejmych divedi z2adné konkrétni
doklady.

Vznik prvnich matematickych pojmi spada do oblasti nejstardich 7Ficnich
kultur (Egypt, Mezopotamie, Cina, Indie). Prvni souvislé matematické texty,
jew se nam dochovaly, pochdze)i z Egypta a Mezopotamie z prelomu 3. a 2.
tisicileti pf. n. 1. Je viak evidentni, Ze jim predchazelo dlouhé obdobi formovani
poji, které se v téchto textech vyskytuji. O tomto obdobi viak nemame zadné
pisemné doklady a jen velmi malo dokladi hmotnych.

Nékteré z téchto predméti, které nam poskytuji alespon diléi informace, json
v textu zobrazeny. Geometrické ornamenty jsou nejen dokladem estetické-
ho citent, ale svédéf 1 o zvladnuti jisté elementarné-geometricke problematiky.
Vrubovky pravdépodobné hraly roli jistého pocitadia, plnily vsak - rozfiznu-
tirn pies viechny vruby - 1 Glohu smiveniho dokumentu,

Cheernie-li si ntvoiit obraz tohoto prehistorického ohdobi, jsme nuceni oh-
racet se k nepiimym pramenam, takie nase predstavy budou jen logickym
modelem.

Odkud Eerpame plesvédéeni, ze nad model je alespoii Edsteéné vérny a jaké
jsouw tyto nepiimé prameny? Jde zejména o

(a) studinm zplsohil pocitani u etnickyeh gkupin na nizké arovei kultur-
uiho vyvoe;

(b) studinm jazyka, ktery dlouhadobé fixuje jisté postoje k matematickym

pojnnin,
(¢) srovnavani podetnich postupd v rlznych ohlastech svéta;

(d) analogie mezi onfogenesi a fylogenesi (4. mezi tim, jak si nove poznatky

osvojuje jednotlivee a jak se k nim propracovavalo lidstvo).

K jednotiivym bodiim bychom nyni mohli pfinést fadu konkrétnich poznat-
ki, znaéné bychom viak piekrocili stanoveny rozsah tohoto textu. Podrobnéjsi
informace viak &tenar mnze nalézt v literatufe.



Viza z Mezopotdmie (5. tis. pred n.l.}; vdza z Bavorska (3. tis. pi. n.l.) zdo-
bena vpichy. (d) Ukazka vyzdoby nadoby z Domice (4. tis. pi. n.l.), (a) pasovy
motiv z luzické kultury (2. t1s. pi.n.l), (b} meandry v halStatské keramice,

{¢) meandry v laténské keramice.



Radu poznatki o {irovni matematickych znalosti lze odvodit z daldich arte-
faktl, zejména ze stavitelstvi, Za viechny jmenujme alespon egyptské pyra-
midy, vznikajici za Staré 7ise zhruba v poloviné 3. tisicileti p¥. n.l. I kdyZ od-
hlédneme od riznych nesmysinych intepretaci, jimiz se to v pokoutni literatufe
v této souvislosti jen hemii, sv&dé pyramidy o Fadé praktickych matematickych
znadosti. _

Nejspolehlivéjéim zdrojem informaci viak pfese viechno zistivaji pisem-
né zaznamy. Patrné nejstardim dokladem souvisejicim s matematikou jsou
schémata uvedena v posvatné knize taoismu I-ting (Kniha promén) z doby cca
2 200 pt. n.l. - viz nasledujici obrazek.
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Podle ¢inské tradice méla tato schemata na svém hibetu posvatna Zelva, kterd
vylezla na bieh 2z Velke reky.

Kdy% tato schémata pFepiSeme do &iselného vyjadieni, vidime, Ze prvni sché-
ma je tzv. meagickym ctvercem, druhé schéma - tzv. Rifni mapa - je pozoru-
hodné svou mnohofetnou vnitini symetrii. Napriklad 5+ 3 = 8, 5+ 1 = 6,
341042 =8+7 3+ 10+1 =8+ 8 atd. Pfestoze tato schémata nejsou
doprovozena zadnym daliim komentafem, jsou svédectvim o pocetnim uméni,
které presahlo ryze prakticky ramec,

Jak jsine jiz uvedli, nejstarsi vskutku matematické texty se nam dochovaly
z Egypta a Mezopotamie. Vzhledem k tomu, ze egyptské a mezopotamské ma-



tematice budou vénované samostatné texty, nemusime se timto obdobim po-
drobnéji zabyvat. Poznamenejme pouze, Ze nejvyznamnéjsim zdrojem nasich
znalosti o egyptské matematice je tzv. Moskevsky papyrus a Londynsky
(Rhinduv) papyrus z 19. a 17. stoleti pf.n.L

Pro ilustraci uviddime ukazky mezopotamskych a egyptskych matematickych
textd.

UKAZKA MEZOPOTAMSKEHO MATEMATICKEHO TEXTU
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Pii podrobnéiinm popisu vyvoje matematiky v tomto ,pfedvédeckém® ob-
dobi bychom samoziejmé museli hovoiit o celé fade dalsich faktord. Stadi jen,
abychom si uvédomili, jak podstatna je zdanlivé tak okrajova véc, jako je vyvo)

¢iselnych zapisii. Predstavme si, jak komplikovany by byl nas kalkulus, kdyby-
chom dodnes uzivali napfiklad fimskych &islic!
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VYVOJ CISLIC

Na nasledujici strané jsou ve dvou tabulkach ukazany Cislice z riiznych dob
a zemi.

Egyptské hieroglyfické &islice mély pro kazdy desitkovy fad zvlastni sym-
bol. V z4pisu &isla se uplatiioval aditivaf pristup, tj. znak se opakoval tolikrat,
kolik jednotek toho Fadu bylo zapotfebi (je to princip i dnes zndmé fimské
numerace). Cislice se zapisovaly ve skupinich od niZsich k vy3sim, ale zprava
doleva {(obr.1}. Cislo 232 405 zapsané na obr.2 vyjadiuje 4daj o majetku krale
Sahury, jde o snimek ze stény jeho hrobky z doby 2500 let pf.n.L.

Mezopotamské klinopisné éislice jsou ukaziny na obr.3; svisly klin vy-
jadfoval jednotky, vodorovné sméfujici klin znacil desitky, ale ve vSech sedesat-
kovych fadech. (Symbol desitky asi souvisel s praci na potitadlech obdobnych
abaku.) Zapisy nebyly jednoznainé v Fadech, napi. na obr.d mize jit o 13.60
+ 21.69~! nebo 13.60% 4 21 apod., protoie se sice uzival znak pro “prazdné
misto” (nulu) - dva 3ikmé kliny, ale jen uprostied zapisu, nevyznaovala se nase
“ desetinna tarka”.

Starotecké &islice vznikly piivodné (kolem r. 1000 pf.n.l.} jako zkratky <is-
lovek, na obr.4 jsou tzv. herodidnské Eislice. Spojovanim znaku pro 5 s ostatnimi
se vytvofily znaky pro 50, 500, 5000. Postupné se ujimaly tzv. 16nske cisiice
vyuZivajici pismen alfabety (obr.5), stejny princip se pfenesl i do slovanského
pisma (spocini fadek obr. 5). Pro ¢islice bylo poutite 27 pismen oznacujicich
1,2,...,9,10,...,90, 180, ...,900; jejich sklddinim (bez opakovani bylo ,moz-
no zapsat 1,...,999 a s urcitou Upravou 1 vétsi <isla.

Indické &islice mély nejvetsi vliv na vytvafeni soufasnych zapist éisel,
Nejstarsi zdznarny z ediktl krale ASSky (3. stol. pf.n.l.) nkazuje obr.8. Vzmk
desitkové soustavy brahmi (véetné znaku pro nuiu} zahajil vyvoj Cisiic doku-
mentovany na obr.7 v pritbéhu 11 stoleif. V riznych asijskych zemich se indické
¢islice tvarové pozméhovaly (obr.8).

Arabské &islice se opiraly rovnég o indické vzory a ve své zépadoafrické
podob& “gobar” (obr.9} se pfenesly v 9. a 10. stoleti do Evropy, jejich Spanél-
skou variantu z r. 976 ukazuje obr.10. Rukopisnymi opisy se tvary &istic dosta
obméhovaly, jak dokladd obr.ll; aZ rozéifeni knihtisku v 15. stoleti pfispélo
k ustdleni tvaru &islic. Obr. 12 ukazuje Cislice pouzité v jednom Diirerove spisu
z pocatku 16. stoleti.
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Vznik a rozvoj matematiky jako védy

Egyplskd i mezopotdmskd matematika (stejné tak jako matematika indickd
a &inskd, o nich zde nehovoiime témér viibec} pfinesla fadu mnohdy pozoru-
hodngch poznatkil. Pfesto viak v tomto obdobi jesté o matematice nehovotime
jako o v&dd v modernim slova smyslu. Tento pferod se udal az v antickém
Recku cca v 6. stoleti pF.n.l. Teprve Rekové totiz ucinili zasadni krok od do-
savadni tF{§té prevazné empiricky ziskanych poznatkt k dedukfzvné budovand
véds, krok od izolovanych, nezdivodiiovanyeh a vzajemné nepropojenych po-
znatklt k systematicky budovanym teoriim, v nichi se dikaz predkiadanych
tvrzeni stava jednim ze zdkladnich poZadavkil a které se cilevédomé snaZi o
systermatické rozdifovan{ dosavadnich poznatki.

Vzhledem k tomu, ze fecké matematice je ve sborniku vénovana rozsiahla
kapitola J. Bedvafe, mliZeme se omezit jen na nékolik drobnych poznamek.

Predeviim je nutno si uvédomit, %e se antickd matematika vyvijela v obdobi
dlouhémn témér jedno tisicileti. Prvnim v§znamnym feckym matematikem byl
THALES z Milétu {asi 624 - asi 543 pf.n.l.) {vSichnt zndme napiiklad Thalctovu
vétu), jednim z poslednich pak slavny DIOFANTOS z Alexandrie (3. stol. n.l}.
Nesmime tedy podlehnout klamnému dojmu a pohliZet na antickou védu jako
na staticky stav; jde o dilouhodoby vyvej s maoha dramatickymi proménanit.

Vznik matematiky jako védy je spojen predeviim s ucenim tzv. pythagorej-
ské gkoly. Jméno PYTHAGORA ze Samu (asi 560 - ast 480 pi.n.l} sice znaji
viichnl $koldci, Pythagoris samotny vak v Zadném pifpadé neni objevitelern
stavné Pythagorovy véty; ta totiz prokazatelné byla znama napiiklad v Ciné a
v Mezopotamii mnoha stolet{ pFed nim. V jistém slova smyshu je dokonce za
ironii osudu mozno pevaiovat fakt, e je Pythagorovo jméno znamo pfedeviim
z této ,geometrické” souvislosti. V celé historii matematiky lze tot1z vystopovat
stfet dvou zékladnich koncepei, které pracovné mitizeme nazvat aridmelickon a
geomelrickon podle toho, kterd édst matematiky byla v pfistusné dobé pova-
zovana za zakladn{ a ktera za odvozenou. Pythagorejska koncepce matematiky
a fakticky nejen matematiky, ale veskeré filozofie, byla vyhranéné aritmeticka:
&isla (rozumsj prirozend ¢isla) a jejich vzajemné poméry (tj. raciondlni dis-
la) se stala zakladem pythagorejské koncepce vykladu svéta. Aritmetika byla
pro pythagorejce zékladem matematiky a matematika se stala nastrojem jejich
vykiadu svéta,

Tato pythagorejska téze se oviem zhroutila ve chvili, kdy pythagorejci sami
zjistili, Ze napfiklad Ghlopficku v jednotkovérm ctverci nelze vyjadfit pornérem
pEirozenych &isel (nebot /2 je iracionalni). Toto zhrouceni koncepce matema-
tiky je fasto nazyvdno 1. krizi matematiky, kterd byla posiéze prekonana
pozdéjii geomeltrizact matematiky.

Pro fiplnost je§té dodejme, Ze Zidné dilo Pythagora samotného se nedocho-
valo; pfesnéii FeCeno, zadné jeho dilo se ant dochovat nemohlo, protoze ucenti
pythagorejcli bylo tajné a pfedavalo se pouze fistné.

Pfes pozdéjsi zhrouceni pythagorejskych koncepci zistane jejich zasluhou
systematické zavedeni dikazu do matematiky. Jimi zavedeny trend posléze vy-
vrcholil v dile ARISTOTELA ze Stageiry (384-322 pf.n.1.), ktery pfesné zformu-



loval, jak m4 byt spravné budovana deduktivni teorie, nejen tedy matematika.

Zakladni podobu antické matematiky po zhrouceni pythagorejskych koncep-
¢f ovlivnila jesté jedna skutefnost: posto) k nekoneénu a jeho moinym for-
marn. Tato problematika je pFilis slozitd, nez aby ji bylo moZno struéné vylozit
na nékolika ¥adcich; proto se spokojime jen velmi hrubym pFibliZzenim.

1 malé dité chipe, #e pFirozenych éisel 1,2,3,4 ... je nekoneiné mnoho, pro-
toZe ke kazdému &islu n exisiuje éislo jesteé vétsi, napiiklad n+ 1. Tuto nekoneé-
nost mizeme viak chapat ve dvojim smyslu. Budto tak, ze nikdy nevypiseme
viechna prirozena Cislo, nebot kazdou predem stanovenou mez, byt by byla
sebevEtsi, Ize pfekroit. Nekoneéno je takto chdpano jako nikdy neukonceny
proces. Takové nekonefno nazyvame nekonefnem potencialnim. Zecela jiny
je nas dnesni pFistup: mnozinu N chdpeme jako jiZ ulvofeny celek a zkoumame
vlastnosti tohote nekoneéného systému. Takio chipané nekoneéno se nazyvd
aktualni.

Z mnoha dived se anticka véda piiklonila k nekonecnu potencidlnimu. Ak-
tualni nekoneino se po vice nez dvé tisicileti stalo nééim, co nebylo podrobeno
lidskému gkoumani. Talo bariéra byla prekroena aZ v 19. stoletf vznikem feorie
mnoiin.

* ok ok

Vyse zminény proces ,geometrizace® malematiky genidlnim zpisobem za-
vréil EUKLEIDES z Alexandrie (asi 340 - asi 278 pf.n.l}, ktery kolem roku
300 pi.n.l. ve slavné knize Zdklady (Tecky Stoichein) shrnul vétiinu tehdejdich
matematickych znalosti. Tato kniha ovliviiovala vyvo) matematiky prakticky
po dvé tisiciletl.

7 fady vynikajicich feckych matematiki pFipomenime jen ARCHIMEDA ze
Syrakiis (asi 287-212 pfanl), ktery mimo jiné rozvinul ezhaustivni melodu,
kterou vytvoril EUDOXO0S z Knidu (408-355 pinl) a APOLLONIA z Pergé
(2. pol. 3. stol. pf.nl. - zafdtek 2. stol. pf.n.l), ktery v dile Kdnikd podal
systematicky vyklad kuzelosecek.

Po ziniku antického svéta, piicemz v antickém Rimé nedosihla véda toho
rozmachu jako v Recku, upada dilo feckych mysliteli pomalu v zapomenuti.
Obdobi nového rozmachu evropské vzdélanosti se skryva v nepfedstavitelné
vzdalené budoucnosti, Spojovacim ¢lankem mezi antickou a stfedovékou védou
se slava arahsky svet. Mohutnd islamska fi€e rozprostirajici se v 7.-10. stoleti
od Spanélska po stfedni Asii se stdvi centrem tehdejdi vzdélanosti. Vynikajicl
arabsti védei se v Fadé disciplin hlisi k antickému odkazu, studuji a pfeklddaji
antické texty. Mnoha anticka dila, véetne napriklad Eukleidovych Zakiadd, se
nam dochovala pravé jen diky témto prekladim, nebot pivodni rukopisy byly
nendvratné ztraceny nebo znifeny.
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Arabsti vzdélanci byli vesmés univerzalni a ovliviiovali fadu védeckych od-
vétvi. Z téch, ktefl se o matematiku zaslouzili nejvyznamnéji, si pfipomefime
alespon nékteré.

AL-CHVARIZMI Muhammad ibn Miisa ibn Abdulléh (1. pol. 9. stol.) mél
velky vliv na pozdé&si evropsky vyvo). V jeho dilech maji mj. plivod pojmy
algorifmus a algebra.

Al-FARABI Abi Nast Muhammad ibn Tarchan Uzlag (ast 870-950) je auto-
rem vyznamnych praci z trigonometrie a komentafi k Eukleidovym Zakladim.

IBN SINA Abi Alf al-Husajn ibn Abdallah (980-1037), znamy pod latinskym
jménem AVICENNA, se pokousel o dikaz 5. Eukleidova postulatu.

Omar CHAJJAM (1048-1131) je kromé svych geometrickych praci dobie
znam predevéim jako vynikajicl basnik.

V evropském stiedovéku se véda viéetné matematiky rozvijela zpodatku jen
zvolna. Prvnim vetkym matematikem tohoto obdobi byl Leonardo PISANSKY
{asi 1170 - po 1240), zvany FIBONACCI. Jeho Liber abaci (1202) byla dlouhé
obdobi oficidlni uéebnicf matematiky v fadé evropskych zemi, kde od 12. stolet{
vznikaji prvni univerzily. Vyraznéjsi rozmach vsak matematika zaznamenala az
v 16, stoletl, pfedevsim v souvislosti s Fesenim algebraickych rovnic,

Vznik a rozvoj moderni matematiky

Reseni algebraickych rovnic tfetiho a vyssich Fadd odolavalo po dlouhé sta-
leti veskerému Gsili generaci matematikn. Zasadni zlom nastal az v 16. stolet]
diky celé plejadé znamenitych italskych matematikl pisobicich na fadé ital-
skych univerzit.

Prvni prilom uéinil Scipione del FERRO (1465-1526), ktery v roce 1515
nalez! metodu fefeni kubickych rovnie tvaru 22 + me = n. Prvnf feSeni rovnic
4. stupné pozdé&j) odvodil Lodovico FERRARE (1522-1565}. Zasadni pokrok
v této oblasti ucinil genidlni samouk Nicollo TARTAGLIA (1499-1557), ktery
kolent r. 1635 nasel metody feSeni kubickych rovnic viech typi, jeho vysledky
vsak uvefenil ve své knize Ars magne {Velké uméni) v r. 1645 Gierolamo
CARDANO (1501-1576) a Tartaghovy vysledky jsou tak dodnes zndmy pod
nazvemn Cardanovy vzorce, Zminéna Cardanova kniha je ¢asto oznatovdna za
prvni knihu moderni matematiky.

V 16. stoleti se tak pozvelna rodi tvar moderni algebry. Vyznamnym mez-
nikem je rok 1591, kdy Francois VIETE (1540-1603} ve své praci Isagoge in
arlem analyticam jako prvni uZiva pismen pro oznaéeni konstant i proménnych
a tim se zafind rodit nova moderni matematicka symbolika.

Zcela zdsadni zlom v rozvoji védy vSak pfindsi 17. stoleti; tento zlom je nato-
itk zasadni, Ze zcela méni nas obraz svéta a hovofime v této souvislosti o vzniku
nové racionality. CtenaFi je jist® zfejmé, Ze tento zvrat zpisobily predeviim
nové objevy fyezikdlni a astronomické, vyznamny podil na védeckém rozmachu
v tomto obdobi viak ma i matematika. Z fady pozoruhodnych matematickych
vysledki se omezme jen na ty nejvyznamnéjsi.



Pierre de FERMAT (1601-1665), francouzsky pravnik a matematik a René
DESCARTES (1596-1650) poklddaji zaklady analytické geometrie. Prvni
kroky v tomto sméru ucinil Fermat jiz v roce 1629, dovrsil je viak aZ na jafe
rokn 1836: jeho prace viak zustala v rukopise a tak prvni publikaci obsahujici
prvky analytické geometrie se aZ v r. 1637 stala proslula Descartesova Rozprava
o mefodé.

YV 17. stoleti vznika)i prvni mechanické poéitace. Prvni sestrojl pz v r.
1623 Wilhelm SCHICKARDT (1592-1635), roz&ifeni se viak doékal az stroj,
ktery v r. 1642 sestrojil Blaise PASCAL (1623-1662).

YV 1. 1654 se ve vzijemné korespondenci FERMATA a PASCALA formuji
prvoi zdkony teorie pravdépodobnosti.

Vyznamného pokroku bylo dosaZeno v teoru &isel. Do r. 1621 spada zné-
ma historie o tom, jak FERMAT pri ¢teni pravé vyslé Diofantovy Aritmetiky
ziormujoval na okraji stranky proslulou velkou Fermatovu vétnu {pro pitro-
zené n > 2 nemd rovaice ¢ 4 y° = 2% Fedeni v pFurozenych Cislech), jei se
stala jednim z nejznaméjsich problémi moderni matematiky aby byla - snad
definitivné - dokazana az v cervnu 1993 kanadskym matematikern Andrew WI-
LESEM.

Ze viech matematickych vysledki 17. stoleti je vBak nejvvznamné)si zrod
mmfinitesimalniho podétu, spojeny se jméay Isaaca NEWTONA (1642-1727)
a Gottfrieda Wilkelma von LEIBNIZE (1646-1716). Diferencialni a integralni
pocet, ktery vytvofili, se stal centralni matematickou disciplinou nastupujiciho
18. stoleti, nebof nalezl ckamzité oliromnou radu aplikaci nejen v matematice
samotné, ale 1 ve fyzice; koneckonct pravé potieby [yziky byly pro Newtona
impulsem k jeho zformovani.

Z fady vyjimednych matematikd 18. stoleti, ktefi se zaslouzili o rozvo) mate-
matické analyzy, jmenujme alespon Lenharda EULERA (1707-1783), Jacoba
BERNOULLIHO (1654-1705) a jeho bratra Johanna BERNOULLIHO {1667-
1748).

V této dobé vsak vznikaji 1 nova matematickd odvétvi. Tak napfiklad Jo-
seph Louis LAGRANGE {1736-1813) buduje zaklady variaéniho poétn, GAS-
PARD MONGE (1746-1818) zaklada deskriptivii geometrii, abychom jme-
novali alespon ty nejvyznamnéjsi.

* % ok

Dalsim zdsadnim meznikem ve vyvoji matematiky se stava 19. stoleti, v nemz
lze hledat bezprostfedni kofeny témeér vSech modernich matematickych discip-
{in. Popis byt téch nejdilezitgSich vysledki 19. stoleti by byl natolik obsahly,
ze se zde musime omezit jen na heslovita pfipomenuti téch udalosti, které hyly
pro daldi rozvo} matematiky klicové,

Niels Henrik ABEL (1802-1829) a Evariste GALQIS {1811-1832) ve svych
pracich o nefeitelnosti algebraickych rovnic stupné vyséiho nei étvrtého buduji
zaklady teorie grup. Z tohoto impulsu se rodi moderni algebra.

Tislcileté marné asili o dikaz 5. Eukleidova postulatu o rovnohézkach zavr-
suji Carl Friedrich GAUSS (1777-1855), Janos BOLYAI (1802-1860) a Nikolaj
Ivanovié LOBACEVSKIJ (1792-1856) objevenim neeukleidovské geomet-



rie. Gauss viak své prace z této oblasti nikdy nepublikoval a vysiedky Bolyale
a Lobagevského byly tvrdé odmitany. Zlom nastal az ve druhé poloving 19. sto-
let{ poté, co jejich vysledky zobecnil Bernhard RIEMANN (1826-1866) a poté,
co byly nalezeny modely neeukleidovské geometrie.

Zpfesiiovani matematické analyzy, kterd byla od 17. stoleti zaloZena na
nejasném pojmu nekonedné malé velicinyg, zahdjili Bernard BOLZANO {1781-
1848) a pFedeviim Augustin Louts CAUCHY {1789-1857), ktery kolem r. 1820
zaved] pojem limita funkce. Tento proces dovrsili Karl WEIERSTRASS (1815-
1897), jeho 74k George CANTOR (1845-1918) a Richard DEDEKIND {1831-
1916). Weierstrass dobudoval dodnes uZivany (a studenty nepfilis oblibeny)
L€ — 6% jazyk matematické analyzy, Cantor a Dedekind vybudovali - kazdy
jinak - teorii realnych d&isel.

Pro daldi rozvoj matematiky viak mél zdsadni vyznam zrod teorie mnozin,
kterou potinaje rokem 1873 zacal systematicky budovat jiZz zminény Georg
CANTOR.

Teorie mnozin se po prvnfm prudkém odmitini, zpGsobeném predevsim tim,
ie porusila od antiky udrfovanou bariéru aktualnibho nekonedna, stala sve-
tem, do ného# se ponofila celd matematika. MnoZinové-logicky jazyk soutasné
matematiky se stal natolik samozfe)mym, Ze jeho prvky zacaly - mnohdy ne-
uvéZeng - pronikat az do matematiky skolské, jak jsme toho byli v uplynulych
letech svédky.

Vieobecné pfijeti teorie mnoZin bylo vystfiddno o to vétsim Sokem, kdyz
se na pfelomu 19. a 20. stoleti v této teorii objevily tzv. antinomie, které
prokdzaly, Ze celou matermnatiku je nutno budovat zcela jinak, nez tomu bylo po
dlouha tisicileti.

Nejlpln&jsl program nApravy tohoto stavu zformuloval David HILBERT
(1862-1943). V tzv. hilbertovském programu méla byt matematika nejprve for-
mdlné piesné vybudovdna a poté méla byt dokdzana jeji bezespornost. Tim by
byly jednou providy odstranény pochybnosti o jeji vnitini konsistenci. Tento
program se viak zhroutil poté, co Kurt GODEL (1906-1978) v r. 1930 dokézal
a v r. 1931 publikoval tzv. vétu o nedplnosti.

Pies z4sadn{ omezeni moznosti axiomatickych metod, které Gdodelova véta
znamens, se pfesto axiomatickd vystavba matematiky stala nejbéZnéjsim na-
strojem budovani soucasné matematiky. Sife metod a disciplin matematiky 20.
stoleti je viak natolik rozsahla, Ze podrobnéjsi popis se zcela vymyka moznos-
tem tohoto textu.

* ok ok

Na nasledujicich dvou stranach jsou uvedeny orientaéui chronologické tabul-

ky.
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HRDINSKY VEK RECKE MATEMATIKY

JINDRICH BECVAR

Nepomlouveyme fragmenty: majt strhujici kouzlo
krdsnijch mramorovych soch zmrzadengeh. Sen stole-
{i doplnil schdzegict gesto Venudino i pferufeny ryt-
mus bdsnikovy myslenky. Tak tede ddl tvirci proud,
ktery vylryskl z velké fecké duse za onéch ddvngch
dnti: smésujeme s nim lvirci proud svij.

Romain Rolland

1. Historie

Recké ddjiny jsou nam pomérné zndmé. Spokojime se tedy jen struénym
piehledem vyznamnych politickych a kulturnich udélosti. Ctendf bude mit jisté
moinost nahlédnout do nékteré populdrné odborné knizky (viz literatura).

3000 nejstarsi osidient Trdje
2000 prichod indoevropskych kmeni
1700 rozkvét Kréty
15001200 rozkvét Mykén
1240-1200 egejské stéhovani, vpad Dérit do Recka, feckd vyprava
prott Tréjl
? Homéros ([lias, Odyssein)
11.- 8. stol. geometricky styl
8.~ 6. stol. vznik méstskych statd, velka fecka kolonizace
776 prvni Olympijské hry
as1 700 Hésiodos { Zrozent bohit — Theogonid, Prace a dny —
FErga kai hémerai)
7.- 6. stol, rana feckd tyrannis
7.- 6. stol. archaické uméni
po 624 zakony Drakontovy
594/3 Solénovy reformy

h61/60-528/7 Peisistratova tyrannis

Peloponnésky spolek

510 konec tyrannidy v Athénach

508/7 Kleisthenovy reformy

500449 fecko-perské valky (490 — Marathén, 480 — Thermopyly,

Salamis)

525/4-456/5  Aischylos { Persané, Oresfeia atd.)
5107-4207 Feidis (sochafskd vyzdoba Parthendnu)
497/6--406 Sofoklés (Antigona, Elekira, Oidipis kril atd.)
4807406 Euripidés ( Orestés, Mcdera, [figénie, Kyklop atd.)

5.- 4. stol. klasicky styl
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5007-429 Periklés, rozkvet athénské demokracie
431-4904 Peloponnéska valka
445-3807 Aristofanés (Pldci, Jezdci, Zdby atd )
359-336 vldda Filippa Makedonského
336-323 vidda Alexandra Velikého
4. stol. Aitolsky spolek, pozdsji achajsky spelek
3.- 1. stol. helénistické umeni
146 pf. Kr. valka mezt achajskym spolkem a Rimany, vyvraceni

Korintu, konec samostatného Recka

2. Hrdinsky vék Fecké matematiky

Déjiny Fecké {a Fimské) filozofie zahrnuji dobu deldi nez tisic let: od 6. stol.
p¥. Kr. az do poloviny 8. stol. u, |.

Nejstarsi obdobi, které zalind festym a kondi étvrtym stoletim pfed Kristem,
je tzv. obdobi predsdkratovské filozofie. Je charakterizovane osvobozenim od
tradifnich naboZenskych predstav, Gsilim o piirodovéduny (byt natvni) vyklad
svéta, hledanim pralatky {arche) & zdkladnich prvki-zivla (stozcheion) apod.;
fasto hovofime o fecké prirodni nebo fecké kosmologické filozofil.

Druhé obdobi, jehoz hlavnimi predstaviteli jsou Sokratés, Platén a Aristo-
telés a kteréd konéi Aristotelovou smurti {322 pf. Kr.), Je do znainé miry cha-
rakterizovane obratem k clovéku {antropologicka filozofie), k jeho postavent ve
svité a ve spolednosti, zajmemn o politické uspofadani obee, o gnoseologickd
problémy apod. V této dobé byly vytvofeny velké filozofické systémy hledaji-
ci odpovédi na viechny typy filozofickych otazek, vznikly jednotlivé filozofickd
discipliny jako je logika, metafyzika, etika, estetika, pedagogika apod.

Ve tfetim, tzv. poaristotelském obdobi, které saha az k aplnému rozpadu
antického svéta (r. 529 dal cisaf Justinidn uzavrit Akademn), zeela ustupuge
zajem o prirodovédné badani. Pozornost je vénovana zejména etice a hledani
smyslu lidské existence. Nékdy hovorime o helénistické filozofii.

Podobnym zpiisobem je ¢lenéna i antickd véda. V knizee [21] B. Farringtona
(1891-7) jsou déjiny Fecké védy déleny (zhruba ve shodé s obeené uznavanymi
nazory) na til obdobi. Prvni zaéini zrozenim fecké filozofie a konél sinrti Ans-
totela, druhé obdobi je vymezeno zalozenim Alexandrie (332 pf. Kr.) a dobytim
Vychodu Rimany na zaZatku kfestanské éry, ticti koné{ zanikens antického své-
ta.

Za nejdilezite)sl dobu je povaZovino 6.- 4. stoleti, kdy se poprvé utvifel
védecky pohled na svét a vznikal jeho prirodovédecky vyklad. Toto obdobi
nazval W. A. Heidel (1868-1941) Ardinskim vikem (viz [26]).

Druhym nejvyznamnéjiim cbdobim je interval zhruba 320-120 pt. Kr., kdy
se konstituovaly Jednotlivé védni ohory a véda zacala byt usporadanym soubo-
remn poznatkil. Tato doba je charakterizovana vznikem rozsahiych védeckych
spisi; nékdy se hovoil o véku ucebnic.

Hrdinskym vékem fecké matematiky budeme rozumét {podle Heldela} ob-
dobi 8.- 4. stol. pf. Kr. Jeho zacdtek odpovida vaniku prvnich feckych filozo-
fickych &kol, které vyznamnym zpusobem prispély k rozvoji matematiky, konee



24

je zhruba vymezen vystoupenim Platéna, Aristotela a sepsdnim Eukleidovych
Ziklad#. V téchto tfech stoletich je objevena Fada velmi vyznamnych mate-
matickych poznatkl, pristuplt a metod; tyto vysledky jsou postupné tfidény,
pfepracovavany a dotvafeny; v dalsim ohdobi jsou pak zpracovany do ucelenych
teori{ a sepsany v obsahlych dilech (prdce Eukleida, Archiméda, Apolldnia a

dalsich}.
3. Prameny

Ze 6.~ 5. stol. pF. Kr. neméame z fecké filozofie a védy témér Zadné plivod-
ni prameny. Jedinou vyjimkou je 1ékafstvi; ze zaéatku 5. stoleti se dochovala
shirka spist hippokratovské gkoly. Z dél filozofit a matematikii té doby mame
jen zlomky, které zapsali po kratsi ¢ delsi dobé jejich nasledovnici.

Céastefné ¢i Giplné se nam zachovaly a¥ spisy Platdna (427-347), Aristotela
(384-322), Eukleida (3657-3007) a pozdéjsich myslitelt.

Rada velmi za)imavych pasaii, které se tykaji matematiky, je v Platénovych
dialozich. Rovnéz u Aristotela nachizime mnoho informaci o vyvoj feckého
mysleni v predchozich staletich. I tyto odstavee podstatnym zpisobem prispi-
vaji k utvafeni nafeho pohledu na feckou matematiku 6.— 5. stoleti.

Bukleidovy Zdklady (fecky Stoicheta, latinsky Flementa), které jsou nejstar-
sim zcela zachovalym dilem fecké matematiky, isou do znatné miry kompilaci
d&} predchozich matematikil. Jsou nejen vynikajicim matematickym dilem, ale1
vychodiskem k (ivahdm o matematickych znalostech, které byly ziskany v dlou-
hém obdobi pred Eukleidem. V ceském prekladu Frantiska Servita (1848-1923)
byly Eukleidovy Zdklady vydany roku 1907.

Ve druhé poloviné 4. stol. pf. Kr., je§té pfed Eukleidem, napsal Aristoteldv
34k Eudémos z Rhodu Déjiny matematiky, Déjiny geometrie a Déjiny asfrono-
mie. Tato dila byla bohuzel ztracena.

Radu informaci o zivoté a dile starych feckych mysliteld podava i1 slavny
fimsky reénik a statnik Marcus Tullius Cicero {106-43) ve svych filozofickych
spisech, napf, v Tuskulskijch hovorech (lat. Tusculanae dispulationes) z let 45—
44 (viz [11]}.

Dalsim pramenem pro studium Feckého mysleni je spis O fiveté, ndzorech
a vyrocich mufi, kleri vynikli ve filozofir [17] | ktery sepsal Diogenés Laer-
tios {3. stol. n. 1.). Diogenés neby! ptivodnim myslitelem. Podafilo se mu vsak
shromazdit uréity objem antického kulturniho dédictvi a uchiovat je daldim ge-
neracim. Jeho spis je povrchni a nekritickd kompilace, ktera byla vytvofena na
zaklade fady starsich prameni. Autor je peélivé cituje - uvadi pfes tisic odkazil
na vice nez 250 autori; z velké &dsti to viak bohuzel nejsou primarni informace.
V pfedmluvé pife o piivodu a rozdéleni Fecké filozofie a sledu filozofickych gkol,
v deseti knihach jsou pak zafazeny vlastni Zivotopisy slavnych myslitelt (od
Thaléta az po Epikura}. Velkd pozornost je vénovana biografiim, €asto viak
nevyznamnym podrobnostern.
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Diogenés mél snad v ftmyslu sepsat jakési déjiny fecké filozofie. Hlubsi sou-
vislosti jednotliv§ch filozofickych ndzorh a proudli v8ak nebyl schopen pochopit
a postithnout. Pfesto si v pozdé&)iich dobich jeho dilo ziskalo znaénou ohiibu.
Patrné prolo, Ze popularnim a nenaroénym zpisobem seznamovalo tenafe
s feckou filozofif a Ze Fadu informaci ze Zivota slavnych myslitelll podévalo for-
mou epigramu €1 anekdot. Vzhledem k nedostatku kvalitnéjdich prameni je
pres viechny nedostatky Diogeniv spis cennym pramenem pro studium pocat-
kil feckého filozofického, védeckého a tedy i matematického myslent.

Dalsi vyznamnéj3i zdroje jen struéné vyimenujeme:

Héron Alexandrijsky (1. stol. pF. Kr.?) popisuje v¥voj nokterych geometric-
kych pojmi.

- ¥ - - . Iy . R .

Geminos (2. pol. 1. stol. pr. Kr.), autor spisu Sest knth o malemalickych
teortich, pfinasi rovnez nd)aké informace o vyvojl fecké matematiky.

P.M. Vitruvius (2. pol. 1. stol. pt. Kr.), fimsky stavitel a architekt, uvadi ve
svém dile Deset knih o archatektuve (latinsky De archilectura libri decem), ktere
marne k dispozici v Zeském prekiadu, 1 uréity soubor teoretickych poznatka a
mj. 1 za)imavé informace o antické matematice.

Pappos Alexandrijsky (konec 3. stol. n. 1.7) zachoval ve svém dile Matheéma-
ttkar synagogat mnoho tdaji historického charakieru,

lamblichos {7 ~3307) je autorein nékolika pojednéni o pythagorejcich, nékte-
T4 se véak nezachovala. Serénos z Antinoie (4. stol.} sepsal radu komentari ke
klasikiim, podobné Eutokios {kclem r. 500) a Simplikios (6. stol.}.

Matematik a filozof Proklos (410-485}, reprezentant novoplaténské filozofie,
napsal komentdfe k Platonovym dialogiim a komentdre k prvni knize Euklei-
dovych Zdkladi. Pouiil fadu zdroji, zeyména Eudémiy ndért vyvoje fecké ma-
tematiky v nejstarS$im obdobi a Geminovy prace s historickymi udaji a doplnil
své komentafe pojednianim o vyznamu dila Eukleidova.

Uvazime-h, Ze se nam fragmenty z dél reckyeh myshteld (ale i jejich pozdéjsi
spisy) zachovaly jen diky mnohondsobnym piepisiitn, je tieba peclive zvaiovat
miru jejich vérohodnosti. Rukopisy, které mame k dispozici, pochazejl vétéinou
az z prvniho tisicileti naseho letopoétu. Byly viak podrobné zkoumnany, kri-
ticky hodnoceny a rekonstruovany; diky velikému dsili celé gencrace historiki
matematiky mame dnes pomérné vérohodné verze dochovanych klasickych dél
recké matematiky.

O feckych filozofech a myslitelich, ktefi zili pied Sdkratem, rika britsky ba-
datel R. M. Hare toto:

Zda je nazveme filosofy, i nikoli, neni duleiite; loto slove md Sirsi a ui-
§T wyznam. Z jejich praci petrvdvd nanejuyse nékolik 2lomkit a skoro viechny
nase nformace o nich pochazeji : mnokem pozdéjsich pramenit. Tak se pred-
sokratikove, jak jsou file filosofore souhrnné nazyvdni, stali vhodngm bopistem
pro badatele, Z (échto sporu ale vzeslo pouze minvmdiné pornathi, na kierd se
miieme s divérou spolehnout, e jsou pravdive. (]23], str. 23)
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4. Puvod fFecké matematiky

Je nepochybné, 7e klasick4d Feckd matematika (a véda viibec) vysla z po-
znatk(, které byly ziskany v pfedchézejicich staletich zejména v Egypté a Me-
zopotdmii. Ndzory na to, jaké mnoizstvi poznatki Rekové pfevzali a co sami
vytvoiili, se dosti rozchazeji; osciluji mezi dvéma krajnimi nazory: Rekové vie
podstatné sami vytvoFili - Rekové vie pievzali.

Recky historik Hérodotos (4847-4307), ,otec déjepisu®, pise ve svych Dép-
ndack o egyptském krali Sesdstrisovi:

Tealo krdl pry rozdélil pidu mezi vSechny Egyplany a kaZdému pridéll slejné
velky Ctverhranny dil; podle loho pak urcil dané a navidil, aby byly odvddény
rocné. Jestlize feka nékomu kus pozemku urvala, pfisel ke krdli a ozndmil, co se
sialo. Krdl poslal své lidi, aby vée zhiédli a vymerili, o kolik se pozemek zmensil,
aby pak jeho majitel platil nafizenou dani dmérné podle zbyld vyméry. Myslim,
ze tak vzniklo zeméméFicsivi a dostalo se do Recka.

Nistroj pro uréovdni roénich obdobi, sluneéni hodiny a rozdéleni dne na
dvandct dilit poznali Rekove od Babyléfiand. ([29], kniha U, odst. 109, str. 134)

I podle Prokla vznikla geometrie v Egypté z ustaviéné potieby pfeméfovat
pidu po kazdoroénich zdplavich zplisobenych rozvodnénym Nilem. Do Recka
pry piinesl geometrické znalosti Thalés, ktery jako prvai pokrocil v abstrakel.
Rozhodny krok vsak ufinil Pythagords, ktery zacal védu budovat na ,zaklad-
nich principech®.

Daldl informace obdobného charakteru nachazime u Aristotela, Platéna a
dalsich filozofh.

Casto se tvrdi, ze egyptska a babylonskd matematika méla zcela prakticky
a konkrétn{ riz a e teprve Rekové zalali matematickd tvrzeni dokazovat. Od-
piirci tohoto ndzoru se odvolavaji na Démokrita, ktery se zmifuje o tom, Ze
egyptstl spojovacl provazi, tzv. harpedonapté, provadéli dikazy:

Jd jsem ze viech svych vrstevnikid prosel nejuélsi Cdst zemé, zkoumaje nej-
vétsi véci, spairil jsem nejvice podnebi a zemi, slysel jsem nejvice moudrych
lidi a v sklddani ¢ar s dakazem mé jesté nikdo nepredstihl, an: lakzvant egyplsti
spojovadi provaztt. A s nimi jsem byl v ciziné pét let, navdliviv je po viech
ostatnich uéencich. ({59], str. 74)

Snad ma pravdu francouzsky filozof a historik védy Arnold Reymond (1874-
1958), kdyz Fika:

Ve srovndni s empirickymi a zlemkoviligmi védomostmi, jeZ hdé na Vichedé
pracné nasbirali za dlouhd slaleti, je feckd véda pravim zdzrekem. Zde ldskd
mysl po prvé pochopila, Ze lze slanovil omezeny pocel zdsad a vyvodil z nick
Jisty pocel pravd, kleré jsou jejich nutnym ndsledkem. {[21], dil 1, str. 21)

Zda se nepochybuné, Ze v 6.— 4. stel. pf. Kr. byly nahromadéné matematic-
ké poznatky (empirické i teoretické} zpracovany a pretvofeny v exaktni védu.
Postupné byly vymezovany zdkladn{ matematické pojmy (bod, pfimka, rovina,
..., Cislo, pomér atd.}; jiz tato skutecnost svédéi o rozvijejicim se abstraktnim
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mysleni. Byly zformulovdny axiémy, postuldty, logické principy odvozovani a
zatala uvédoméla vystavba matematického svéta ze zdkiadnich prvka podle
pravidel danych axidémy a postuldty. Objevila se a byla rozvinuta 1dea duikazu.
Velkou roli zfejmé sehral jakysi princip minimalizace vychozich pojmi, predpo-
kladi a postupil, ktery je v té dobé vlastni fecké filozofii; ta tehdy zahrnovala
veskerou védu.

V 6.~ 4. stol. pf. Kr. doglo v Recku k obrovskému rozmachu matemati-
ky, k vyraznému kvalitativaimu skoku. Je moZné, ze opravdové vzepéti trvalo
kratéi dobu a Ze v nasledujicich staletich byly ziskané vysledky domysleny,
kompletovany, tiidény a zpracovavany do ucelenych teorii, Boutlivy vyvol ma-
tematiky byl vhiman jako vyrazny fispech lidského mysleni viibec. Matematika
méla tehdy velikou prestiz. Proto také bylo nad Platdénovou Akademii napsa-
no: Nevstupuj, kdo neoviddis geomeirii! Geometric byla chapdna jako kultivace
mysleni, byla zahrnovina do vieobecného rozhledu vzdélaného élovéka, geo-
metrickd principy byly vidény a nachdzeny 1 ve spolefnosti a politice.

Péknou dvahou o podateich feckého mysleni je studie [T1] zndmého francouz-
ského hellénisty J-P. Vernanta (nar. 1914); ukazuje tzky vztah zrozenf fecké
filozofie a vzniku klasické tecké polis a (zké sepdti politického a geometrického
niyysleni.

Filosaf, jeni nechal napsal na prah Akademae, Ze nikdo nomd vstupoval, kdo
neni geomelr, dosvédcéuge tzkd sepéti mest geomelrickym a polifickym mysle-
nim Reki, jejich spoleény poddick a shodnow orientaci. V dialogu Gorgins So-
kratowjmi wsty pranyiuje Platon Kullikta a v jeho osobé vdechny, kdo nechiéji
studovat geomelrii, svasuje dzce malost isolcs, geomelricke shodnestt, zakladu
fyztkdlntho svéla, s dikaiosyné a sdfrosyné, s politickjmi ctnostmi, na nichs
novy rdd obee spodivd: | Rikaji moudfi mudord, Nillikte, e i nebe a zemé, boz
{ lide maji mezi schou spolcCensivi fkoinonia), pratelstvi {filin), usporadanost
(homoiotes), uméfenost (sifrosyne) a spravedlnost (dikatolés), a profe nazyra-
71, milyf druhu, lenio svél kosmem, Fddem, a ne neusporadanosti uni nevdza-
nosti. Ale ly, jak se mi zdd. pres viechnu svou moudrost st {échio véci nev§imas
@ nepozorujes, ze geomelrickd rovnost md velky viznam 1 mezt bohy 1 mezt lid-
mi, kdeilo podle tvého minéni je iFeba péstoval zasadu il vice'; nedbas toli?
geomelrie. ® ({T1], str. 84-85)

5. Prvai filozofové

Vlastni vyklad zadneme ve fascinnjicim 6. stol. pf. Kr., kdy se v tehdejdich
nejvyznamnéidich civilizacich objevili filozofové a mysliteld, kter svym uéenim
a plisobenim ovlivnili svétové déni a mysieni na cela pristi staleti a tisicile-

(599--527), zakladate!l dzinismu, a Buddha (563-483), v zidovskéni svété proroci
Jererias (kolem r. 600) a Ezechiel {kolemn r. 580}, v Persii moZna Zarathust-
ra (6. stol. 7}, v Recku prvni filozofové: Thalés
Pythagoras, [Térakleitos a dalsi.

. Anaximandros, Anaximenés,
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Nejstarsi feckd véda a filozofie se zrodila na pobfe?l Malé Asie v [6nii, v teh-
dejSich nejvétsich, nejvyznamnéjéich a nejbohatsich obchodnich centrech, pri-
stavnich méstech Milétu a Efesu. Zde se intenzivné stfetavala vzdélanost a jesté
nepiilis diferencovana véda a kultura egyptskd, babylénskd a fecka. Prvni filo-
zofové se vymanili z tradiéniho ndbozenstvi, opustili mytologicky vyklad vzniku
svéta a jeho béhu. Pokusili se podat ryze pirodovédecky vyklad vesmiru a tak
na misto mytu nastoupila kosmologie. Snagili se vysvétlit mnohotvarnost svéta
z jediné pralitky, kterd vBak nebyla chipina jen jako mrtva hmota, ale nesla
v sobé zivot 1 pohyb, a z jediného principu. SnaZili se nalézt zakonitostt v chao-
su jevil, pocitovali potfebu racionalniho zdivodiiovani a logického uspofadani
myélenek. V ndkierych smérech je jejich snaha jesté znaéné naivni, ale sympa-
ticky sebevédoma. Protoze je vétsi cast dila téchto filozofii zaméfena na vykiad
pFirodniho déni, hovofime o 1énské piirodni filozofil.

Hlavnimi predstaviteli Milétské Skoly byli Thalés (6257-5457), Anaximand-
ros (6107-546) a Anaximenés {5857-528).

Thalés je povaZovéan za prvniho Feckého filozofa, za jednoho ze sedmi mudreii.
Snad byl féuického ptvodu; plisobil jako obchednik, infenyr, politicky €initel,
matematik a astronom. Zd4 se, ze navstivil Babylénii, kde se sezndmil s periodi-
citou stuneénich a mésiénich zatméni (tzv. perioda saros); (spééné predpovedél
zatméni Slunce roku 585 pf. Kr. V Egypté pry nabyl matematickych znalos-
ti; vypocitaval vysku pyramid podle délky jejich stind {patrné uzil podobnosti
trojihelnikid). Nechybélo mu ami praktické uvazovani. Kdyz ofekaval velkou
Grodu oliv, zakoupil viechny lisy v Milétu a zhohatl na jejich pronajimani.
Jako politik nsiloval o spojeni ténskych osad na pobreZi Malé Asie.

Thalés pry sepsal dilo nazvané O pfiredé (Ffecky Pert fyseds). Za edkladni
pralatku, ze které viechno vznika a do které vie zanikd, povaZoval vodu. Vidyt
voda ma skupenstvi plynné, kapalné 1 pevné, z vlhka se rodi zivot, bez vody
Zivot zanika atd. Vie ostatni vznika z vody zfedovdnim a zhusfovanim.

V matematice se Thalétovi pFisnzaji nasledujici vysledky: primér déli krnh
na dvé poloviny, dhly pfi zdkladné rovnoramenného trojitheinika jsou shodné,
vrcholové 1ihly jsou shodné, viechny Ghly nad primérem jsou pravé (tzv. Tha-
létova véta). Vitbec véak nevime, jaky charakter tyto vysledky mély; nevime,
zda byly jen zformuloviny, ¢ dokdzdny a jak. Zda se, Ze Thalés dobfe ovladl
pojem podobnosti trojithelniki a vyuzival ji nejen k méfenf vysky pyramid, ale
t ke zjistovani vzdalenosti lodi na mofi {viz [85], str. 32). Uiival pry kruzitko a
ahlomeér.

FPamfila pravi, e se Thalds naucil geomeirit od Fgyplani a Ze proni vepsal
do kruhu pravoibly trojihelnik a obétoval vola. Druzi lo fikaji o Pythagorovi.

([85], str. 32)

Anaximandros, 2ak Thaléta, byl filozof, astronom, geograf. Za pralatku, pa-
vod a princip véeho povaZoval jakousi neomezenou neurfitou latku - apeiron.
Z nt jakymsi procesem vydélovani vznikaji véci. Bedlivé pozoroval a zkoumal
pfeménu, pomijivost, vznikani a zanikani, vydélovani protikladd. Svét je podle
ného jedinym velikym bojem o byti.
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Anazimandros proklisil neomezené za pocdtek a zdkladni prvek jsoucna. ...
A z éeho véci vznikaji, do loho 163 zanikagi podle nutnosti, nebol st za své
bezprivi navsdjem plati pokulu a lrest podle urceni Casu. ... Nevyklddd vemik
véci proménou Fivli, nygbri tim, e se vécnygm pohybem wvylucuji protivy. ([85],
str. 33)

Anaximandros nechal postavit ve Sparté gnémon (ty€ &i sloupek postaveny
kolmo k vodorovié ploge) k méfeni fasu a ke stanoveni rovnodennosti a slu-
novratil, nakrestil mapu tehdejiiho svéta, vytvoril model sféry (patrné globus
s hvézdunou ohlohou), znal pojem ekliptiky - odlidi ji od nebeského rovniku.
Vytvofil pomérné sloZitou teorit vzniku a vyvoje svéta, zformuloval geocen-
tricky pohled na uspofadani vesmiru (sluneénf soustavy). Zemi povazoval za
valec, ktery se volné vznadi ve stfedu vesmiru, kde je stejnymi silami ze viech
stran drien (predjiman{ gravitaénich sil?). Jeho vyska méfi tfetinu priunéru.
Anaximandros se snaZil uréit pomér rozméri Slunce, Masice a Zemeé. Podobné
jako Thalés pry sepsal dflo O pfiredé a snad i dilo o elementarni geometril. Byl
to pry Anaximandros, ktery jako prvni uzil terminu arché pro pralatku, po-
¢atek, elementarni princip. Rozedel se s poetickym stylem pFedchideii, autori
theogdnii, a zatal psit v proze.

Anaximenés, ak Anaximandra, povaZoval za arché jakysi neuréity vaduch -
orivujici dech. Symbolem Zivota je pro ného d¥chani, uvaiuje 1 o dychani celého
svéta, Nebeska télesa jsou plocha a ve vzduchu se vznise)i, Ostatni latky (voda,
zemé atd.) vznikaji zhustovanim vzduchu, & jeho zfedénim (ohen).

Anazimenés ... prohlisil veduch za peddtek jsoucna, ncbof z ného vée vinikd
a do ného se zase rozklidd. | Jako nase duse ® pravi, ,jsouc viduchem nam
vlddne, tak dech a viduch objimd cely svét®. ([85], str. §6)

Hérakleitos z Efesu (54074807} se po nezdaru v politice nchyhi do azylu
Artemidina chramu. Casto je nazyvan zadumdivym, vzteklym, plactivym, ale
hlavné termngm filozoferm. T on napsal filozofické dilo O piirodé. Podle Hérak-
leita je svét veény, ale vie plyne (panta rhet) a je pomijivé, nic netrva; vie je
zpisobeno bojemn protikladit (suché - vlhké, muzské - Zenské atd.), které viak
nemohon existovat jeden bez druliého a nelze je od sebe odlonéit. Zda se. ze
to byl Hérakleitos, kdo prvng uzil slove loges (slove, rozum, Fad, ...}, Podle
nékterych virokii se zda, ze nedivéroval piilis smyslim,

. oft a usi Jsou Spaini svédkove ...

Nelze vsloupit dvakrdt do 163e 7eky ... Do tichZ fek vstupujem 1 nevslupuyen,
jsme t nejsme.

Ohedi je zdkladnim prokem, vie je obménow ohné a vie se déye ziedovdnim a
shustovinim ... VSechno se déje v proliné a nie tede yako Fcka, vée je ohraniéeno
a jeden je svél. Vinikd z ohné a opél je spalovdn v urcilych obdobich stiidaveé
po cely vék; déje se to podle sudby.

Tenio svét, (7 pro viechny, nestvotil Zddny z boht ani = hidi, ale vidy byl

jest a bude vécné Fivgm ohném, roznécujicim se podle miry a hasnoucim podle
miry. ([85], str. 63, 57, 5. Viz 62 [28], str. 46, 72)
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Poznamenejme, Fe podle legendy byl Efesos zalozen, kdyz se naplnila véstba
a pii peéeni ryby vznikl po#ar. Slavny Artemidin chram v Efesu, jeden ze sedmi
divil svéta, byl roku 356 pf. Kr. vypalen Hérostratem, ktery chtél timto €inem
uéinit své iméno nesmrtelnym. Mésto Efesos je tedy s ohném osudové spjato.
O Hérakleitovi a jeho dile viz [28] a [40].

V malém Feckém mésté Elea v jizni 1t4lii (dnes Velia) vznikla dalsi filozoficka
skola. Jejim zakladatelem byl myslitel a rapsdd (tj. basnik a pévec} Xenofanés
z Kolofénu (5657-4707); nejdilezitéjsimi predstaviteli tzv. eleatii byli Parme-
nidés (5407-4507) a Zéndn (4807-4307).

Parmenidés, autor basné O prirodé, navazal na Xenofanovy myslenky o je-
diném nehybném a neménném jsouenu, souvislé ldtce, kterd je viude stejna,
nevznikla, ani nezanikne. Toto jsoucno vypliuje prostor, ktery je od latky ne-
oddélitelny; proto neexistuje ani prazdno, ani pohyb, ani déni. Do pFikrého
protikladu stavi rozumové a smyslové poznani; smysly nepfinaseji vérohodné
poznanf, ale jen pravdépodobné, &i dokonce jen nejisté zdéni (osleplé oéi, za-
lehlé us1). K nepochybné pravdé, pravému védeéni vede jen mysleni, rozum.

Treba je Fikat a myslit, Ze jsouci jest, nebol byli jest, kdeilo nic véru neni.
To na mysli mili i kd#i, od (€lo cesty zkoumdni chei tebe odvrdtil predem.

Parmenidés ... {vrd€, Ze vedle jsouciho neni nejsouct nicim, nuiné se domni-
vd, fe jsouct je jedno a Fe neni nic jiného ... Pokud je vSak nucen Fidil se jevy
¢ pokud mysli, Ze je jedno podle rozumu, ale mnohé podle smyslovcho vnimdni,
potud windvd dvé pFicinyg a dva poldtky, teplo a chladno, a zve je ohném a
zemi. Z {oho pak fadi teplo k jsoucimu a drehé k nejsoucimu. ([85], str. 67, 71)

Parmenidovy nazory haji proti namitkdam, které vyvolaly, jeho Zdk Zénon.
Argumentuje zpiisobem, ktery v matematice odpovida diikazu sporem: piijima
nazory Parmenidovych odplrc (prostor miZe byt oddélen od latky, existuje
pohyb, ...) a odvozuje 2z nich absurdni tvrzeni. Nejznameéjsi z jeho tzv. apéri,
slepych ulidek rozumu, jsou Achilles a Felva, Letict sip, Dichotomie a Stadion.
Zéndn pozdvihl uméni diikazu na takovou drovei, Ze se tvrdilo, Ze Zéndn vy-
nalezl dialektiku. Uvedme svédectvi Simphkia:

Ve svém spise obsahujicim cetné dikazy dovozuje po kaZdé, Ze len, kdo uznd-
vd mnohosi, nuiné miluvi véci sobé odporwjict. Tak jeden je dikaz, kde dovozuje,
Ze je-li jsoucen mnoho, jsou zdrovedn i velikd, ¢ mald, lak vehikd, Ze jsou nekoned-
né velikd, a tak mald, e nemaji vibec Zddnou velikost. Pft tom pak dokazuje,
fe nemd- co ani velikost, ani tloustku, ani hmolu, nemiie to vibec byt. ({85},
str. 73)

Déle uvedme tyto til zlomky z Aristotela:

Cly¥i jsou Zéndnovy dikazy o pohybu, kleré piisobi obliZe tém, kdo je chiéyi
vyvracel. Proni je, Ze neni pohybu, je#lo o, co se pohybuje, musi dojit ditve do
poloviny cesty, nef dojde k cili ... nelze projit nekonedngm poétem mist nebo
se dotknout nekonedného poclu mist v konecném case.
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Druhy dikaz je Lzv. Achilleus. Je lo len, e nejpomalejsi tvor nemide byt
v béhu nikdy dostifen nejrychlejitm, nebol prondsledujici must diive dojit tam,
odkud vybchl prchajici, takie pomalejsi je nulné vidy o néco napfed. -

Treli dikaz je ..., 5e pohybujici se §ip stoji ... nebof je-li vie vidy v khdu
nebo v pohybu, {a nehgbd-li se), cokoli je v stejném prostoru, a je-li koneiné
to, co se pohybuje, v jednom okamitku (vidy v slejném prostoru), pak je letic
stp nepohnuly. ([85], str. 75)

Nelze pfedpokladat, ze by Zénén nevéfil v existenci pohybu. Smyslermt je-
ho apérii bylo poukfzat na to, Ze neni obtizné nalézt v nazorech protivniki
rozpory, a zdiiraznit, ze véel jsou slozit&jsi, nez se pfi prvnim pohledu jevi.

Zénén tak predlozil k fivaze a diskusi problémy, které pati dodnes k vaznym
otazkim filozofie, matematiky i fyziky. Jde o problémy zachazeni s nekonec-
nem®, které jen struéné nastinime poroci protikladi koneéné - nekonetné,
diskrétni - spojité, nekenecnd malé - nekoneéné velké apod. Témito otazkanu
se vEak v tomto &4nku zabyvat nebudeme. Chteli jsime Jen poukazat na rozvo]
abstraktniho mysleni a diikazové techniky.

Empedoklds (1607-4307), odchovanec eleatit, filozof, lékat, hasnik, vestec,
autor basnického dila O pifrodé piisobil v Akragantu (dneSni Agrigento na
Sicilit). Za zakladni prvky bere ¢tyii zivly, kofeny véech vécll json to zemé,
voda, vzduch a ohefi. Tyto étyfi zcela rovnopravné prvky se véiné spojuji a
rozddluji. Vznik véci je podminén jejich stufovanim, zdnik jejich rozluéovanim.
Dvé hybné sily, které spojovani a rozlutovani zplsobuji, jsou laska a svar;
témito silami je svét oZiven,

Teorti ¢tyf zivll prevzal Plaién; Aristotelés k nim pozdéji pfidal éter.

Pékny esej Empedokles z Akragantu napsal roku 1918 vyznamny francouzsky
spisovatef a huranista Romain Rolland (1866-1944).

Nejprve poslys, kleré jsou élyfi kofeny vieho: zdfivy Zeus [ohe] a Hira
[vzduch], jei pFinddi Zivol, a Hddds [zemée], koneiné Nestrs [voda], lidske joi
prameny slzami Zivi. ([85], str. 85-56)

Jednou koteny Ldskou sc spojuji v jednolny rtvar, po druhé zase vsechno lo
rozdéli nenduvist Svdre ... ([85], str. 89)

Anaxagoras z Klazomen (5007-428), filozof, matematik a piirodovédec, sou-
¢asnik a piitel Perikia, pitsobil v Athéndch. Byl obvinén z bezboinosti, souzen
a vypovezen z Athén. Svét si predstavuje zbudovany z nekonecného mpozstvi
malych &dstecek - semen véci mnoha druhit (spermate chrématon, resp. ho-
motomereier). Pavodni chaotickd smés semen se v uspofadany svét zménila
plsobenim rozurau (nis), ktery je nejjemnéjsi ze viech latek; vznikiym virem
se odlouéily veduch, voda, zemé 1 ohen.

Anazagords ... Tikd, Ze je neomezeny pofet pocathi. Nebol pravi, ic témer
vSechny stejnorodd Cdstky, jako voda nebo ohch, tak vrnikaji @ zanikazi jenom
stucovdnim a rozlucovdnim a Zc jinak ani nevznikaji ant nezantkaji, nyhri véine
freagi. {[85], str. 110)
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Anazagords ... poklddd za prvky stejrorvodé &dstky, jako map?. maso, kost a
kazdou takovou véc. Vzduch a ohenl poklddd za smési vdech téchio i viech oslal-
nich semen, nebot jeden i druhyj je spojen ze viech neviditelngjch stegnorodych
véci. Prolo z nich také vsechno vznikd; oheR a ether nazgvd lotif Anazagords
stejné. ([85), str. 110}

A jakmile pocal duch hybat vécmi, odlucoval se ode vicho, co se hybalo, a
&im duch pohnul, vie to se rozloucilo. KdyZ pak se véer hybaly a rozludovaly,
plisobilo oldéent jedté mnohem vétst rozlucovdni. ([85], str. 107)

Recti atomisté Leukippos (5007-4407) a Démokritos z Abdér (4607-370)
uznali byti nejsoucna, tj. prazdny prostor, uznali pohyb, zménu, vznik i zanik.
Za zakladni prvky jsoucna poklddali nepatrné, neviditelné a nedélitelné castec-
ky - alomy. Atomy jsou rizné veliké a rizné hmotné, neménné a neznicitelné,
jsou oddéleny prazdnym prostorem a jsou v neustilém pohybu. Venik a zanik
véci je spojovanim a rozludovanim atomd, vée se déje dle osudu a zakona. Svét
vzaikl viFivim pohybem atomi, které se postupné spojily ve vétsi celky, télesa
a svéty., O atomistech viz {59].

Rikali toli, e poédtky véci jsou neomezené co do poftu, a poklidali je za ne-
rozfezatelné, nedélitelné a neporusitelné, jefo jsou tuhé @ nemaji v sobé prazd-
no, nebof déleni, jak Fikalt, se déje tam, kde je v télesech prazdno. A fylo alomy
se pohybuji v neomezeném prdzdnu, jsouce od sebe oddéleny a liice se tvary,
veltkosti, polohou a uspordddnim. Vzdjemné se dostihuji, srdZeji a jedny pri sel-
kdni odskakuji, druhé se navzdjem splétaji pro souhlas tvard, velikosti, polohy
a uspoidddni, u sebe trvaji, a tak venikaji sloZené véci. ([59], str. 54)

Tento odstavec o prvnich filozofech starého Recka zdaleka nepostihuje filozo-
fickou problematiku 6. — 4, stoleti pf. Kr., ani nevycerpava ufeni a vyznam téch
myslitel, o kterych jsme se zde zminili. SnaZi se jen zdiraznit nékteré filozofic-
ké otazky, které byly v predsékratovské dobé v Recku diskutovany. Povazujeme
totiz za nutné a uZiteéné upozornit na paralelu filozofického a matematického
badani té doby.

Reck4 prirodni filozofie uvaiuje o ,budovani® piirody, svéta, kosmu

- z jedné pralatky, pFitiny, poaiku (arch€ } nebo nékolika maélo prvkd, Zivld

(stoicheia) - Thalés: voda, Anaximandros: apeiron, Anaximenés: vzduch -

ozivujici dech, Hérakleitos: ohen, Empedoklés: ohen, voda, zemé, vzduch,

Anaxagoris: semena véci, Leukippos a Démokritos: atomy, ...

- pomoci jednoho & dvou principl - Thalés, Anaximandros, Anaximenés: zfe-
dovani a zhustovani, vydélovani, Hérakleitos: vzplanuti a uhasinani & st¥e-
tavani protikladi, Empedoklés: laska a svar, Anaxagoras: hybny princip -
nGs, ...

S jistou mirou nepfesnosti se da fici, ze vysledky tohote badani zavrduje Aris-
totelés; jiz pred nim vSak nastavd v fecké filozofti tématicky obrat plsobenim

Sékrata (469-399).
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Velmi podobny trend se projevuje v Fecké matematice. Nejprve Pythagoris
buduje (aritmeticky) svét ze zakladnich prvki - pfirozenych &isel (nasobkil &i-
sla 1) pomoci principu pomérit a imér. Tento pokus jesté neni Gspény - po
objevu nesoumétitelnosti isecek je nastoupena jina cesta.

Recka geometrie je pak vytvarena
- ze zékladnich prvki - bodG
- pomoci dvou zékladnich principi, na kterych jsou zaloZeny eukleidovshe kon-

strukce (neboli konstrukee pravithem a kruiithem) a které jsou popsény v Eu-

kleidovych postuiatech:

— je moZno sestrojit primku, jsou-li dany jeji dva body,

— je mokno sestrojit kruznici, je-1i dan jeji stfed a jeden jeji bod.

V fecké pitrodni filozofii i v Tecké matematice je citit jakysi duch minunali-
zace, snaha o nalezeni pokud moZno malého poétu vychozich prvki i principii.
V geomelrii je tato snaha jasné dokumentovatelna. Vychozi prvky, body, jsou
objekty jednoho jediného druhu, vichozi principy jsou dva - sestrojent priinky
a kruznice; oba tyto objekty je moZno zadat minimalnim moznym poétem bodi
- dvéma.

Dalsim velmi vyznamnym aspektem budovani feckého geometrického svéta
je jeho pFisna logicka vystavba z minimalniho objemu vychozich predpoklada.
Charakterem celé stavby je to, éemu dnes Fikdme axiomaticka teorie.

Kolem roku 300 pf. Kr. shrnuje Eukleidés vysledky prace svych ptedchudci
(zejména Hippokrata, Theaitéta, Endoxa a Archyta, vyuziva viak i Aristotela)
ve slavném dile Ziklady. Je ndhoda, ze fecky ndzev Steicheta je uzivan ve
filozofil pro zakladnf prvky - zivly?

Prukem (sloicheion) se nazyjed lto, z ¢eho se néco skiddda jako z proni sloiky a
jef se, co se tyce druhu, nedd deliti v jing druh. Tak prvky hlasu jest to, z dcho
se hlas sklddd a v co se posledné rozklddd, a to lak, Fe se jii nedd rozklidal v jiné
druhovd vizne hlasy., [ kdy? je tu dalsi déleni, tedy jsou to Fdsti steyncho druhu,
... Podobné se miluvi faké o precich geometrickych dukezi a vabec o precich
dikazd, Proaf dikazy folis, jof jsou opél obsafeny ve vice dikazech, nazyvaji se
priky dikazid. Takouvdho druhu jsouw v sylogismech pront soudy. jel se ciskdavaji
ze 17t pojmii s pomeci jednoho sifedniho.

Odlud se oznaéeni ,prrek™ pfendsi na lo, co jsouc jedno a mald prospivd
mnohému. Proto se prekem nazyvd laké lo, co je male, jednoduche a nedéli-
telnd. Odtud pochdzi, e se to, co je v nejryssi mire obecné, poklddd za pruvek,
ponévadi kaidé 2 nich, jsouc jedno o jednoduche, jest obsaZeno v mneha vécech,
bud ve viech nebo ve vétsiné jich. Prolo laké néklefi mini, Ze jednoika a bod
jsou pocdtky. ... v kaidém pFipadé proek znamend néco pruniho, co je ve vécech
obsaieno. (Aristotelés {1, str. 120-130, 10614 a, b}

Budovani geometrického svéta v matematice bylo zfejiné spl&ndpit nez bu-
dovani veskerého jsoucna v tecké prirodni filozofii. Snad proto se feckd mate-
matika i po Euktetdovi dale fisp8iné rozvijl, zatimeo o fecké prirodad filozofii to
Ficl nelze. A snad i proto méla matematika ve 4. stol. pf. Kr. takovy respekt.
Jiz jsme uvedli, ze nad Platonovou Akademil byl pry napis: Nevstupuy, kdo
neovlddds geometri!
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6. Pythagorejci

Reckou matematiku podstatné ovlivnila gkola pythagorejska. Jejim zaklada-
telem byl Pythagords (5707-5007), politik, filozof, myslitel a matematik. Po-
chazel z ostrova Samos, ktery je nedaleko Milétu 1 Efesu. Pozdéjn pfesidhil do
Kroténa v jizni Halii, kde zaloZil filozofickou $kolu, kterd viak méla rovnéz cha-
rakter nabozenské skoly &1 sekty a politické strany. Z Krotdonu byl pythagorejel
vyhnani, Pythagords snad zemfel v Metapontu. Pisobeni pythagorejské skoly
mélo obrovsky vliv na dald vyvoj filozofie a védy, rozhodnou mérou pfedzna-
menalo rozvo) fecké matematiky.

Cicero o Pythagorovi fika:

Kdy? prisel za vlidy Targuinia Pysného do Hdlie, upoutal Velké Recko jak
svym ulenim, lak 1 svou osobnosti, a jesté fadu stoleti pozdésn bylo ymeéno pytha-
gorovcu lak vdZend, fe to vypadalo, jako by na svété nebylt fddni jint mudren
([11], str. 46)

Podle Cicerona byl Pythagoras wyndlezcem slova filosofie; své nazory na
ftlozofovani pry vysvétloval takto:

Podle mého ndzoru je Lidsky Sivol podoben jedné 2z téch slavnosti, kieré se
konaji za 4casti celeho Recka a jsou spojeny s vypravnymi hrami. Tam nékterd
hledaji sldvu a cesing wvénec v sportovnim zdpoleni, jind lam privddi zisk a
vyjdélek pFi kupovdni a proddvdni, a je také urditd skupina lidi - la je nej-
uslechiileysi — , kiefi se neshdnéji ant po pollesku, ani po vydélku, ale pfichdzeji
tam jako divdci a pozorné st prohliZeji, co a jak se tam déje.

A stegné je to i s lidskym Zivelem. I my jsme vysli do lohote Stvota 2 jiného
fivola a z jin€ pFirozenosti, jako bychom $li 2 néjakého mésta nékam na hluing
trh, a ted nékiefi slouZime sldveé, jini penézim; videni jsou lakovi, kiefi vsechno
estatni nepovaiuji za nic a bedlivé pozoruji podstatu svéla. Tém Fikdm milovnici
moudrosty, to je lotiz vijznam slova filosofove. A jako na ond slavnosii je pro
svobodncho clovéka nejdistonéysi jen se dival a nehledat Zddny 2usk, tek v Zivolé
pozoreuvdni a poindvdni prirody daleko vymikd nad vsechny ostaini Cinnostr,
([11], s¢r. 206-207)

Pythagoras prohlisil, ze zakladem jsoncna je ¢islo (arithmes). Pochopil nut-
nost kvantitativniho popisovani jevil a vztahil, uvédomil si obrovskou roli éisel,
Piedpokladal harmonickou stavbu svéta, kterd je popsatelnd £isly, Jsou mu
pRisuzovany tyto vyroky:

Co je nejmoudiejsi? - Cislo a potom len, kdo dal vécem jména. ... Co je
negkrdsnéjsi? - Harmonie. Co je neymoenéjsi? « Myslenka. ... ¢islu se podobd
vSechno. ([85], str. 40-41)

Aristotelés se o pythagorejskéin pojeti jsoucna vyjadfuje takto:

A jedto widéh v Sislech stavy ¢ peoméry harmonti e jeilo se jum zddlo, Ze se
1 vée oslalni podobd celou svou prirozenosit dislim a Ze cisla jsou prni z celé

prirody, usoudili, fe pruky cisel jsou t€Z prvky viech véci a Ze cely vesmir je
harmonii a ¢islem. ([85], str. 184)



34

P¢thagorejci prosazovali studiurm tzv. kvadrivie, které sestavalo z geometrie,
aritmetiky, astronomie a hudby. Toto pojeti kvadrivia se zachovale az do pfe-
lomu stiedovéku a novovéku, kdy bylo studovano na prvnich univerzitich (na
fakultach sedmi svobodnijch uméni) vedle tzv. trivia (gramatika, rétorika, dia-
lektika). Podstatnou mérou k tomu prispél A. M. T. 5. Boethius {4807-525),
posledn{ Riman a prvn{ scholastik®, autar slavného dila Filozefic utésitelka
(lat. Consolatio philosophiae), ktery studium kvadrivia propagoval. Napsal spi-

sy o &tyFech ,matematickych® disciplindch - aritmetice, geometril, astronorl

a hudbs. Jeho latinsky psany vyklad vychazel z dél feckych klasikil. V 7. stoleti
se viak ztratilo Boethiove pojednani o astronomii a z jeho spisu o geownetrii
zbyly jen zlomky. Preiila jen Institutio arithmetice a Instulutio musica. Po-
zdéji se k témto dilém piiddvaly cizi spisy o geometrii a astronomii, aby bylo
kvadrivium zachovano.

Mezi jednotlivymi slozkami kvadrivia citili feiti myslitelé zké souvislosti.

fvédomme si nejprve nékolik bezprosifednich vztahit geometrie a aritmetiky
(kam tehdy patfily i prvni poznatky z teorie ¢isel): Pythagorova véta na jedné
strané a pythagorejské trojice isel na strané druhé; pravidelné mnohoGhelniky
a mnohostény a vypliiovani roviny a prostoru témito objekty na jedné strané
a figuralni &isla a jejich postaveni ve svété (prirozenych) éisel na strané drubé;
v geometrii, stejné jako v aritmetice, hrél velkou roli pojem podobnosti - dnes
jiz chapeme podobnost jen v geometril.

Popisme kratce plvodni pythagorejsky pohled na svét gisel a velidin, Cislo 1
nebylo chapano jako &islo, ale jako stavebni kdmen aritmetiky (zdk!adni jednot-
ka ¢iselného mnoistvi), ale i geometrie (bod, zakladni jednotka obsahu plochy
¢l objemu); pfirozena &isla 2, 3, 4, 5, ... byla chapana jako souhrny jednotek.
Kladna racionalni éisla byla predstavovana pomoci pomért pfirozenych &isel; je
pravdépodobné, ze byla chipdnaijake ndsobky mensich jednotek, které venikly
rozdélenim pivodnf jednotky na uréity pocet stejné velkych éasti. Pythagorejci
se zprvu domnivali, 7e s timto svétem tisel a velidin vystaci; teprve pozdéji - pe
objevu nesouméfitelnosti fiseéek - se presvéd{ili o opaku. Plivodni pythagorej-
sky pohled na Zisla odpovida pohledu ditéte. Dité samo vlastnim uvazovanim
k iracionalnfm Eislim nedojde a ani dojit nemiize; jejich existence je mu ve
skole pomérné brzy dana na védomi - vét§inou na jednom jediném pFikladu

(iracionalita v/2).

Pythagords zménil geometrickou védu v podobu svobodné nauky tim, e obec-
né zkoumal jeji ziklady a Ze probiral jeji poucky nehmoiné a pomysiné; nalezl
také nauku o irraciondinich islech a sloZeni svétovych tvard. [témito tvary jsou
snad minéna tzv. platonska télesa, tj. pravidelné mnohostény] ... Zdd se, e s1
Pythagords nade viechno vd3il nauky o dislech ..., pfipodobnoval véct k cislim.
(I85], str. 41-42)

Hudbu chapali pythagorejet v {izkém vztahu k matematice. Vyslovili zakon
o imérnosti vysky ténu délce struny nebo vyice vzduchového sloupce. Tento
zdkon jisté intuitivné gnali a vyuzivah jiz dlouhd staleti vyrobei hudebnich
nistroji. Zda se vsak, ze teprve pythagorejci tento zdakon exaktné zformulovali.
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(O nékolik stoleti pozdé&ji vyslovil Archimédés ze Syrakiis (2877~212) nékteré
jednoduché zakony mechaniky, napf. zakony o rovnovaze. Také tyto zdkeny mu-
sely byt intuitivné zndmé a vyuZivané pfi praktické &innosti jiz dlouha staleti.
Uvédomme si, Ze 1 pro studenty matematiky na vysoké fkole neni jednoduché
pfesné formulovat definici pojmu & vyslovit matematické tvrzeni, i kdyz tieba
pojemn dobfe znaji a tvrzeni v praxi dspésné vyuZivaji.)

4

abr. }

Pythagorejci vyslovili 1 tzv. zdkon harmonie. K danému tonu, ktery je vy-
tvofen napf. chvéjici se strunou, ziskdme ton, ktery s nim ladi, kdyZ strunu
seskrtime tak, aby pomér délek vzniklého {seku a celé struny byl vyjadien
pomoci malych piirozenych cisel. Oktavé odpovidd pomér 1 : 2 | t]. strunu
seskrtime pfesné v poloving, kvinté odpovidd pomér 2 : 3, {j. strunu seikrtime
ve dvou tfetinach, kvarté odpovidd pomér 3 : 4, tj. strunu sedkrtime ve tfech
ftvrtinach (viz obr. ). Uvédomme st jedtd, Ze piati rovnost

I3 2
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kteron milZeme chapat jako vztah mezi oktavou, kvartou a kvintou.

Hudebni dméron byla ve starém Recku nazgvana Etvefice (12,9, 8,6). Poméry
6:12,8:12a9:12 totiz diavaji po Fadé oktavu, kvintu a kvartu, Cisle 9 je
navic arittnetickym pramérem dcisel 6, 12 a éislo 8 je harmonickym primérem

¢isel 6 a 12 {harmonicky primeér ¢isel a, b je dan zlomkem fﬂ ). Toto aritmetické

pojeti hudby bylo doplnéno i o geometrické aspekty. Ctvetice (12,9,8,6) ma
totiz uzky vztah ke krychli, nebot ta ma 6 stén, 8 vrcholl, 12 hran a 9 rovin
soumeérnosti. Historku o tom, jak pythagorejci objevili matematické zakonitosti
hudebnich intervall vypravi Boethius (viz [21], dit [, str. 52-53).

Upozorfiujeme étendfe na pékny clanek B. Riedana [58] o matematickém
popisu témi.

V kosmologii opustili pythagorejei geccentrismus. Do stfedn vesmiru umfistili
centralni oheii; kolem ného se rovnomérnym pohybem na deseti sférach pohy-
buji hvézdy, pét planet, Slunce, Mésic, Zemé a Protizemé. Dokonalost vesmiru
se projevuje jednak v jeho tvaru (je to koule), v rovnomérnosti pohybi, v pottu
sfér (desitka je symbolem dokonalosti - proto byla patrné vymyslena Protizemé)
at v tom, Ze poloméry sfér (a rovnéz rychlosti pohybi) jsou v poméru malych
prirozenych éisel, které odpovidaji hudebnim pomérim. Pohyb sfér zplisobuje
dokonale krasnou hudbu, vnimanou snad jen rozumem. K témto pfedstavam
pythagorejelt se tedy vztahuji znama slovni spojeni harmonie kosmu a hudba
sfer.
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Ocitujme zpravu o uleni pythagorejee Filolda (5. stol. pi. Kr.):

Filolaos uci, e je uprosifed kolem sifedu ohesi a nazyvd jej krbem vesmiry,
Diovgm pFibytkem, matkou bohi, oltdfem a svazkem i mérou pfirody. A op€l
jing ohedi je nahofe, vie obklopujici. Ale proni od pfirody je stied; kolem néheo
krousi desel boiskych 1€l: obloha, pél obéinic, za nimi slunce, pod nim mdésic,
pod nim zemé, pod ni prolizemé a za nimi za vSemi oheri, majici v stfedu tilohu

krbu. ([85), str. 192)

Aristotelés o pythagorejcich rika:

... ponévads se zdd, Fe desilka jest ¢islo dokonalé, 2ahrnujic vSechna Eisla
zdkladni, jest pri podle nich take deset obihagicich éles na nebi; ale ponévads
je jich vidét pouze devél, vypliuji pocel protizemi jako télesem desdtym. ([1],
str. 46}

... domnivaji se 1€3, fe jsou rychlosti nebeskych téles v souzvucndm pomery
podle svich veddlenosti. Proto Fikaji, Fe vanikd harmonicky zvuk nebeskijch téles
pohybujicich se v kruhu. ([83], str. 187)

Fascinovani svétemn éisel, kterd hraji tak didlezitou dlohu ve svété, dospéli
pythagorejci aZ k &iselnému mysticismu. Jednotliva &isla méla podle pytha-
gorejcll zviastni vyznam a moc. Sudd &isla byla Zenskd, lichd muiska, ¢islo
4 piedstavovalo spravedinost, ¢islo 5 manzelstvi apod. Cislo 10 pfedstavovalo
dokonalost a veskeré jsoucno. Je totiz 1 +2+ 3+ 4 = 10, pfitom &islo 1 pfed-
stavuje zakladni jednotku, ale i bod, &islo 2 predstavuje zékladni jednotku
sudych &sel, ale i to, Ze dva riizné body uréuji pfimku, &islo 3 predstavuje
trojahelnik, ale i to, ze i body nelezici v pfimee uréuji rovinu, €islo 4 pred-
stavuje ¢tyfstén, ale i to, Ze étyfi body neleici v roviné reprezentuji prostor.
Pythagorejci vyznivali deset zakladnich protikladit (omezené - neomezené, sudé
- liché, jedno - mnohé, pravé - levé, muizské - Zenské, klid - pohyb, rovné - kfivé,
svétlo - tma, dobré - zlé, ¢tverec - obdélnik (viz [85], str. 185, viz téi [1], str. 46
47)). Protiklady v3ak zarovei vytvafely harmonit, soujad.

Nechme jesté jednou promluvit pythagorejce Fiiolaa:

Ciny a podstatu ¢isla je {Feba pozoroval podle sily, klerd je v desitce, nebol
sila isla a 2vldsté desitky je weltka, vSe plnici, »fe pusobict a je pocdthem 12
viidkyni boiskeého, nebeskcho 1 lidského Fivola a se nfim se stykd. ... Bez ni je
v§e neomezené, nejiste a nejasné. Nebof povaha éisla ddvd porndni a kaZdche
vede 1 poucuje o kafdé nejasné a nezndmé véct. Nebol nikomu by nebyla Zddnd
z véci jasnd, ant sama o sobé, ani ve vziahu k jiné, kdyby nebylo cisla a jeho
podstaty. Avsak cislo, uvddéjic v dudt vSechny véci v soulad s vjemem, Cini je
poznalelngmi a navzdjem souhlasngmi po zpisobu gndmonu, tim Fe ziélesiuje
a rozlucuje poméry véci - kaidy zvldst - neomezenych i omezujicich.

Povahu ¢isla a jeho mocnou silu bys mohl vidét nejen v démonskych a boZ-
skych vécech, nybri 17 ve vSech lhidskyjch cinech a slovech 1 ve viech femeslngch
dilech i v hudbé. Povaha ¢isla @ harmonie nepfipousiéji nikierak klam, nebol
#tm neni viasini; klam a zdvist ndlefi k povaze neomezeného, nesmysiného a ne-
rozumného. Nlam nikierak nevane do isla, nebot klam je neprdalelsky a protivny
jeho povaze, zato pravda je vlasini rodu cisla a s nim srostld. {[85], str. 191)



37

Zajem o &iselny mysticismus a podobné otdzky stale trva. Novd Akropolis,
filosofickd Skola na klasickd rpidsob, pofadala dne 25. 4. 1994 v Praze pfed-
nagku ,Symbolismus éisel. Numerologie. (Geneze tisel a forem. Cislo - zaklad
Univerza. Zlaté &islo v mikrokosmu a makrokosmu.)®.

Magickym obrazcem byl pro pythagorejee pravidelny pétiihelnik. Snad pro-
to, ¥e jeho hlopFicky jsou déleny svymi priiseCiky v poméru zlatého fezu, nebho
proto, #e konstrukee pravidelného pétifthelnika pravitkem a kruzitkem byla ob-
rovskym Gspéchem tehdejsi geometrie; moind viak, ze ze zcela jiného divodu
(obrazce pétifihelnika se objevovaly na Feckych vazach jiz v 7. stol. pf. Kr.).

Na zaveér tohoto odstavee o pythagorejeich ocitujme Z. Kratochvila:

Nihled 1 vgkiady ndhledem umoinéné, lo wvie se stdvd soucdsii ,nauky”,
MATHEMA, Béind ectina pak znd slovo MATHESIS, ,poufeni, nauceni®.
MATHEMA je pak lo, ,co je k nauceni® i  nauka®. MATHEMATIKOS
mamend puvodné ,ndlefejici k pouceni (nauce), af ui se jednd o ucednika
nebo o pojedndni, napr.  nauénd fec®, MATHEMATIKOS LOGOS (v temlo
viznamu jesté u Aristotela). MATHEMATIKA, co? je plurdl stfedniho rodu,
pak znamend vechny ly véei, klerd jsou i€io naucné povahy. Vyznam pytha-
gorejskich ucedniki® cili matematiki spolu s jejich orienlact zdjmu zpisobil,
ie slovo ,matematika® od 1€ doby znamend pFedevsim zabyuvdni se Cisly a geo-
metrickymi objekty. Privé tohle je v pythagorejském pojeti to neplepsi uceni
a cesta k moudrosti, nebot &dsi toho, co zkoumdme, tolif Cisla, pak miZeme
vyuiit k vykladu Fady jingch témat zkoumdni. ([46], str.30)

Piipomeinime jesté, Ze existuje knizka s provokujicim nazvem Was Pythagoras
Chinese? (viz [67]).

7. Pythagorova véta

Je moiné, e Pythagorova véta byla zndma jiz ve starém Egypté; egyptsti
spojovaél provazii snad vytyéovall pravy fihel pomoci smycky provazu, na které
bylo 12 uzli ve stejnych vzdilenostech od sebe. Pokud tomu tak bylo, pak
pouzivali k vytyéeni pravého tithlu pythagorejsky trojihelnik se stranami 3, 4, 5.

V Mezopotamii byla Pythagorova véta zndma asi tisic let pied Pythagorem.
Byla chdpana jako vztah mezi délkami stran pravoihlého trojihelnika; svédéi
o tom Olohy, které z té doby pochazeji. Nevirne, zda byl v Mezopotamii objeven
jeji ditkaz. Byly véak nalezeny nékteré pythagorejské trojice Eisel; patrné byly
vyéteny z tabulek druhyeh mocnin, které byly v Mezopotamii bojné uzivané.

V Recku pry Pythagorovu vétu i jeji dikaz objevil sdm Pythagoras a jako
vyraz vdécnosti za tento objev obétoval bohiim hekatombu, tj. 160 voli. (Tento
piiklad vyzyva k nasledovani; nejsou vsak jiz bohuzel bohové, ktefi by takovéto
obéti pFijimali.}) MiZeme se jen domyslet, jak asi vypadaly plvodni diikazy
Pythagorovy véty. Neni vylouZeno, Ze byla tato prosleld poutka ve specialnim
piipadé {pro pravoiihly rovnoramenny trojiohelnik} vyétena z kachlikovani &
dlazdéni (viz ddle obr. 2). Je moiné, ze pravé tento pohled pfispél k tomu, Ze
byla Pythagorova véta chdpdna jako vztah mezi obsahy tfi étvercl. Je vsak
rovnez mozné, ze k tomu doslo az pf rozvoji fecké geometrické algebry.
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Obr. 2 milje znazorfiovat &ast dlaZdéni, které je sestavené ze stejné vel-
kych rovnoramennych pravothlyeh trojiihelniki. Je ihned vidét, Ze dva malé
“tverce nad odvésnami AB a BC trojihelnika ABC sestdvajl dohromady ze
éty¥ trojihelniki a ze &tverec AN LC nad pfeponou AC je rovnéi sestaven ze
tyf trojithelniki. (Ctverec nad preponou AC ma tedy dvakrat vétdi obsah nez
étverec nad odvésnou AB.) Na obr. 2 je tedy FeSen problém ,zdvojeni® ctverce,
ktery je diskutovan v Platénoveé dialogu Menén. ( viz [56], str. 88-94 a 122123,
resp. [57}).

S C R 5 C R

ya
A 3
A L
B
| g%
P K Q P Q
obr. 2 obr, 3

Poznamenejme jedts, Ze kazdé dité se setkd s obr. 2 a tedy se specidlnim
pFipadem Pythagorovy véty, kdyz sklada ze ¢tvercového listu papiru tzv. par-
ni¢ek {vhodnd moZnost pro zpestfeni vyuky!).

Na obr. 2 se viak milzeme podivat 1 jinak. Ke dvéma ¢&tvercam nad od-
vésnami AB a BC trojthelnika ABC je tFeba pfidat dalsi ctyfi trojihelniky,
abychom dostali velky ¢tverec PQRS. Rovnéz ke étverci nad pfeponou AC Je
tEeba pridat &tyfl stejné velké trojihelniky, abychom dostali étveree PQRY.

Podivame-li se na obr. 3, miZeme predchozi myilenku poulit pro dikaz
Pythagorovy véty v obecném piipadé. Ke dvéma Ztverciim nad odvésnami AB
a BC je tFeba p¥idat étyfi trojiihelniky shodné s trojihelnikem ABC, abychom
dostali cely &tverec PQRS. Rovnéz ke ctverci nad pfeponou AL je tieha piidat
gtyfi takovéto trojihelniky, abychom dostali cely ¢tverec PQRS.

V Bukleidovych Zdkladech je viak jiny diikaz Pythagorovy véty; t ten je
viak zaloZen na porovnavani obsahil geometrickych objektil (viz {20}, kniha I,
véty 47, 48). Uvazujme pravoihly trojihelnik ABC s pravym tthlem pri vrcholu
C a ¢tverce nad jeho stranami. Ve je znézornéno na obr. 4.

Nage Ovahy budou postupovat v nasledujicich krocich:

a) Trojihelniky LAB a CAN jsou shodné {véta sus).

b} Obsah irojiihelnika LAB je roven poloviné obsahu &tverce LACK (LA Je
zakladna a C A pfislusna vyika trojtheinika LAEB).

¢} Obsah trojahelnika C AN je roven poloviné obsahu obdélnika ANY X (AN
je strana a X A pfislugnd vyska trojlhelnika CAN).
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d} Obsah étverce LACK je tedy roven obsahu obdélnika ANY X. {Dokézali
jsme vlastné Eukleidovu vétu o odvésné.)

e) Uplné stejné dokazeme (pomoci trojthelnikit PBA a CBM), Ze obsah Ctver-
ce PBCQ je roven obsahu obdélnika M BXY .

f} Soudet obsahfi Etvercih nad odvésnami trojGhelnika ABC je tedy roven ob-
sahu ¢tverce nad pfeponou.

K
¢ =
L
X
A 7 B
N Y M
obr. 4

Z vyge uvedeného dikazu je snadno vidét, Ze kdyby byl Ghel pfi vrcholu €'
ostry {tupy}, pak by soucet obsahil ctvercll nad stranami AC a BC byl vétsi
(mensi) nez obsah ¢tverce nad stranou AB.

Na zdvér tohoto odstavce poznamenejme, Ze problematika nejstarsich ma-
tematickych znalosti lidstva (nap¥. pravé Pythagorovy véty) je stile aktudlni
pro historiky matematiky a nejen pro né. Odkazujeme ¢tenafe na literatury; se
zajimavou a provokativni teorii pfisel napf. Waerden (nar. 1903) v knize [75].
Jeho teorie véak vyvolala vazné namitky.

... B. L. van der Waerden vyslovuje tutlo hypoiezu: Ve stiedni Evrop€ exisio-
vala v neolilu v obdobi mezi r. 3000 a? 2000 ante ,matematickd véda®; odlud se
rozsivila do Velké Brildnic, na Blizky Vichod, do Indie ¢ Ciny. Snad neni ani
nutn€ dodal, e véisina specialisti prijala tule konstrukei - kterd snad v odich
su€ho aulora md dvojyi vighodu, loliZ pFipisuje vyndlez malematiky nasim ev-
ropskym predkiem a zdroven tento vyndlez spojuje s riludlnimi cili - s hiubokou
skepsi @ s nedivérou k jejim kvehkym zdkladdm. {[T1], str. 14)
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Béhem staleti bylo vymysleno mnoho riiznych dékazdi Pythagorovy véty.
Uvedme pro zajimavost nékteré obrazky, které tyto dikazy zndzorhuji (viz
obr. 5). Maj{ charakter vystfihovanek a sklddanek — je moino je vyuzit pro
zvyseni atraktivity vyudovani a vylepsiti tak image ucitele (uéitelky).

1
1
3 2 3
5 14 5
1
41 4 4
3
7 16 2 5
B B
8 3 2
1 b
2 >/ 3
4 7 1
5 7

obr. 5
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Pro ofiveni textu uvedine 1 étyfi studentské kresby z 19. stoleti, které se
Pythagorovy véty tykajl (viz obr. 6). T¥eti a ¢tvrty obrazek ukazuje samotného
Pythagora pfed objevem své slavné véty a po jejim objevu.

PYTHAGORAS 68 O
DQED OBE\:\J‘EN\M \IT:TY A Bo B‘ES\M OBIEVU

obr. 8
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8. Figuralni éisla

Pythagorejei byli fascinovani svétem pfirozenych &isel. Snazili se v ném hle-
dat Fad, zakonitosti a harmonii, snazili se pfirozena &isla klasifikovat. K tomuto
cfli vyuzivali svoji geometrickou interpretaci cisel; pfirozend &isla, ktera byla
Zasto reprezentovana hromadkou kaménki, zadali tFidit podle tvart, do kterych
bylo mo#no kaménky srovnat. Tak dospéli k &islim trojihelnikovym (obr. T},

chr. 7

tj. k &skim 3,6,10, -, obecné (po doplnéni @y = 1) ap = Lon(n+1),

k éfstdm ftvercovygm (obr. 8},

e o @ e o o @

e o e o @ e o 8 o

® e ® L ® . L e @
obr. &

tj. k éislam 4, 9,16, --- , obecné (po doplnéni a; = 1) ax = n?,

k &sltm pélsdhelnikovym (viz obr. 9, kde jsou pro v&tsi nizornost naznaceny
pétithelniky),

obr. 9
tj. k &isldm 5,12,22,-.. , obecné a, = % -n-(3n -~ 1),
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k ¢islim Sestidhelnikovym ( ay = n - (2n — 1) ) atd. Alexandrijsky matematik
a astronom Hypsikles (2. stol. pf. Kr.}, ktery o figuralnich ¢islech sepsal praa
(nezachovala se), podal obecny pfedpis pro utvofeni n-tého m-lihelnikového
&isla; dnes ho vyjadiime vzorcem

1
aﬂzi-n-[Q-i-(n—i)(mm?)].

Kromé m-uhelnikovych &isel vySetfovali pythagoreja éisla obdélnikovd, tj.
¢isla, kterd je mozno vyjadiit souéinem dvou Cisel vétsich neZ 1 a ktera odpo-
vidala usporadani kaménkfi do obdélniku. Nejveétsi vyznam pFikladali oddélni-
kovym éisliim z obr. 190,

*® & o » * & * o @
s o s o o o ® o o o @
e & @ e & & @ 2 & & 0 »
obr. 10
tj. ¢istdm 6,12, .-, obecné a, = n(n + 1), kterd se tvarové” nejvice blizi

cisliim étvercovym.
Dalsim typem byla &isla pFimkovd (cbr. 11).

obr. 11

Znovu pfipomenme, Ze jednicka nebyla povazovana za Cislo, ale za zékladni
stavebn{ kdmen. Nebyla chapdna jako éislo trojuhelnikové, étvercové atd.; tako-
véto dopinéni provadime dnes my, kief{ jsme h&2né zvykif uvaZovat nejriiznéjsi
mezni piipady (Easto velmi bizarni). Dité viak da za pravdu pythagorejcim a
jedniéku k trojuhelnikovym &i étvercovym fislim pocitat nebude.

Vykroéenim do prostoru byla éisla kubickd (a, = n?), &isla jehlanovd - &as-
tecné soucty posloupnosti m-thelnikovych cisel. Napi. Cisla clyrfsiénovd jsou
143 =4, [43+6 = 10, 14346410 = 20, --- (obecné a, = %-n(n+i)(n+2) ).
Vzpomefime na navstévu starého hradu, kde do , jehlanovych éisel* byly na-
rovnany délové koule.
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Vyznam figuralnich éisel zdaleka nebyl jen v hezké geometrické interpretac.
Pomoci takovychito zndzornéni byly objevovany principy, podle kterych &isla
Jvenikaji“. Napf. trojahelnikova éisla (a podobné jehianova &isla) vznikaji adi-
tivaim zplsobem: 1+2=3, 1 +2+3=6, 1 + 2+ 3+ 4 = 10 atd. Ctvercov,
obdéinikovd a kubicka ¢&isla vznikajf multiplikativeim zpisobem (2 - 2 = 4,

3:3 =9 atd.).

Geometrickym znazornénim &isel je moZno objevovat a ,zviditelovat® (¢te-
naf snad autorovi odpusti tento slovensky termin) matematické poznatky a
jejich diikazy. Domnivame se, Ze figurdlni &isla a jejich kladeni pTed oti se-
hralo daleZitou roli pfi vnimani a pochopeni podstaty matematického dikazu.
" Anglicky filozof Thomas Hobbes {1588-1679) ve svém spise O {élese (1655)
napsal:

Dokazovini je sylogismus nebo veléz sylogismi odvozeny z definic ymen al
k poslednimu zdvéru. Z toho je :feymé, Fe veskere fddné rozumove wvaiovdni,
kieré vychdzi z pravdivich principd, je védecke, a je to pravdivé dokezovini.
Nebof pokud jde o piivod samotného slova ,dekazovdni®, Rekové ho nazvali
APODEIXIS a Rimané doslovngm pFekladem ,demonstratio®; a fo pouze len
druh rozumoucho postupu, kdy dokazovanou véc jakoby kiadli pred ot pomoci
uréiych éar a obrazcd, cof je viastné APODEIKNYEIN ¢ili jukazovat®. Palrné
to tak nazvali prolo, Fe jinde ner v geomelru {kde snad jediné jsou lakove
obrazce na misté) nepozorovali fddnou uréitou a védeckou rozwmovou wrahu,
nybri viude jem spory a kftk ... ([32], str. 60-61)

Vzhledem k tomu, Ze diitkazové metody opirajici se o figuralni éisla {,,kiadeni
pied o&*) mitZeme s Gspéchem vyuZit 1 pfi vyudovini matematice, budeme
se této problematice vénovat podrobnéji. Na prislusnych obrazcich pridame
k figuralnir €isldm ,obrysy®.

a) Sudd a lich4 &isla

Sudé &isle je moino srovnat do obdélniku s jednon stranou 2, u lichého éisla
to neni moZné (obr. 12},

... * & O * & & 9 . O . @ @ . o 0 &

LI e & ©® . ® & ] e 9 * ® @

chr. 12

Cislo 2 bylo chapano jako stavebn{ kdmen sudych &fsel; jako takové mezi vlastni
suda ¢isla €asto nebylo pocitano.
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Soutet dvou sudych (lichych) &isel je &islo sudé, soutet sudého a lichého je
&islo liché (viz obr. 13).

s 0o 0 se o] (o0 °®

oooo+ooohooooo .

oo 0| o o] (o o 0o @ .

® o o PR s o 00 P

® © o _}_...___......

e o o o o T |le e oo @
obr. 13

Pfipomeiime, ze protiklad sudé - liché byl jednim z deseti pythagorejskych
protikliadii.

b) Délitelnost

Clisla reprezeniovana hromadkami kaménkd, se mGZeme snait  srovnavat®
do riznych obdéinickl (pfip. Etvercii) a zjisfovat, kdy to jde a kdy ne, kolik
kaménki zbyva {tj. nalézat zbytky p¥i déleni) apod. Rozlisime tak ¢éisla slozena,
kterd je mo#no reprezentovat né&akym oddélnikovym & Etvercovym &islem,
a prvodisla, pro kiera to mozné neni (ta reprezentujeme ¢isly primkovymi).
Pythagorejci rozhisovali i ¢isla sudo-suda, sude-lichéa a licho-licha.

Snadno ukaZeme, Ze soutet dvou ésel, kterd jsou délitelnd néjakym &islem,
je rovnéi timto éislem délitelny; napf. 16+ 12=4-44+4-3=4-(44+3)- viz
obr. 14.

o o 0 o o o @ e o 0 00 0 0@

o o0 @ s o 0 o o0 0 0 0 e

oooc+ooo“ooooooo

o o ¢ 0 s e 0 " EMNMERE,
ohr. 14

MilZeme uvaiovat 1 o soudélnosti a nesoudélnosti ¢isel, snadno znazornime
i nejvétsi spoleny délitel. Dand éisla je tfeba ,srovnat® do obdélnikil se ,spo-
tefnou“ stranou a to tak, aby tato spoleind strana byla co nejvétsl.
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Na obr. 15 je ukazano, ze Cislo 4 je nejvétsim spolecnym délitelem Eisel 12 a 8
a Ze &fsla 4 a 5 jsou nescudélna.

[ o o o]le o ¢ o o

ohr. 15

Pomérné snadno miZeme znazornit i nékteré vlastnosti aritmetickych operaci
{(komutativitu a asociativitu nasobenf a distributivni zdkon — viz obr. 14}.

¢) Podobnost

Podobnost je dnes pro nas ryze geometrickym pojmem. Pythagorejei vSak
chdpali podobnost 1 v aritmetice (dnes bychom rekli spise v teorii ¢isel). Vsechna
trojithelnikova ¢isla miizeme povaZovat za podobnd, rovnéz viechna étvercova
¢isla atd. Podobna jsou 1 obdélnikova éisla tvaru a - b a ka - kb | tj. obdélniky
s ,amérnymi® stranami. Snadno zjistime, Ze soudin dvou podobnych oddélni-
kovych Cisel je &islo ftvercové,

d} Vznik trojiheinikového &isla

Jiz vime, Ze trojthelnikova éisla venikaji aditivnim zpGsobem:
1
14243+ ...4+n= 5-?1(11—{-1)

Jde o znamy vzorec pro soulet specidlni aritmetické posloupnosti. Je s nim
spjata historka o slavném némeckém matematikovi K. F. Gaussovi (1777-1853).
Kdyz mu bylo devét let, upozornil poprvé na svii) matematicky talent. Uéitel
dal détem ve t¥ide se¢ist pfirozena fisla od 1 do 60 (néktefi autofi uvade), ze
od 1 do 100). Maly Gauss hned hlasil vysledek; s jistou mirou nadsazky se da
fici, Ze abjevil vzorec pro soufet aritmetické posloupnosti. Zadany piiklad totiz
vypocetl takto:

(1460)+ (2459 + -+ (304+31) =30-61 = { 830

Podobnou myslenku je moino ,zviditelnit® {viz obr, 16}. Soudet dvou n-tych
trojithelnikovych &isel je obdélnikové Cislo n{n + 1}, t). n-té trojGhelnfkové éislo
je $-n(n+1).
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Stejnym zpiisobem zjistime, e soudet dvou sousednich trojtihelnikovych &isel
je &islo étvercové (viz obr. 17).

——————— ®e————8o
b e P& ,
TN i NN !

i \\ \\ I i \\\\ | n""1

n ; \\ A I n I A Y %

i NN ! N e
; ™ \\i i AN
P e —0 @ o ——— —— Y
ne+i
obr. 16 abr. 17

Tyto skutecnosti jsme dnes zvykli dokazovat algebraicky:

%-n(n+1)+%-(n—-l)n:n2

Predstavme si, ze ,slepime® dvé stejna trojithelnikova &isla (, pfekrytim® - jed-
nou stranou pfes sebe); mizeme Fici, Ze ,slepenim® dvou stejnych trojhhel-
nikovych éisel dostaneme éislo Etvercové. Podobnym ,slepenim® tff stejnych

trojithelnfkovych &isel dostaneme &islo pétithelnikové atd. Zkuste si namalovat
obrazky!

e) Vznik ¢tvercového Cisla

Rikali jsme si, Ze étvercova &isla jsou vytvofena multiplikativnim zpisobem.
Vznik &tvercového €isla véak miZeme popsat i aditivné:

1+3+5+--+(2n~1)=n’

Tato rovnost se ve skole dokazuje indukei. Ditkaz je vSak moZno zviditelnit (viz

obr. 18).
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obr. I8

Souctasné je z obr. 18 vidét, Ze kaZdé liché Cislo vétsi nez 1 je mo¥no vyjadfit
Jako rozdil dvou sousednich ésel étvercovych. Algebraicky:

2n — 1= n? — (n—1)*
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Souéet dvou po sobé jdoucich lichych &isel je délitelny étyfmi (viz obr. 19).

e S P O
R I e

* %

S oo I I

obr. 19

Zarovell je z obr. 19 vidét, ze &vercové éislo je bud tvaru 4k + 1 nebo 4k a
ze tyto dva typy étvercovych Cisel se pravidelné stiidaji. RovnéZ tato fakta se
algebraicky snadno proveii:

(2n— 1)+ (2n+1)=4n,

(2n)% = 4n?, (2n+ 1) =4 -(n?4n)+1.

Utvar, ktery se na predchozich obrazcich vidy pfipojil ke Etverci, aby opét
vznikl étverec, byl nazyvan gndmon. S jednim vyznamem tohoto slova jsme
se uz setkali (v 5. odstavci - u Anaximandra); podle Héréna z Alexandrie je
gnémon Eisto (nebo plosny obrazec), po jehoi piidani k jinédmu &islu (nebo
obrazei} vznikne éislo podobné {nebo obrazec podobny). Opét tu tedy hraje
vyznamnou toli pojem podobnosti.

f) Dalsi zajimavosti

Mizeme zkoumat i vznik kubického &isla:

14+ 7+19437T+ -+ @3 =3n+ D =n"

Dikaz této rovnosti lze provést indukel. MiZeme viak postupovat i geometricky
a uvddomit si, ze 3n? — 3n+ 1 je doplnék krychle (n — 1)* v krychli .

Pro kaideé prirozené éislo n plati rovnost
nP=n4+2- (1424 - +(n—1)],

kterou snadno dokazeme dpravou. Tuto rovnost viak miiZemne thned ,vidét”
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ze znazornéni ¢tvercového &isla (viz obr. 20 a}.

* @ ./
/././. ®
s f-2-3-4-"

vvvvvv

rovnost 1 + 24+ 34+ 4+54+44+34+24+1 = 25 zndzornovali symbolicky
schématemn, které je na obr. 20 b.

Rekové znali i tzv. dokonald cisla 6, 28, 496 {a snad 1 8 128). Piipomenme,
Ze ¢islo se nazyva dokonalé, je-li souctem viech svych délitell, které jsou moensi
nez ono samo (napf. 6 = 1 4+ 243, 28= 1424447+ 14 ). I dokonalost
¢isla je mozno znazornit pomoci figuralnich &isel (viz obr. 21).

(o]

P

™

olle o

® 9 olle o o

®lle olle o o

e @ ¢ ¢ o o
obr. 21

Dal3l dokonalé ¢isloe 33 550 336 nalezl az J. Miiller - Regiomontanus (1436-
1476). V Eukleidovych Zdkladech je dokazano ([20], kniha IX, véta 36), Ze kdyz
je 2% —1 prvoéislo (tzv. Mersennovo prvoéislo - podle francouzského matematika
M. Mersenna, ktery 7il v letech 1588~1648), potom je &slo 2¢=1 . (2F — 1) doko-
nalé. Dikaz tvrzeni je snadny; staci st uvédonnt, jak vypadaji délitelé tohoto
¢isla a sefist je. Uvedine pro zajimavost Servitiv pieklad zmingné Eukleidovy
véty; uvidime, ze neni jednoduché témto formulacim rozumsét.

KdyzZ jest ddno po fadé od jednotky nékolik fisel v paméru jedné ke dvéma,
aZ soucet vSech stane se &islem kmengm, [tj. prvoéislem] a kdy¥ se fen sou-
fet zndsobi cislem poslednim a vinikne jiné, vaniklé bude ¢isle dokonalé. ([20],

str. 154)
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Poznamenejme, e uvedenych p&t dokonalych Eisel odpovidd volbé k =
92,3.5,7,13. Dalsi tfi dokonala &isla nalezl L. Euler (1707-1783); navic roku
1747 dokazal, Ze kazdé sudé dokonalé Eislo md tvar uvedeny ve zminéné Eu-
kleidové véts. Dodnes nevime, zda je dokonalych &isel konetné nebo nekoneéne
mnoho. Dnes jich zname 32 (pro k = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107,
127, 521, 607, 1 279, 2 203, 2 281, 3 217, 4 253, 4 423, 9 689, 9 941, 11 213,
19 937, 21 701, 23 209, 44 497, 86 243, 132 049, 216 091, 756 839, 859 433; neni
vylougeno, #e jsou jiZ znima dalsi). RovnéZ nevime, zda viibec existuj{ licha
dokonala Cisla.

Pythagorejci pry znali i tzv. spfitelend cisla 220 a 284. Ctslo 220 je soudtem
viech délitelii &isla 284 a &islo 284 je souitem viech déliteld &isla 220 (mezi
délitele samozfejmé nepoditame &isla 220 a 284).

Problematikou figuralnich ¢isel se zabyvali napf. Nikomachos (kolem r. 100),
ktery napsal pojednani o pythagorejském uceni o éisiech, a lamblichos, rovnéz
autor nékolika pojednéni o pythagorejcich. Mnohotihelnikova cisla studoval |
Diofantos (3. stol.), jeden z poslednick vyznamnych matematikil antiky (viz
[16]). V jeho knize O mnohoihelnikovjch cislech najdeme nasledujici tvrze-
ni. Zvétsime-1i osmindsobek trojihelnikového &isla o jednicku, dostaneme gislo
ftvercové. Algebraické vyjadreni tohoto faktu je snadne;

i .
8-5-n(n-!—l)+l=(_2n+1)‘8

Platnost tvrzeni je vSak ihned patrna z obr. 22.

o--——® 8 6 —--0
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*—- " e o 8
chr. 22

V Eukleidovych Zdkladech ([20], kniba 1X, véta 35) je tvrzeni, které mizeme
algebraicky zapsat rovnosti

142428 4. 427 =27y,
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Neni vylouéeno, ie jde o vysledek pythagorejel ziskany pii praci s figurdlnimi
¢isly. Geometricky je totiz mozno tuto rovnost zndzornit postupnym zdvojna-
sobovanim &tverce & dvou étvercli (pro n = 6 viz obr. 23).
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obr. 23

Pékn4 partie o figuralnich &islech je v knihach [27], str. 205-209, a [84],
str. 35-44.

9. Pythagorejské trojice ¢isel

Pythagorejskou trojict rozgumitne trejici (z,y. z) pfirozenych éisel z, y, z, pro

ktera plati
w2yt =2

tato éisla jsou tedy délkami stran néjakého pravouhlého trojihelnika.

Nejznaméisi takovou trojici je trojice {3,4,5), kterou snad vyuZivali stafi
Egyptané ke konstrukel pravého Ghlu. V Mezopotdmii znali nékteré pythago-
rejské trojice jiz tisic let pied Pythagorem. Jestlize je trojice (x,y, z} pythago-
rejskd, je zfejmé i trojice (kx, ky, kz) pythagorejskd. Pri hledani vdech pytha-
gorejskych trojic se tedy miZeme omezit jen na tzv. zdkladni trojice, které
sestavaji z ¢isel nesoudéinych,

UvAdi se, ze Pythagoras a pozdéji Platon objevili obeend pravidla pro nale-
zeni nekterych pythagorejskych trojic.
Pythagoras:
9% +2p, 2p+ 1, 27+ 2p+1

Platon:
pP—1, 2p, P41

Prirozené &islo p v téchto vyrazech miZeme libovolné volif.
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Tato pravidia miiZeme snadno odvodit pomoct Etvercovych figuralnich éisel.

Uvédomme si, Ze problém nalezeni vsech pythagorejskych trojic miizeme pre-
formulovat takto (viz obr. 24): kdy je moZno pfetvofit vySrafovany gnémon na

..

3

e

Y-

M

ohr. 24
Uvazujme nejprve gnomon ,5itky“ 1 {viz obr. 25 a), tj. pfedpokladejme, Ze
z = z+ 1. Potom je gnoémon y° &slo liché a tedy i éislo y je liché, Pisme
y = 2p + 1, odtud y* = 4p% + 4p + 1. Abychom zfskali &islo 2, musime od
gnémonu y? odeéist 1 (pravy horni ,roh® &verce ) a vysledek délit dvéma.
Tedy z = 2p® + 2p a koneéné z = 2p% + 2p+ 1.

Z=% +1 2
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obr. 25 a, b

Uvazujme dale gndémon 8itky” 2 {viz obr. 25 b}, tj. pfedpoklddejme, 2e
z = z+2. Potom je gnémon y* Eislo sudé (souéet dvou po sohé jdoucich lich¥ch
&isel), t3. &islo y je sudé, y = 2p a y* = 4p*. Abychom ziskali éislo &, musine
od gnémonu odeéist 4 (pravy horni ,roh“) a délit étyfmi. Tedy ¢ = p* — 1 a
z=p?+ L

Ukazall jsme itedy, jakyin zplsobem bylo moino dospét pomoci étvercovych
¢isel k vyse uvedenym popisim pythagorejskych trojic.
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1G. Poméry, munéry, zlaty fez

Velkou pozornost vénovali Rekové pomériin: a Gmérdm. Je moZno se oprév-
néné domnivat, ze i zde hrala velkou roli podobnost geometrickych dtvari.
Jsou-1i nap¥. dva obdélniky o stranach a, b, resp. p, g podobné (pofadi stran je
uvedeno s ohledem na podobnost), je

a:b=p:q, resp. a:p=b:q.

Poméry dnes vét&inou zapisujeme pomoci zlomkl; Gméra, tj. rovnost dvou
poméril (zlorkil), znamend, e z jednoho zlomku dostaneme druhy pomoci kra-
ceni, rozdifovani, nebo obéma témito operacemi. Rovnost dvou pomnérl vsak
miizeme chipat i geometricky, napf. pomoc{ podobnosti obdélniki: jeden obdél-
nik dostaneme z druhého zmengenim, zvétdenirm nebo obéma témito operacemi.
UvaZujme napt, ameére 16 : 4 = 20 : 5 . Od pomeéru 16 : 4 piejdeme k poméru
4 : 1 zkriacenim éislem 4 a od poméru 4 : 1 k poméru 20 : 5 rozdifenim Cislem 5.
Pfi geometrickém chdpani pak miizeme hovorit o zmenseni obdélniku étyFikrat
a nasledném zvétdeni peikrat. Zmenseni i zvétSeni uvazujeme jen ,celoéiseind®.

Takovymio zpilisobem patrné staii Rekové s poméry a imérami pracovali.
V souhlasu s pivodnim pythagorejskym pohledern na ¢isla a veliciny byly zprvu
uvazovany jen poméry prirozenych &isel.

Zievné nebylo problémem zjistit, zda dva dané pomeéry jsou si rovny; rovnéz
bylo snadné pfevést potér @ : b na pomér 2 : ¢, resp. ¢ 2, kde ¢islo ¢ bylo
dano, a zjistit, pro jaké ¢islo ¢ to vitbec jde. Uzijeme-li dnesni terminologi,
feknemie, Ze tyto flohy bylo moine zvladnout pomoci rozdifovani a krdceni
zlomkii.

obr. 26

Zavazneéjsi otazkou viak bylo nalézt k danym &ishim «a, b takové &islo =,
aby bylo e : ¢ = r : b . Tuto dlohiu miZeme geometricky interpretovat ne-
kolika zpiisoby. Jako probiém o podobuych obdélnicich se spoleé¢nou stranou
{viz obr. 26), neba jako preblém o pfevedeni obdélnika o strandch a, b na
SJtovnoplochy™ étverec o strand r ; z vyde uvedené Gméry totiz vyplyva rov-
nost ab = % Geometricky zvlddnout takovouto tlohu neni ohtizné; v oboru
prirozenych ¢isel to viak vidy moind neni.
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Poznamenejme jesté, je se hledand veliéina z nazyva geomeiricky primér
velidin a, b, nékdy té% siFedni geomelrickd dmérnd; ¢asto se hovorilo o ,vloZeni®
velidiny = mezi dvé dané velidiny a, b .

Uméry tohoto typu fizce souviseji s Eukleidovymi vétami; u pravothlého
trojithelnika ABC s pfeponou AB dojdeme k obdobnym vztahiim. Vy&ka spus-
téna z vrchole C pa stranu AR rozdéli tento trojuhelnik na dva mensi, kterée
jsou oba podobné piivodnimu trojithelniku ABC. UZijeme-tt obvyklé oznaleni,
Je

cra=a:c,, c:bhmbicy, U =V IC.
"

Takto se ve skole obvykle Eukleidovy véty dokazuji.

Specialnim pfipadem fiméry a : b = p : ¢ je tzv. zlaly 7ez. Necht je ddna
isecka AB a na ni bod Z. Rekneme, ze bod Z déli f1iseCku v poméru zlatého
fezu, jestlife pro délky uvaZovanych Gseéek plati vatah AB : AZ = AZ . ZB .
Pomér délek celé nisecky a jeji vetsi édsti je tedy roven pomeéru délek jeji vetsi
a mensi £asti (viz obr. 27}

m_n-

b t
A X Z O-x

obr. 27
Oznagime-h délku dseéky AB pismenem a, délku jejiho vétsiho Oseku pismenem
z, Jde o iméru

a:z==z:{a—1x).

Uvedme nynf nékteré aspekty pojmu zlaty fez.
Od Gméry a : ¢ = z : (a — ) dojdeme snadno ke kvadratické rovnici

"
ar+r2 =a",

ktera ma jediny kladny kofen:

r=a.- Y271 L0618 a

2

Zlaty Fez tedy mizeme chépat i jako pomér 0,618 : 1 . Da se piibliiné vyjadrit

(dle poZadavku na pfesnost) nékterym z nasledujicich zlomki: 2, 508 182

34 B 13> 21 34
5 atd.
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Délka asetky AZ (viz obr. 27) je geometrickym primérem délek tsecek AB
a ZB. Obsah ¢tverce nad vétsi éasti AZ Gsefky AB je roven obsahu obdélnika
uréeného celou Gseckou AB a jeji mensf tast{ 78 {viz obr. 28).

a(a-x) /
X : a-x
A Z B
1
X
obr. 28

V tomto smyslu je zlaty ez prezentovan v Eukletdovych Zdkladech ([20], kni-
ha 11, véta 11):

Rozdél danou pFimku [Gseiku] tak, aby pravoidhelnik : celé a z jedné dsechy
rovnal se clverct usecky zbyvayici.
Se zlatym fezem se u Eukleida setkavAme i pozdéji (kntha VI, definice 3); zlaty
fez je tam jiZ zaveden pomoei poméri:

Pravime, fe piimka jest rozdélena pomérem krajnim a stiednim, kdyZ vélsi
isecka ma se k mendi jako celd k vétsi.

Eukleides pouZiva zlaty fez ke konstrukei pravidelného pétitihelnika ve &tvrté
knize Zdklada; ve tiindcté knize pak v souvislosti s pravidelnymi mnohostény,

D c

obr. 29

Hiedame-li zlaty fez, hledame vlastné obdélnik se zajimavou vlastnosti: se-
strojime-1 nad jeho vétsi stranou ctverec, ziskame obdélnik podobny (na obr. 29
jsou obdéiniky ABCD a BCEF podobné). Pridany €tverec zde hraje roli
gnomonui”, Neni obtizné st uvédomit, Ze viechny obdélniky s touto viastnosti
jsou podebné; tika se, ze délky jeiich stran jsou v pomeru zlatého fezu.
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Prisecik hlopFitek pravidelného pétithelnika déli tyto Ghlopricky pravé
v poméru zlatého Fezn (viz [20], kniha X111, véta 9). Dékaz tohoto faktu snadno
provedeme pomoci podobnosti trojihelniki.

Na obr. 30 je znazornén pravidelny pétidhelntk ABCDE. Uhloptitky AD a
CE se protinaji v bodé 5. Ziejmé je ABCS kosoctverec. Trojthelniky ABC
a ESD jsou podobné, proto je AC : AB = ED : ES. Protoie je AC = EC,
AB = CS = ED,je EC : CS = CS : ES. Bod S tedy déli tthlopficku CE
v pomeéru zlatého fezu.

0

A =}
obr. 30

Je pravdépodabné, Ze zdjem o zlaty fez velmi Gzce souvisel s tim. Ze pravi-
delny pétithelnik byl pro pythagorejce posvatnym symbolem. Velikyrm objevem
byla zFejmé konstrukce tohoto geometrického objektu, kterd se o zlaly fez opira.
Poviimnéme si, e pron = 3, n = 4, n = 6 je sestrojeni pravidelného n-ihelnika
banaini zaleFitosti; nalezeni konstrukce pro n = 5 bylo jisté pocitovano jake
veliky spéch geometrie a mysleni vibec. Konstrukei zlatého fezn provedeme
v odstavcl o geometrické algebre.

Zlatym fezem se zabyvalo mnoho matematiki. Ve starovéku to byli v dobé#
po Eukleidovi hlavné Hypsikles a Pappos, ¢ kterych jsme se v totnto clanku
jiz zminili; velky zajem o zlaty fez pak projevovali hlavne architekti v dobé
renesance. Clasto se uvadi, ze zlaty fez ,Jlahodi oku®, Ze vyhovuje estetickym
pozadavkiim a proto se ho uZiva pfi stanovent rozméri stavebnich prvka, rama,
desek apod.

Poznamenejme jesté, Ze samotny termin zlaty fez snad pochazi od Leonarda
da Vinei {1452-1519). F. Servit pouzil v pfekladu Eukleidovych Zikladi termin
.pomér krajni a stfedni®, J. Ulehla (1852-1933) ve svych Déjandch malemaliky
z roku 1901 hovoii o ,rozdéleni fsecky v poméru vnéidim a vnitinim®™.

V listopadu 1992 zaal vychazet Zasopis netradiéniho formitu (ohdélnik
o stranach 42 em a 26 em = 0,618 - 42 cm) nazvany Zlaly Tez. Casopis je
zaméien hlavné k architektufe a uméni, V nultém &iste z kvétna 1992 se pravi:

Zlalyf ¥ez je ndzev pro uréily eslelicky kdnon, poprvé stanoveny ve starovéku.
Je to olevieny nekonecny vziah, idedlni pomér dvou velikosti, jehoZ presnost
varistd tim vice, ¢im vice se k neexistujicimu konct pFiblizuje. Je v ném vyslo-
vena touha po dokonalé harmonu celku.
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Nézev byl zvolen i proto,

3e nds oslovuje univerzalila, kiid, jas a obdivuhodnd jednoduchost, které v so-
b¢ zlaty ez obsahuge,
Na obalce Zasopisu je naznafena konstrukce vedouci k rozdéieni jednoho z roz-
méri casopisu - useéky délky 26 cm - v poméru zlatého Fezu.

Na zavér tohoto odstavee se vrafme opét k pomériim a Uméram. Vedle
geomelrickych dmér « : b = p : ¢ vySetfovali Rekové 1 aritmetické uméry
a—bt = p-—q. Jednoduchou tilohou bylo nalézt k danym veli¢inam a, b velicinu
z, pro kterou je

a—zr=x—b;

snadno zjistime, Ze jde o arilmeticky primér veliéin a, b, t).

a+b
xro= .

2

M{izeme viak hledat 1 velicinu =, pro kterou je

[ S

r b’

bez problémil provéfime, Ze hledanou veli¢inou je harmonicky primeér velicin
a, b, ty.

1
x

= -

2ab
a+ b
Povéimnéme si, Ze je-li ¢ po Fadé aritmeticky, geometricky a harmonicky
primeér veliéin a < b, je pomér (@ — z) : (z — b) roven po radé poméru a:a ,
a:z, a: b,
() souvislostech aritmetického a harmonického primeéru s hudbou jsme se Jiz
zminovali v odstavei o pythagorejcich.

ZavaZnym a obtiznym problémem bylo tzv. vioZeni dvon veliin z, y mezi
dvé dané velié¢iny a < b, tj. nalezeni veliin «, y, pro které plati rovnost

a:r=x;y=y:b.

Jakym zphisobem se s timto problémem vyrovnal Archytas z Tarentu a dalsi
fefti matematici, uvidime pozdél.

11. Objev nesouméritelnosti

Pivodni pythagorejsky pchled na &isla a veli¢iny {,,vée® jsou pfirozena lisla
a jejich pomeéry) je velice blizky pohledu nadaného ditéte, které pochopi, Ze
(pfirozend) ,&sla zadinaji, ale nekonéi“ a diky fadé reilnych situaci ziska po-
meérné presny pohled na kladna racionalni tisla. K iracionalnim &istdm vsak dité
samo nedojde; jejich existence je mu nastinéna ve skole. Patrné vidy je pfedve-
den znamy dikaz, Ze /2 neni racionalni ¢islo; piesn&ji by mélo byt vysvétleno,
ze v oboru ractondlnich &isel nelze ¢isio 2 odmocenit.
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Pripomefime Givahu, kterd se ve Skole provadi. Pfedpokladame, Ze V2 je
racionalni éfslo vyjadfené zlomkem ve zkraceném tvaru, tj. podilem dvou ne-
soudé&inych &isel p a ¢:

va="
q

Jednoduchou Gpravou dojdeme k rovnosti 2¢% = p?. Cislo p tedy musi byt sudé,
tj. p = 2r. Po dosazeni a zkricen{ ziskdme rovnost ¢% = 2r?, ze které vyplyva,

e 1 ¢ je sudé. Dosli jsme ke sporu s predpokladem nesoudéinosti &isel p a q.

7 tohoto ditkazu se viak vytratila piivodni geometrickd myslenka. Pokusme
se navratit k pivodnimu pythagorejskému pohledu na tento problém a vylozit
vyznam pojmu nesouméiilelnost.

Necht a, b jsou dvé lsecky. Spelefnou mirou téchto dvou Gseéek nazveme
takovou Gsezku m, jejimiZ nasobky jsou obé Gselky, tj. a =p-m a b=g-m.
 Pythagorejci se plivodné domnivali, Ze kaidé dvé nisefky maji spoleénou

miru, Zze jsou tedy souméFitelné. Odtud by vyplyvalo, Ze jsou soumnéfitelné 1
kazdé tii asecky a obecné kaZdy konefny pofet liseek.

Pivodni idea o souméFitelnosti tiseéek je snad obdobon .soumétitelnost®
libovolnych dvou piirozenych &isel. Kazda dvé piirozena &isla jsou toliZ néja-
kymi ndsobky jednotky. Navic, jejich nejvétsi spolecny délitel je jejich nejvetst
moinou ,mirou”: obé &sla jsou nasobky svého nejvétsiho spoleéneho délite-
le a 7adného vétsiho &sla. Proto snad byla zcela pFirozenou pfedstava, Ze ke
kazdym dvéma tise¢kdm a, b existuje ,mérnd" Osecka m, jejimiz celoéiselnymi
nasobky jsou tsecky a, b a zddnd vétdi ,mérnd” fisetka téchic nseéek a, b ui
neexistiuje.

Uka#me nyni, e strana a Ghlopficka ¢tverce souméfitelné nejsou. Budeme
do jisté miry modifikovat predchozi ditkaz faktu, Ze V2 neni &islo racionalni.

Predpokladeime, ze isecka m je spoleénou mirou strany i Uhlopficky étverce
a 7e tato Gsecka m je zvolena co nejvétdi. Strana ftverce ma tedy velikost a
jednotek a tihlopficka étverce u jednotek uréenych Gsetkou m. Cisla @ a u jsou
nesoudéina. Pokud by bylo ¢ = k -a’ a u =k -u', kde k > 1 , byla by i Gsecka
k - ra spoleénou mirou strany a Ghlopfitky ttverce a to je ve sporu s volbou
isecky 1. _

Podle Pythagorovy véty je u? = 2a? - a dél béii ditkaz stejné jako difve. Ze
sporu vyplyva, Ze neexistuje fisecka m, jejimiz celymi nasobky by byly strana
1 hlopticka Ctverce.

Pokusme se vak jestd o jednu modifikaci, kterd snad bude znamenat dalsi
piiblizenf k fivaham starych Reki. Pfedpokladejme, Ze strana, resp. {hlopfitka
Etverce méfl a, resp. u jednotek a Ze tato &isla nejsou obé sud {jinak bychom
mohli volit dvojndsobnou jednotku). Podle Pythagorovy véty je

u2:02+a2‘
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Cislo u? je (jako souget dvou stejnych &isel) sudé, proto je sudé i ¢islo u . Celym
poétem jednotkovych ftisetek je tedy moZno ,zméfit“ i polovinu Gthlopricky {viz
obr. 31}.

obr. 31
Podle Pythagorovy véty je

tj. i a® a tedy i a je sudé &fslo, co je ve sporu s pfedpokladem.

Uzijme k diikazu nesouméritelnosti strany a tihlopficky Ctverce jeSté étver-
cova figuralni ésla a ukaZme souvislost s pythagorejskymi trojicemi éisel.

Predpokladejme, Ze strana &tverce ,meéfi” a Jednotek a Ghlopficka u jednotek
a e tato jednotka je zvolena co nejvétsi. Proto nemchou byt ¢isla a. u soucasné
sudd. Protoie je a®+ a? = u?, je (a, a, u) pythagorejska trojice éisel. Znazorné-
me predchozi rovnest symbolicky pomoci ¢tvercovych éisel (viz obr. 32).

u

A
! AN

a a .

/ \ / \ |
I T SOV -

 a - )

e ® @ e ® !

s & e & e @ I

i

chr. 32

Cislo u? je sudé (jako soucet dvou stejnych &sel), tedy i u je sudé. Proto je
mozno étvercové &islo u? ,roziiznout svislym fezem® na dvé stejna obdélnikova
¢isla, kterd obé ,reprezentuji* ¢fslo a? {viz obr. 32). Oba tyto obdéiniky vSak
maji ,svislou® stranu délky u, &islo u je sudé, takze kazdé z téchto oddélniko-
vych éisel je mozno ,rozfiznout vodorovnym fezem™ na dvé stejna éisla. Proto
je &islo a? sudé, tedy i &islo a je sudé a to je ve sporu s pfedpokiadem,
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Uvedme jeité jeden argument, ktery posiluje piesvédéeni, Ze se pythagorejct
museli otdzkou souméFitelnosti strany a Ghlopfitky étverce zabyvat.

Vime, #e hledali tzv. pythagorejské trojice &isel a dobfe znali jejich souvis-
lost s Pythagorovou vtou. Podle pivedniho pythagorejského pohledu na &isla
a velitiny by mél mit ka#dy trojihelnik souméfitelné viechny tfl strany a tedy
kazdy pravoahly trojihelnik by mél odpovidat nejaké pythagorejské trojici ¢i-
sel. Pfirozenou otazkou tedy muselo byt hledan{ té pythagorejské trojice, kterd
odpovidé rovnoramennym pravothlym trojdheinikim (vSechny jsou podobné).

V predchozich dikazech nesouméfitelnosti strany a Ghlopficky Ctverce jsrme
vidy uzili Pythagorovu vétu. NékteFi badatelé se domnivayi, Ze k objevu nesou-
méFitelnosti usetek dospeli feéti matematici nZitim podobnosti geomettickych
atvari. Uvad&ji, e byla nejprve objevena nesouméfitelnost strany a Ohlopficky
pravidelného pétidhelnika.

Uvasujme pravidelny pétittheinik ABCDE (viz obr. 30). Piedpokladejme,
je strana a fihlopiiéka tohoto pétidhelnika jsou souméfitelné, tj. isecka AB ie
a-nisobkem a fisecka C'FE je u-nasobkem vhodné zvolené fsetky m. Necht je
tato Gisetka m zvolena co nejvétél; pfirozena &isla a a u tedy nejsou obé suda.
Vime jiZ, Ze plati rovnost

u:a=a:{u—a).

Nyni mohou nastat tfi pfipady:

a) &isla a, u jsou obé lichd a tedy &islo u —~ a Je sudé,

b} &islo a je sudé a &islo u je liché, tedy &islo u —a je liché,

¢) &slo a je liché a &islo u je sudé, tedy cislo u —a je liché,

V 34dném z téchto piipadi véak nemiZe vySe uvedend rovnost platit. Strana
a Ghlopfi¢ka pravidelného pétithelnika jsou tedy nesouméritelné,

Obdobnou tvahu, dokonce o néco jednodudsi, nizeme provést 1 pro ctverec.

D g C a E

obr. 33

Uvaujme &tverec ABCD; na piimce DC necht je dan bod E takovy, e
CD = CE (viz obr. 33). Pfedpokladejme, Ze strana a thlopficka ctverce jsou
soumdfitelns, tj. existuje isecka m takova, Ze strana AB je a-ndsobkem a Ghlo-
pfitka AC u-nasobkem tsefky m. Piedpokladejme dale, Ze Je iisecka m zvolena
co nejvetsi, tj. éisla @ a u nejson ohé suda.
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-

Z podobnosti trojthelniki ABC a DBE vyplyva nasledujici rovnost:

a . u =u: 2g.

Nyni mohou nastat t¥i pFipady:

a) ¢isla a a u jsou licha,

b) Cislo a je sudé a éislo u je liché,

¢} éislo a je liché a ¢islo u je sudé.

V Fadném pFipad@ viak uvedend rovnost platit nemiZe. A to Je spor, ktery
jsme potiebovall.

K ohjevu nesouméiitelnosti fisetek tedy vedla bud Pythagorova véta nebo
podobnost. Oba tyto poznatky jsou v 6. stol. pf. Kr. v Recku prokazatelné do-
bfe znamé a uzivané. Rovnéi problematika &tvercovyceh {isel, pythagorejskych
trojic, €1 pomdrk a Gmér, sudych a lichych &isel byla v centru pozornosti teh-
dej$ich matematikd a je pravdépodobné, Ze byla pfi objevu nesouméfitelnosti
a pri Jejim hlubsim pochopeni uzita.

Neni podstatné, zda byla dFive objevena nesouméfitelnost strany a ihlopfic-
ky Ctverce ¢i pétinthelnika. Je moino se opravnéné domnivat, Ze mezi témito
dvéma objevy nehyl prakticky zadny éasovy rozdil. Byla-li nesouméfitelnost
fiseéek objevena u nékterého geometrického objektu, jisté bylo pfirozenou otéz-
kou zjistit, u jakych dalsich objektii tento jev nastava.

Je pravdépodobné, ze pfi Gvahdch o nesouméfitelnosti hraly uréitou roli 1
nméry a maternaticky popis tond. '

Zcela pFirozenym problémem je totiz hledani stfedni geometrické Gmérné
éisel 1 a 2 - zakladnich kameni viech (pfirozenych) Eisel a viech sudych &isel,
tj. hledani veli¢iny z, pro kterou je I : 2 = 2 : 2 . Vime, Ze feScnim je & = V2.

Vidali jsme, ze k danému tonu ziskdme oktivu tak, Ze ,vezmeme kvartu
z kvinty“ nebo kvintu z kvarty"; plati totiZ rovnost % = % % . Marné vsak
hledame ton, ktery by s danym ténem ladil a ktery by byl uréen pomérem p: g,
jeho? ,dvojim aplikovanim® bychom ziskali oktdvu; rovnost + = f’:u E je totiz

ekvivalentni se vztahem ¢? = 2p*.
Odkazujeme étenafe na zajimavé partie v knizkach [72], str. 85-89, a [84],
str. 41-44.

12. Prvni krize matematiky

Objev nesouméfitelnostt aseéek byl pro pythagorejce patrné velkym pre-
kvapenim. Ukazalo se, Ze svét geometrickych veliéin (reprezentovanych délka-
mi Giseéek) je bohat&f neZ svét Esel (pFirozenych a kladnych racionalnich). Je
moiné, ze tento objev nejprve tajili. Legendy o smrti Hippase z Metapontu
(5. stol. pF. Kr.)}, ktery byl za prozrazeni objevu nesouméFfitelnosti bohy potre-
stan, by tomu nasvédéovaly. Pravdépodobnéjsl je, ze tajili i jiné své vysledky,
jak se také ¢asto uvadélo. Udiv byl viak mozna provézen uréitym zdéSenim.
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Uvedme na tomto misté jeden citat z Aristotela:

Viichni lotiZ, jak jsme Fekli, zacinaji tim, Ze se divi, jestliZe sc véc skulecne
md tak a lak ... af se to tgkd obratd slunce anebo nezmé¥ilelnostt ihlopiicky;
nebof kaidému se zdd podivné, Fe by se néco nedalo méril mérnou jednotkon.
Ale nakonec se podle p¥islovi viechno obrdti v opak a k lepsimu; a tak je tomu 1
tu, kdy# se spravné poucil. Vidyf znalec geometrie niemu by se lak nepodivil,
nes kdyby se dhlopFicka étverce dala zméFil stranami. ([1], str. 39, 983a)

Zjisténi, ze nékteré usetky nemaji spole¢nou miru, zpiisobilo zhrouceni pi-
vodn{ pythagorejské predstavy o vzijemném vztahu Eisel a geometrickych ve-
lizin. Casto se uvadi, 7e doflo k tzv. prvn{ krizi matematiky (francouzsky ma-
tematik a historik matematiky P. Tannery, ktery Zil v letech 1843-1904). Byly
totiz postizeny zdklady prakticky celé tehdej$i matematiky.

(Druhou krizi matematiky zpiisobilo p¥ilid benevolentni zachézeni s neko-
neéné mal¥mi veliéinami a s nekonetnem vibec; tato krize byla pfekonana
v 19. stolet{ postupnym zpfeshovanim zdklad matematické analyzy (tzv. arit-
metizace analyzy). Treti krize matematiky byla zpiisobena objevem antinomii
teorie mnoZin na pielomu 19. a 20. stoleti; ¢asteéné byla pfekondna ptisnéjsimi
pozadavky na budovani axiomatickych teorii, do jisté miry vSak trva dodues.)

Pro nescumétitelnost méla feétina tfi vyrazy: asymeiron (neexistuje spoledna
mira), ereton (nelze vyjadiit v celych &slech), alogon {neda se vyjadrit logem,
tj. pomérem; siovo logos viak mélo Fadu dalich vyznami}. Latinsky je pomer
ralio, odtud iracionalita, iracionalni &islo.

Objev nesouméfitelnosti fisefek byl pro matematiku obrovskou inspiraci.
Zataly byt studovény tzv. iracionalily, tj. velifiny, které nebyly souméfitelné
s danou zdkladn{ veli¢inou, jednotkovou Gsefkou. Jiz v 5. stol. pf. Kr. ukazal
Theodéros z Kyrény, snad zak Pythagora, Ze odmocniny z &isel 3,5, -+, 17, kte-
r4 nejsou ftvercova, nejsou raciondlni. S podebnym vysledkem pfidel Archytas
(4287-365); tvrdil, Ze druhd odmocnina z obdélnikovych &isel tvaru ni{n + 1)
neni racionalni. Theaitétos (4147-369), zdk Theoddra, se iracionalitami zaby-
val podrobnéii. Provedl jejich klasifikaci, tj. vymezil nékteré jejich typy. Jeho
vysledky se pozdéji objevily v desaté knize Eukleidovych Zdkiadi.

Jin¥m smérem se vydal BEudoxos (4087-3557), zak Archyta, matematik a
astronom, autor tzv. exhaustivni melody (viz X1, kniha Evkleidovych Zdkladi)
a snad prvni matematické teorie pohybu planet. Vypracoval napaditou teorn
proporei, kterd jakymsi zpiisobem ,suplovala® teorii redlngch ¢isel; Eudoxovy
pozoruhodné myslenky pfedjimaly teorii fezii némeckého matematika R. De-
dekinda (1831-1916). Teprve po rozpracovani Eudoxovy teorie proporci byle
moZno rozumné pracovat se ,spojitymi® velicinami, vysetiovat v plné obhecnosti
podobnost geometrickych atvard atd.

Eudoxova teorie proporei je zpracovana v paté knize Eukleidovych Zdkladd,
jeji aplikace jsou v knize Sesté.

[racionalitami ani teorii proporci se v tomto &lanku podrobné zabyvat ne-
budeme. V&td pozornost budeme vénovat rozvoji fecké geomelrické algebry,
ktera {spolu s teorii proporci) znamenala vychodisko z krize zpilisobené objevem
nesoumeéfitelnosti isecek.
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13. Reckd geometricka algebra

Hlavnim vychodiskem z krize se stala tzv. Feckd geometricka algebra. Zna-
menala pfechod od aritmetického chapani veli¢in ke geometrickému. VeliCiny
pfestaly byt vnimény jako pfirozena & racionalni éisla (poméry pfirozenych &i-
sel). Zagaly byt chdpany jako détky, obsahy a objemy. Za svét velifin byl prijat
svét velicin geometrickjych. Pfitom nékteré tyto veliéiny nebylo moZno vyjad-
fit &isly (pfirozenymi a kladnymi racionélnimi, tj. poméry &isel pFirozenych);
zaviselo samoziejmé na volbé délky jednotkové Gsecky. Je-li zvolena, je mozno
pomoci pFirozenych a raciondlnich éisel ,zméfit” jen nékteré selky.

Souéast{ tohoto pristupu byl i tzv. zdkon komogenily: séitat (a odéitat) bylo
moZno jen veliéiny stejného ,rozméru® - déltky s délkami, obsahy s obsahy,
objemy s objemy; souéinem délky s délkou byl obsah, sou¢inem obsahu s délkou
byl objemn apod.

Pomoci geometrické algebry je mozno vyjadiit fadu matematickych vztahi,
na které dnes nahlizime ryze algebraicky. V souvislesti s Pythagorovou vétou
jsme jiz videli geometrické vyjadreni vzorce

(a+5)° = a® +2ab+ 87 .
Podobnym zpfsobem je mozno vyjadfit 1 vzorec

(a—b)% = a% ~ 2ab + b° .

K b D a _C
%
b £ F M
b Aa-bB
obr. 34

Jednoduse miZeme ,zviditelnit™ 1 rovnost
a’ b = (a+b)-{a—b);

na obr. 34 je tfeba pretvofit gnémon ABCDEF o obsahu a? — b? v obdélnik
KLMC o obsahu (a + b){a — b): pfeneseme jen obdélntk ABMF na misto
KLED.

Geometricky miZeme znazornit napf. 1 vzorce

(a+8)° =a®+ 322+ 3ab’ + 5%, (a—b)® =a®— 3a’b+ 3ab® - %,

Pro jejich ztvarnéni existuji pomucky - stavebnicové modely.
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Poznamenejme, ze v Bukleidovych Zdkladech je Fada vét (napf. zacétek dru-
hé knihy), které reprezentuji charakter fecké geometrické algebry; pfelozime-h
je do algebraické fedi, dostaneme jednoduché identity &i jiné matematické vy-
sledky, které dobfe znime, ale jejich moZny geometricky vyznam si vétSinou
viibec neuvédomujeme.

Nyni si ukaime, jak je moino pomoci fecké geometrické algebry fesit tlohy,
které dnes zapisujeme a feSime algebraicky, UvaZujme nésledujici typy algeb-
raickych rovnic:

a) ax = b?

b) z? =ab,

¢} ax — 2 = b

d) ez + 2% =b%,

e) £~ ax =b%.

Nejprve si uvdomme, e ve viech rovnicich je zachovan zdkon homogenity.
PovEimnéme si i toho, ze uvedenymi typy kvadratickych rovnic jsou z tehdey-
§tho pohledu reprezentovany viechny kvadratické rovnice. Rekové totiz neznali
z4pornd Eisla; veliéiny @, b a x zde predstavuji kiadné veli¢iny - délky usetek.

a) Linearni rovnice az = b? predstavuje tuto geometrickou tlohu: hledame ob-
délnik s jednou stranou g, jehoZ obsah je roven obsahu daného étverce o strané
b. PopiSeme geometrické ,feseni® (viz obr. 35). K lselce AS = a ,pfilozime"
ftverec SBCD o strané b a veznikly obrazek doplnime zfejmym zpilisobem na
obdélnik CEF H:

D C £ 3 C

4 g

b ~1b

| Y o s
b

B A b

Ll

hE!
G

olr. 35

Uhloptitka EH piii obdélnik CEF H | aleiobdélniky ASDE a GHBS. Proto je
obsah obdélnika FGS A roven obsahu étverce SBC'D atedy SG = x . Hiedanou
Gsefku z jsme tedy sestrojili. Poznamenejme, Ze Gplné stejné by se fesiia®
rovnice ax = bc .

Daes bychom tuto Glohu geometricky Fesili nejspise pouzitim Eukleidovy
véty o odvésne.
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Ve 43. roéniku Matematické olympiddy ($kolni rok 1993/1994) byl zadén
pfiklad, ktery je mozno fedit obdobnym zpiisobem - mirnou modifikaci obr. 35
(piiklad Z 8, 9-1-2; podobné pifklady Z 7-1-2 a Z 6-1-3).

Predstav st, Ze na papire je nargsovdn trojihelnik a usecka. Napis posiup,
jak se z toholo trojihelnika dd narysoval rovnoramenny trojihelnik se stejnym
obsahem a s jednou stranou shodnou s denou dseckou. Postup se must hodit na
kazdy {rojihelnik a na kaZdou dsecku.

Rozmyslete si, jak tuto Glohu FeSit s vyuZitim ideji fecké geometrické algebry.

b) Rovnice z? = ab reprezentuje tuto geometrickou tlohu: najdéte Ztverec,
ktery ma stejny cbsah jako dany obdélnik. Hledani tsecka z se sestroji jako
odvésna pravothlého trojthelnika s pfeponou -%é a druhou odvésnon 234, Jak
na to piijdeme? Uvazujme obdélnik ABCD se stranami a, b a étverec BEFC
o strané b {viz obr. 36).

obr. 36

Necht S je stfed Gsetky DF a GHFS ctverec o strané %’12 Obdélniky AKSD
a HFCL jsou shodné, jejich strany jsou 5%9 a b . Pfeneseme-li obdéinik AKSD
na misto H FCL, zjistime, %e obsah vysrafovaného gnémonu je roven cbsahu
obdéintku ABC D, tj. ab. Civerec GHFS o obsahu (—‘3-%‘—:')2 Je tedy rozdélen na

. - b2 . p
é¢tverec GLBK o obsahu (“25) a gndémon o ohsahu z? = ab ; proto plati

a-—b
2

@+ b
2

2 2
2
(=) =(——) +27.
Pomoci Pythagorovy véty tedy miZeme sestrojit fisecku x a vyfesit tak tlohu
o pfevedeni obdélnika na ¢tverec.
Pokud bychom dnes méli itlohu fedit geometricky, uzilt bychom patrné né-
kterou z Eukleidovych vét.
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¢) Kvadratickou rovnici az — 22 = b kde b < %, geometricky ,fedime® takio
(viz obr. 37): '

a
2

: AN

A e S X B

obr. 37

Narysujeme fsectku AB = a, rozpilime ji, v pilicim bodé S sestrojime kolmici
a naneseme na ni Gseéku SM = b . Sestrojime kruZnici se stfedem v bodé M
o poloméru £ . Jeden jeji pritseéik s Gisetkou AB oznalime X . Usecka BX je
_kofenem* dané rovnice. Poznamenejme, e podminka b < § zaruéuje existenci
bodu X: uvidomme si, 7e jde o nezdpornost diskriminantu uvaiované rovnice.

Postup, ktery jsme pravé popsali, je edvozen z nasledujici iivahy {viz obr. 38):

A F B A !IIi%Z%j

obr. 38

Vyraz az — z? znazornime jako rozdil obdélnika se stranami A = a, BU =z
a étverce BOEF o strané x . Uvaiujme &tverec CKGH, kde K je stied asecky
DC. Obdéiniky ASK D a HCEL jsou shodné. Obsah vyirafovaného gnomonu
je proto roven obsahu obdélnika AFED, 1j. ez — 2?2, Ctverec GHCK o obsahu
(£)? je rozdélen na &ttverec GLFS o obsahu (5 — z)? a gnémon o obsahu
ar — 2 = b% | tedy

Gy = (5o +¥.

Touto rovnosti a Pythagorovou vitou se zdiivodiiuje vyse uvedena konstrukce.
Poznamenejme, 7e druhym ,kofenem" rovnice az — r? = b% je setka AX {viz
obr. 37).

Ulohu bychom dnes geometricky Fedili nzitim Eukleidovy véty o visce; stadi
rovnici pfepsat do tvaru (@ —x) -z = b |
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d) Kvadratickou rovnici az + 2% = b* geometricky ,fesime” takto {viz obr. 39).

A _% s 4 B

obr. 39

Narysujeme Gsecku AB = @, rozpilime ji, v palicim bodé S vztycime kolmici a
naneseme na ni Gsecku SM = b . Sestrojime kruznici o stiedu B, kterd prochazi
bodem S jejf priiseéik s Gseckou M B oznaéime X. Usetka M X je ,kofenem®
uvazované rovnice. {Druhy ,kofen® je zdporny, jeho absolutni hodnota je vy-
jadfena délkou AB+ M X.) Popsany postup je odvozen z nastedujici avahy (viz
obr. 40).

C FoD K c __F

A %

m

m
I
W

L

(o))
—
X

obr. 40

Vyraz ax+2z? je znazornén jako soulet obdélnika se stranami AB =aa BU = =
a étverce BEFC o strané z . Uvazujme Stverec GHF K| kde K je stfed fGselky
CD. Obdélniky ASK D a H EBL jsou shodné. Obsah vysrafovaného gnomonu
je proto roven obsahu obdélniku AEF D, tedy az+xz*. Ctverec GH F K o obsahu
(% + )% je rozdélen na &tverec GLBS o obsahu ($)* a gnémon o obsahu
ar + 22 = b | tedy
a 2 azl
Grn) =) +o

Touto rovnosti a Pythagorovou vétou se odiivodinge vyse uvedena konstrukce.



Ulohu bychom dnes geometricky Fesili ufitim Eukleidovy véty o visce, staéi
rovnici pfepsat do tvaru {(a@ + ) - z = b7 a trochu zapfemyslet (viz obr. 41).

P
b
B X
a S g
A 2 2

obr. 41

Geometrickym fivaham, kterymi jsme v pfedchozich tfech p¥ipadech zdd-
vodiiovali konstrukce, se Fika pitkidddni ploch. V pFipadé ¢) jde o tzv. eliptické,
v piipadé d) o tzv. hyperbolické pfikladani ploch. Slovo elleipsis, resp. Ayper-
bolé znamenalo nedostatek, resp. pfebytek. Obsah b ma totiZ vii¢i obsahu ar
v pfipadé c) nedostatek z® a v pfipadé d) pfebytek r?. V pripadé a), kdy je
ar = b?, nedochdzi ani k nedostatku ani k pfebytku; hovofime o parabolic-
kém pFiklddani ploch - slovo parabelé znamenalo ,pfiloZeni®. Poviimnéme si,
¥e nahradime-li v rovaicich ¢}, d), a} pismeno b pismenem y, dostaneme rovnice
elipsy, hyperboly a paraboly. Prvni tvahy, které dzce s kuZeloseckami souviseji,
provadél Menaechmeos (4. stol. pf. Kr.); bude o tom fe¢ v daldim textu.

Vyse uvedené tivahy jsou zalofeny jen na Pythagorové vété, ackoliv by jed-
noduseji vedia k cili néktera z vét Eukleidovych. Je z toho moino usuzovat, ze
tyto Gvahy byly providény jesté pfed objevem Eukleidovych vér?

a
X 2 N
a
X 2
M\ X vd s
el
d
obr, 42
Jako piiklad uvedeme konstrukei zlatého fezu. Jde o geometrické ,Fefent®
rovnice ax + 22 = a?, tj. rovnice typu d). Méjme tedy fsetku MS = a .

Na kolmici vztyéenou v krajnim bodé S Gsecky M S (viz obr. 42} naneseme
polovinu (seky M S a ziskame tak bod B. Sestrojime kruznici o stfedu B, ktera
prochizi bodem S jeji priiseéik s Gsedkou BM oznatime X. Dale sestrojime
kruZnici o stfedu M, kterd prochazi bodem X; jeji prisecik s (seckou MS
oznatime Z. Ten déli isecku M S v poméru zlatého fezu. Srovnejte obr. 3§ a
42!
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Umime-h rozdélit tisecku v poméru zlatého Fezu, umime sestrojit pravidelny
pétifthelnik. Podiveime se na obr. 30. Ma-li byt dand dsecka EC ihlopfickou
pravidelného pétitithelnika, rozdélime ji v pomeéru zlatého fezu, ziskdme bod S
a délku strany pétithelnika. Nyn{ uz snadno sestrojime body A, B, D.

¢) Podivejme se jesté na rovnict z? — az = b* (viz obr. 43).

obr. 43
Narysujme usecku AB = a . V jejim stfedu S vaty¢ime kolmici SM, kde
SM = b. Sestrojime kruZnici o stiedu B, kterd prochazi bodern S| jeji priisecik
s opafnou polopfimkou k polopfimee BM oznacime X. Usetka M X je hleda-
nym ,korenem“ uvaiované rovnice. Popsany postup je cdvozen z nasledujici
tivahy (viz obr. 44}):

cbr. 44

Vyraz #2 — az je znazornén jako rozdil étverce AFED o strané z a obdélnika
ABCTD o stranach a a z. Uvaiujme ¢tverec ESGH, kde S je stfed (isecky
DC: dopliime jedté Gseéku KN rovnobéinou s Gseckou SE tak, aby FN = a.
Obdélniky BFHM a LCSK jsou shodné. Obsah vysrafovaného gndmonu je
proto roven obsahu obdéinika BFEC, tj. z* — az. Ctverec ESGH o obsahu
(¢ — 2)? je rozdélen na ¢tverec GMLK o obsahu () a gnomon o obsahu

z? —ax = b°, tedy

a.? a. 2 2
(.‘E——2-) z(-—2~) + b7,

Tim je zdltvodnéna vyse uvedena konstrukce.
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14. Popis viech pythagorejskych trojic

Vrafme se viak jesté jedndu k problematice pythagorejskych trojic. Vyuzijme
k jejich nalezeni ideje geometrické algebry. Hledejme tedy nesoudéiné pfirozena
{isla @, y, z, pro kterd je

x4y = P
Predstavme si opét 22 jako &tvercové &islo, které je , &asti* &tvercového Cisla
2%, a &islo y? jako gnémon, ktery étvercové &islo z? dopliuje na &tvercové éfslo
z* (viz obr. 45).

K Z N X C C
Z-X 7
7 %
{. M E
1 Z
X b4
e @
e ®
A 8
obr. 45

Pienesme obdéinik ABC D na miste K LM N. Gnomon se pretvofill” v obdél-
nik K LED ostranidch z+2 a z—x. Toto ebdélntkové ¢islo je mozno pFerovnat®
do ¢tvercového Cisla pravé tehdy, kdyz Cisla 2 + # a 2 — 2 maji tvar

742 =s-a, z—z =5 b%
Odtud
— a® + b* _ a? — b2 o ;
z = 5 , r=35 5 y=s-ab.

Je tfeba pamatovat na to, Ze pracujeme s pFirozenynmi ¢isly a ze hleddme
zakladni pythagorejské trojice. Predpokladejme tedy, ze jsou lisla a, b nesou-
délna. Je-li jedno z nich sudé a druhé liché, volime s = 2 . Jsou-lt obé licha,
volime s = 1 . Tim je popis vech pythagorejskych trojic dokonéen.

Jiny zpiisob nalezeni popisu viech pythagorejskych trojic najdeme v knize
[84], str. 38-39.



71

15. Proslulé matematické problémy starovéku

TFemi prosiulymi matematickymi problémy starovéku jsou minény tyto 1lo-
hy:

a) kvadratura kruhu (lat. quadreture circuls),
b) zdvojent krychle (lat. duplicatio cubi),
¢} trisekce Ghtu {lat. trisectio angult).

Kvadraturou kruhu rozumime nalezeni ¢tverce (pfesnéji strany tohoto Etver-
ce}, kter§ ma stejny obsah jako dany kruh. Obecngji miizeme hovofit o kva-
dratuie kruhové vysefe nebo Gseée, o kvadratufe elipsy ¢ jakéhokoli plosného
itvaru ohranifeného 1 kiivymi ¢arami.

Zdvojenim krychle rozumime nalezeni krychle (pFesnéji hrany této krychle),
jejiz objem je roven dvojnasobku objemu dané krychle. Nékdy se hovofi o du-
plikaci nebo téz o reduplikaci krychle.

Trisekei (hlu rozunime rozdéleni daného ihlu na tfi stejné €asti, tj. nalezeni
ithlu, jehok trojnisobkem, je dany uhel.

Vyraz ,kvadratura kruhu® se stal okfidlenym réenim, symbolem neresitelné
& obtizné feditelné filohy a je v tomto smyslu velmi ¢asto uZivan i v dennim
tisku (MFD 8. 11. 1993: Kvadrature krubu polské privatizace, MFD 1¢. 1, 1994:
Kryéerove kvadratura kruhy apod.). Kdyby se ckildlenym vyrazem stala tr-
sekce, mohli bychom se tfeba dodist, ze déleni majetku CSFR mezi Ceskou
a Slovenskou republiku v pomérn 2 : 1 je trisekei Ghlu. S trisekei je proste
probiém; existuji monokiny, bikiny, ale neexistuji trikiny, a¢ by vlastné mely
byt. '

S tlohou o zdvajeni krychle je spjata legenda, jejiz jednu verzi zde uvedeme.

Na ostrové Délas vypukla epidemie moru, obyvatelé umirali. Vypravili proto
poselstvo do delfské véstirny s dilezitym poslaninm: zjistit, jakym zplscbem
si naklonit bohy, aby mor pominul. Pythie odpovédéla, Ze je tfeba zdvojit
oltdf boha Apolléna, ktery mél tvar krychle a byl ze zlata. Byla tedy odlita
druh4 zlata krychle, stejné velkd, a postavena na krychli prvni. Mor v3ak trval,
Poselstvo se opét vydalo do delfské véstirny. Dozvédéli se, Ze je tieba navic
zachovat tvar oltafe. Tuto Glohu viak na ostrové Délos fesit neuméll. Obratil:
se s prosbou o pomoc na Platéna. Ten jim vsak pravil: ,Bohové se na vas
hnévaji, nebot se malo vénujete geometri,®

V duchu této legendy se o zdvojeni krychle hovofi jako o délském problému €1
délske dloze. Jednu z verzi legendy podava Entokios formou dopisu Eratosthena
Ptolemaiovi v komentaii k Archimédovu pojedndni O kouli a vdlei. Informuje
1 0 feSenich, které podali Archimédes, Menaechmos a Eratosthenés.

Casto jsou jako proslulé {ilohy starovéké matematiky uvadény jesté tyto dva
problémy:
d) rektifikace kruznice,
e} konstrukce pravidelnych n-thelniki.

Rektifikaci kruznice rozumime nalezeni Gsecky, jejiz délka je rovna obvodu
dané kruznice. Obecndji mbiZeme hovofit o rektifikaci kruhového oblouku ¢&i
jakékoli krive éary.
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Konstrukei pravideinych n-Ghelnikd rozumime nalezeni postupt, které v ko-
neiné mnoha krocich vedou k sestrojent pravidelnych n-ahelnikii pron = 3, 4,

51 6)71... .

Vsechny tyto dlohy bylo tfeba FeSit geomelreckou konstrukei spolivajict v se-
strojeni konecéného poétu primek a kruznic. Casto se struéné a pomérné vystizné
hovoFi o konstrukcich pravitkem a kruZitkem & o eukleidovskich konstrukcich.
Pravé timto zplsobem je totiZ budovdna geometrie v Eukleidovych Zakladech.

Problematika souvisejici s proslulymi matematickymi Glohami starovéku by-
Ja velice podnétna pro rozvoj matematického mysleni. Téméf dva a piil tisice let
tyto filohy inspirovaly matematiky k nejriiznéjsim tvahim, teoriim a konstruk-
cim. Prakticky vyznam vsak prostulé Glehy (spolu s pozadovanou metodou
feSeni) nemély Zadny. Pro praxi bohaté postafovalo vhodné pFiblizné feSeni,
které bylo dostateéné pfesné.

Teprve v 19, stoleti bylo dokazdno, Ze prvni Etyfi Glohy jsou pozadovanou me-
todou, tj. pravitkem a kruzitkem, nefeSitelné. Byla rovnéZ nalezena ekvivalentni
podminka pro existenci eukleidovskych konstrukei pravidelnych n-Ghelniki.

Poznamenejme, Ze na soufasnych eskych mincich mame sedmithelnik na
dvacetihaléfi, jedenactitthelnik na dvoukoruné a trinactitihelnik na dvacetiko-
runé, Autor téchto Fddkid je pevné presvédien o tom, Ze tyto mnohoihelniky
nebyly konstruovany pravitkem a kruzitkem.

V nésledujicim textu se pokusime objasnit, pro¢ matematici ve starém Recku
doshi prave k témto Glohdam a jakvm zplGsobem dospeli k pozadované metodé
feseni, tj. ke konstrukcim pravitkem a kruzitkem.

16. Operovani s geometrickymi veliéinami

V puavodnim pythagorejském svété aritmetickych velidin, t]. ve svété piiro-
zenych a kladnych raciondlnich éisel, bylo moino bez problém séitat, odéitat
(rmens{ &slo od vétéiho), nasobit 1 déhit. Po padu tohoto pojeti, ktery byl zpii-
soben ohjevem nesouméfitelnosti (sefek (prvni krize matematiky), presli rectl
matematici ke geometrickému chapani veli€in.

Veli¢inami se staly délky, obsahy a objemy a na scénu vstoupil zakon homo-
genity. Jednim z prvnich tkold feckych matematiki bylo naudit se s geomet-
rickymi velicinami operovat. Délky, obsahy a objemy je prirozené reprezento-
vat Gseckami, &tverci a krychiemi. Usecky, étverce i krychle jsou totiz uréeny
jen jedineou délkovou velicinou (princip mmimalizacel); étverec, resp. krychle je
Lsoudinermn® dvou, resp. tH exemplart téze Osecky: strany &tverce, resp. hrany
krychle 3sou navzijem kolmé. Vsechny usecky, étverce 1 krychle jsou navzajem
podobné. Rovinu je mozno pokryt ctverci, prostor vyplnit krychlem; pravée
diky tomuto pohledu vaimame pfirczenym zpisobem vzorce pro vypoélet ob-
sahil a objemil rovinnych i prostorovych objektii. Tento pohled byl jisté dan i
tradicl egyptské a babylonské matematiky, kde byly obsahy a objemy jednodu-
chyeh geometrickych objekth privé takto chdpany a kde hyly poéitany podie
algoritmil, které nasim vzorcin odpovidajl.
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a) Délky

Bez jakychkoli problémi sestrojime soudet a rozdil dvou fiseéek a n-nasobek
dané fisetky. Rovnéz snadno rozdélime danou dseiku na n stejnych asti (tuto
konstrukei zndme ze zdkladni 3koly). Abychom mohli pedobnym zpiisobem
operovat s k¥ivymi arami, musime je umét nahradit stejné dlouhymi dseékami.
A v tomte okamiiku se na prvnim misté objevuje problém rektifikace kruinice
- nejjednodussi a nejznamé)si kiivé cary.

b} Obsahy

Jiz vime, Ze neni problém secist dva stejné tverce, tj. sestrojit tverec, kie-
r¥ ma ve srovnani s danym étvercem dvojnisobny obsah (viz Platéniv dialog
Menén). Pomoci Pythagorovy véty umime sestrojit i soudet i rozdil dvou ne-
stejnych ftvercli. V odstavel o geometrické algebfe jsme vidéli, Ze je moZno
pretvorit libovolny obdélnik na éiverec stejiného obsahu. To znamena, ze umi-
me sestrojit i ¢tverec, jehoZ obsah je roven n-nasobku obsahu daného étverce,
a rovnéz umime sestrojit Ctverec, jehoZ cbsah je roven jedné n-tiné obsahu
daného &tverce.

Dale je moino elementdrnim zpfisobem pfevést trojuhelnik na cbdéinik a
tedy i na ctverec stejného obsahu. Kazdy mnohothelnik tedy umime prevést
na étverec se stejnym obsahem. {Poznamenejme, ze libovolny n-lhelnik mazeme
pfetvofit na (n — 1)-thelnik stejného obsahu tak, Ze jeden jeho vrchol vhodne
posuneme po rovnohéice s hlopfickou spojujici sousedni vrcholy. Nakreslete
51 obrazek!)

Rovinné Gtvary ohranilené Gsefkami tedy nmime nahradit ¢tvercl a opero-
vat s nimi. Abychom mohli podobnym zpiscbem operovat i s rovinnymi Gtvary
ohranitenymi kfivymi farami, musime je umét nahradit étverci. V tomto oka-
miiku se na prvnim misté objevuje problém kvadratury kruhu - ne_]_}vdnodusmho
a nejznaméjsiho kfivotarého rovinného objektu,

¢} Objemny
Pfi operovani s objemy se objevuje nesndz jiz pfi hledani souétu dvou ste)-
nych krychli; jde o problém zdvojeni krychle,

Kromé délek, obsah® a objemii je pFirozené uvazovat i ¢ velikostech Ghid

d) Uhly

Bez problémii sestrojime souéet a rozdil dvou (ihll a n-nasobek daného Ghiu.
Rovnéz umime rozdélit hel na dvé stejné éisti - tato konstrukee odpovidd
sestrojeni osy Gseky. Jak se viak provede rozdéleni ihlu na n stejnych {&sti
pro n > 2 7 Pro nejmensi n, tj. pro n = 3, jde o problém trisekce Ghlu.
Uvazujeme-li rozdéleni plného Ghlu na n stejnych ¢asti, dochdzime k problému
konstrukee pravidelnych n-thelnfki.

Poznamenejme, ze operovani s (thly by bylo moZno zahrnout do problematiky
operovani s délkami, nebof lhly je mozno pFirozenym zplisobem méfit détkami
obloukd, které vytinaji na kruznici néjakého pevné zvoleného poloméru.

Vidéh jsme tedy, Ze pokud chtéli feéti matematici operovat s geometrickymi

veli¢inami - délkami, obsahy a objemy reprezentovanymi Gseckami, ¢tvercl a
krychlemi - museli dojit k problematice péti proslulych iloh.
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17. Souvislosti

Uvedme nynf nékolik poznamek o souvislosti rektifikace, kvadratury a kon-
strukce pravidelnych n-Ghelniki.

Nejstar$im ,kruzitkem®“ byl patrné provaz a dva koliky. Zméfeni  délky"
kruZnice je mozno prakticky provést tak, Ze do ,ryhy® kruznice polozime pro-
vaz, pak ho natidhneme a zméfime. Pro ,zpevnéni“ provazu polozeného do
ryhy krugnice je moZno podél obvodu kruznice zatlouci vétsi mnoistvi koliki;
napnutim provazu pak ,vznikne* n-Ghelnik.

K méfeni obvodu kruznice je moino pouZit i métici tyé jednotkové délky,
kterou ,klademe podél obvodu kruiznice®. Opét se zde piirozenym zplsobem
objevuje my3lenka n-tthelnika kruZnici vepsaného (¢i opsaného).

Takovéto praktické postupy zfejmé inspirovaly fecké myslitele 1 k teoretic-
kému zjistovani obvodu kruZnice a obsahu kruhu poéitanim obvodu a obsahu
vepsanych a opsangch n-thelntki. Do pfirozené souvislosti je tak ddna kvadra-
tura, rektifikace a konstrukce pravidelnych n-thelniki a déleni plného Ghiu na
n stejnych &asti.

Uvedme jesté souvislost problematiky prostulych loh s pythagorejskymi
imérami,

Nalezeni stfedni geometrické tmérné veliéin a, b znamena nalezeni veliCiny
z, pro kterou

a:x=z:b, tj, zP=ab.

To nenf nic jiného, nez prevedeni obdélniku se stranami a, b na &tverec stejného
obsahu o strang z. S touto filohou jsme se jiZ setkali v odstavci o geometrické
algebie. PoloZime-li b = 2a , dojdeme ke vztahn

e r=z:2a, tj. z°=2a%,
ktery odpovida tloze o zdvojeni ctverce.
Uvedme nyni pro zajimavost kratky citit z Aristotelovy Metafysiky, ktery
se tohoto tématu fyka:

A tak i v ostatnich oborech minime, Ze o kaide véei, i kdyZ pro ni mdme
ditkazy, mdme védéni, vime-li, co jest, na piiklad, co jest proména obdelniku
v Everec; Fe je Lo 1otis nalezeni stiedni geometricky dmérné. ({1], str. 76)

Uvasujme nyni o vlozeni dvou velitin 2, y mezl dvé dané veli¢iny a, b, t).
ovztahu a:z =z :y = y: b .Snadno zjistime, Ze

% =ay, Y = zh .

odkud

2t = a’y? = a’zh yt = p?b? = ayb®

£].
r= Va2, y = Vab?

Poloiime-1i b = 2a, dojdeme ke vztahu 23 = 243, ktery odpovida dloze o zdvo-
jeni krychlie.



75

18. Konstrukce pravitkem a kruzZitkem

Popisme nyni podrobnégji a pfesnéji, co rozumime slovnim spojenim kon-
strukce pravitkem a krufitkem. V Eukleidovych Zdkladech je to formulovano
v tzv. postuldtech. Uvedeme je v prekladu Frantiska Servita (viz [20], sts. 2).

Ukoly prvotné.

1. Budi# wkolem od kieréhokoli bodu ke klerémukoli bodu veéstt pfimku.

2. A primku omezenou nepieiriiié rovné prodloufits.

3. A z jakéhokoli stiedu a jakymkoli polomérem narysoval: kruh.

4. A Ze viecky pravé uhly sobé rovny jsou.

5. A kdyi pFimka protinajic dvé primky tvo¥i na 1€3e sirané vnitini (prilehlé)
dhly mensi dveu pravych, ty dv€ pFimky prodlouieny jsouce do nekonecna Ze se
sbthaji na € strané, kde jsou whly mendi dvox pravych.

Prvni a druhy postulat popisuje ,uziti pravitka“. Poznamenejme, ze primkou
rozum#li Rekové jen , &dst™ primky, spide Gisecky; proto se ve druhém postulatu
hovofi o ,prodluiovani® pfimky. Treti postuldt popisuje ,uiiti kruzitka®.

abr. 46

Paty postulat se tyka situace zndzornéné na obr. 46. Tvrdi, Ze jestliZe je sou-
¢et Ghll o a F mensi dvow pravijch, pak se pFimky p, g protinaji v té poloroving,
kterd je témito dvéma Ghly ,uréena®. Nedejme se zmylit vyrazy prodioudeny
jsouce do nekonecna a shihayi se. O, prodluzovani“ se mluvi v duchu druhéhe
postulatu; | sbihdnim® neni minéno néjaké asymptotické pfibliZovani, ale to, ze
se pfimky protnou.

Ctvrty postulat o pravych Ghlech byl pravdépodobné pfidan dodateiné;
patrné proto, Ze se v patém postulatu o pravych thlech hovofi.

Eukleidovy postulaty byly pozdéjt chdpany jake axiomy, tj. jako jednoducha
vychozi tvrzeni, ze kterych se deduktivnim zpusobem odvozuji dalsi geomet-
rické poznatky, véty, celd tzv. eukleidovskd geometrie. Eukleidovy Zdklady se
staly vzorem budovant aztomalické teorie.

Poznamenejme, Ze béhem vice nez dvou tisicileti se matematici pokousehi
dokdzat paty postulat z postuldti ostatnich. Tyto snahy byly v 19. stoleti
nkonfeny objevemn neeukleidovské geometrie. To je vak uZ jina historie.



76

Eukleidovy postulaty pEitahovaly pozornost nejen matematiki, ale i filozofd.
Napf. Thomas Hobbes ve svém dile O télese z roku 1655 pise:

... 1o co se nazyvd pestuldly a poZadavky, jsou sice skulecné principy, ale
ne principy dikazu, nybr? sestrojovdni, {o jest ne védy, nybri dovednosii: &l
nejsou to principy teorefickijch tvrzent, cof jsou vysledky spekulaci, nihrs oldzek
velahujicich se k praxi a uskuteénéni néjakého dila. ([32], str. 57)

Budovani geometrického svéta ,pravitkem a kruzitkem® koresponduje do
znaéné miry s principy, které se objevily v fecké filozofii v 6. stol. p¥. Kr. Zd-
kladnim: prvky jsou body - nic mensiho a fundamentdlnéjiiho nei bod byt
nemiize. Zdkladnimi principy, podie kterych je geometricky svét ze zakladnich
prvkft — bodft vytvafen, jsou konstrukce pravitkem a kruzitkem. I zde je ci-
tit jakousi snahu po mintmalizact; uvaiuji se jen objekty (pFimky a kruiZnice)
Suréené” dvéma body.

Z jednoho bodu nelze nic vytvofit, jeden bod je malo.

Ze dvou bodtt je uz moino vytvofit Gsecku ¢i pfimku; jak uZ jsme si rekli,
v fecké matematice neodpovidad pojem piimky nasi dnedni pfedstavé - hovofi
se o pfimce, kterou je moZno neomezené prodluZovat. Ze dvou bodi je vsak
mozno vytvorit 1 kruznici; stali jeden z nich prohlasit za stfed a druhy za bod
,na obvodu®“. Pfitom pfimku i kruZnici je mozno sestrojit ,jedinym fikonem®,
Zadny dalsi geometricky objekt uréeny dvéma body neni asi rozumné povazovat
za zakladni.

Tri body uréuji rovinu, v které se toto viechno déje; tii body jako vychodisko
pto vytvofeni nového objektu .jsou mnoho®.

V modernim pojeti miiZeme geometrické konstrukee pravitkem a kruzitkem
charakterizovat takto {synietickd formulace):

Jsou dany body C1, -, Cp,. Dalét bod miiZeme ziskat (sestrojit) jako prii-

secik

— dvou pEimek, které jsou uréeny danymi body (napi. prusecik pfimek ¢
a CaCy) ;

~ dvou kruZnic, které jsou urleny danymi body (napf. prisecik kruznice se
stfedem v bod€ () a poloméremn C1C5 a kruZnice se stfedem €' a polomérem
Cac.;) 3

— pfimky a kruZnice, které jsou uréeny danymi body (napf. pruseéik primnky
C1C4 a kruznice se stfedem C3 a polomeérem C3C4).

Téchto krokit miizeme udélat jen koneéné mnoho. Pii kaidém kroku mizeme
pouzit kterykoli z bodii, které jsme sestrojilt v pfedchozich krocich.

Mame-li bodem B, ktery lezl vné kruznice k se stredem S, vést ke kruznici
k tefnu, nelze to provést jen ,pFilozenim™ pravitka, nebof nezname bod do-
tyku {viz obr. 47 a}. Je tfeba sestrojit stfed fisecky SB a Thalétovu kruzniei
s primérem SB; prisefiky obou kruinic jsou hiedané body dotyku (viz obr. 47
b}. Ty uz je mozno spojit s bodem B. (Hledané teény je mozno eukleidovsky
sestrojit 1 jinym zplsobem, napt. uZitim osové soumérnosti.)
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Laskavy ftenaf si miZe rozmyslet, jak se napf. k dané pfimce pravitkem a
kruZitkem sestroji rovnobézka prochéazejici danym bodem.

obr. 47 a, b

Poznamenejme, e se v geometrii (ve Skole 1 v praxi) velmi ¢asto pouZiva-
ji postupy, které eukleidovské nejsou; €asto si to ani neuvédomujeme, Napf.
sestrojen{ kolmice k dané pfimce pomoci rysky na trojithelniku, sestrojent rov-
nobézky posunutim jedncho trojihelniku podé druhého apod. Tyto dva postu-
py viak ,supluji* eukleidovskou konstrukei pravitkem a kruzitkem. Studenty
je dobré na to upozornit; i kdy? tyto metody bé&iné uzivaji, méli by znat i
odpovidajici klasické enkleidovské konstrukee.

Pofadavky, které jsou obsazeny ve vyrazu euklerdovské konsirukce resp. kon-
sirukce pravitkem a kruZitkem, nemaji pro praxi zadny vyznam. 7 praktického
hiediska vyhovuje dostateéné pfesné pFiblizné Feseni; navic je thostejné, jakym
zplisobem bylo vysiedku dosaZeno, zda pomoci konstritkce pravitkem a kruzit-
kem nebo jinak. Narysujeme-li pozorné tecnu ke kruznici tak, jak je naznaceno
na obr. 47 a, miizeme byt s vysledkem naprosto spokojeni; v fadé pfipadi takto
ziskame dokonce pFesnéjsi vysledek nez eukleidovskou konstrukei.

Pravitkem a kruzitkem jsou mysleny idedlni ndstroje. Pravitko je absolutné
rovné, neni na ném zadné méFitko, tj. nelze podle né) méfit, nandset stejné
dlouhé fiseéky apod., a ma jen jednu ,pouZitelnou hranu, tj. nelze podle néj
Ldétat rovnobézky. Také kruzitke je absolutné pfesné, ma neomezené rozevre-
ni, tj. je moino jim sestrojovat jakkoli velké kruZnice.

To, co v geometrii provédime pravitkem a kruZitkem na papife a na tabu-
li, je jen jakymsi modelem idedlniho svéta absolutné pfesnych geometrickych
ohjektil. Veskeré konstrukce se v tomto svété provadéji jen v myslenkach. Geo-
metrické zndzornéni na papife a na tabuli viak velmi dobfe napoméha nasim
predstavdm a naSemu geometrickému badani.

Na myslence konstrukcei pravitkem a kruzitkem jsou zalozeny celé Eukleido-
vy Ziklady, toto dilo vyrazné ovlivailo geometrii vice nei dvou tisiciletf. To, co
znime ze skolské geometrie, je jen jejich mald ¢dst. Nebudeme zde vypotita-
vat, co viechno Zdklady obsahuji. Poznamenejme jen pro zajimavost, Ze vrcholi
studiem pravidelnych mnohosténd, metodami jejich konstrukei a dikazem, ze
pravidelnych téles nemiZe byt vice nez pét.
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19, Neklasick4 FeSenf klasickych tloh

fteét{ matematici povaZovali problematiku proslulych dloh za velmi zavaz-
nou. MGieme to dokumentovat zdjmem, ktery tyto tlohy poutaly.

Prvni dochované zminky se tykaji kvadratury kruhu. Vztahuji se k 5. stoleti
pf. Kr.

Filozof Anaxagoras z Klazomen, o kterém jsme se jiZ zmifovali, s1 pry va-
hami o kvadratufe kruhu kratil diouhou chvili ve vézeni (viz [85], str. 111),
kam se dostal proto, ze rouhavymi feémi kazil mlades. {Tento ¢lanek je urlen i
tém, kdo v budouenu hodlajf kazit mladez rouhavymi fefmi; dostanou-li se do
vézeni, méli by védét, ze problém kvadratury kruhu je pravitkem a kruZitkem
nefesitelny, a travit éas vhodnéjsim zpisobem.)

Antifén z Athén pry poéital obsah kruhu pomoci vepsanych pravidelnych
n-tGhelnikt (bral n = 4, 8, 16).

Fukleidovské konstrukee vedouci k feSeni proslulych dloh se nedafilo nalézt.
Byly proto hledény i jiné postupy; nékdy hovofime o neklasickijch vesenich, i
kdy% to neni piné vystihujici termin.

a) Hippokratés

Hippokratés z Chiu (2. pol. 5. stol. pf. Kr.) byl jénsky filozof a matema-
tik, ktery uéil v Athénach. Sepsal matematické pojedndni Stoicheia, které se
pry stalo vzorem (co do obsahu i metody vykladu} prvrich étyf knih Euklei-
dova stejné nazvaného spisu. Z Hippokratova dila se zachoval jen fragment,
ktery pojednava o tzv. mésickach (Hippokratovy mésicky nebo menisky). Jsou
to (tvary vytvofené dvéma kruhovymi oblouky. (Nezaméhujme matematika a
filozofa Hippokrata z Chiu se slavnym lékafem stejného jména, ktery Zil zhruba
ve stejné dobg, asi v létech 460-400.)

obr. 48 cbr. 49

Hippokratés tvrdil, Ze

«) pomér obsahfi dvou kruhd je roven poméru obsahi Etvercd sestrojenych nad
jejich primeéry;

B) pomér obsahll dvou podobnych kruhovych lsedi je roven pomeéru obsah
étvercil sestrojenych nad tétivami, kterymi jsou tyto fisece urceny.
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Na zakladé téchto zjisténi Hippokratés dokdzal nasledujict véty:

(i) Obsah mésitku vytvofeného kruZnici opsanou rovnoramennémau pravoiihlé-
mu trojihelniku ABC (napf. se stranami, jejichz délky jsou 1, 1, Vv2) a
kruznici, jejimz pramérem ie odvésna AC, je roven poloviné obsahu uvazo-
vaného trojahelnika ABC (viz obr. 48).

(it} Obsah mésicku vytvofeného kruznici &, kterd je opsana rovnoramennému li-
chob&iniku ABCD, jehoi strany maji délky 1, 1, 1, v/3, a kruznici I, ze které
strana AB vytini Gseé podobnou tFem Gsecim kruZnice k s tétivami AD, D{,
CB, je roven obsahu uvaiovaného lichobéinika A BCD (viz obr. 49).

(ii1) Obsah mésicku vytvoreného kruZnici k, kterd je ,opsdna“ nekonvexnimu oso-
vé soumérnému pétithelniku A BCDE, jehoz strany maji délky v/2, v2, /2,
V3, V3, a krudnici I, na které strany AB a BC vytinaji usete podobné tfem
useCim kruznice k s téetivami AE, ED a DC), je roven obsahu uvaZovaného
pétitthelnika ABCDE {viz obr. 50).

E LU D
/2
A ! ’\/‘z‘
| B K
/3 V3
A o N
obr. 50

Dikazy téchto t¥i tvrzeni jsou jednoduché; spoéivaji na vyse uvedenych Hip-
pokratovych zjisténich o), ).
(1} Obsah velkého pulkruhu {nad primérem AB) je roven dvojnasobku obsahu
malého pulkruhu (nad prémérem ACY), nebot délky odpovidajicich praméri
jsou v poméru /2 : 1. Obsah velkého étvrtkruhu je tedy roven obsahu malého
pllkruhu. Odebereme-li od sbou téchto Gitvari jejich spoleénou fast - fise€ nad
isefkou AC, dostaneme rovnost obsahl z tvrzeni (i) — viz obr. 48.

(i} Obsah velké Gsefe (nad stranou délky /3} je roven trojnésobku obsahu
malé Gsece (nad stranou délky 1). UvaZovany mésicek vznikne, kdyz k licho-
béiniku ABC D piidiame £t malé (seée a odebereme jednu Gseé velkou. Obsah
lichobéinika je tedy roven obsahu vzniklého mésitku (obr. 49).

(iii) Obsah dvou vétsich fGseéi (nad stranami AB a BC, jejichi délka je /3)
je roven obsahu t¥f mensich Gseéi (nad stranami AFE, ED, DC, jejichz délka
je v2). Uvazovany mésieek vznikne, kdyz k pétithelnfku ABC DE pfiddme tii
mensi Gsete a odebereme dvé vétsi (obr. 50).
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Geometrickd konstrukce mésickii v prvnich dvou pfipadech, tj. na obrazcich
48 a 49, je snadné. Ve tfetim pFipadé (obr. 50) uz konstrukee tak jednoducha
nent.

Poznamenejme, e pouzijeme-li tzv. zobecnénou Pythagorovu vétu (pro po-
lokruhy nad stranami pravoihlého trojthelnika), pak stejnym zpiisobem doka-
Feme jinou verzi tvrzeni {i): pro nerovnoramenny pravothly trojihelnik ABC
je soudet obsah@ obou mésitkii roven obsahu trojidhelnika ABC' (viz obr. 51).
Obsahy jednotlivich mésigkd vSak nejsou rovny obsahiim trojihelnikit APC a
BPC.

obr. 51

Finsky matematik M. J. Vallenius (1731-1773) nalezl roku 1766 dalsi dva
priklady mésicka (praméry kruZnic jsou v poméru 5 : 1 a 5 : 3). Pozdéji bylo
dokazdno, Ze kvadratura mési€ku je moind jen v téchto péti pripadech.

obr. 52

Uva¥ujme rovnoramenny lichob&znik, jehoZ strany maji délky 1,1, 1,2 (,,po-
lovina“ pravidelného Sestitthelnfka). Snadno se ukéZe, ze soucet obsahu polo-
kruhu o priméru AS a obsahit tii mésick vytvoFenych polokruznicemi nad
stranami AD, DC, CB a kruinicd k, kterd je lichobézniku opsana, je roven
obsahu lichob&inika ABC D (viz obr. 52). 1 toto tvrzeni dokazal Hippokratés.
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Nékdy se uvadi, Ze lispé&né provedend kvadratura Hippokratovych mésitkd
vyvolala mezi Feckymi matematiky jakysi optimismus; zdani, Ze problém kva-
dratury kruhu se pfece jen né&jak podafi zvladnout. (O problematice mésicka
napsal pfed mncha léty zajimavou praci [48] némecky matematik E. G. H. Lan-

dau (1877-1938).)

Hippokratés se pry pokousel t o FeSen{ problému zdvojeni krychle. Pfeformu-
loval tuto ilohu do fefi pomér a amér; podstatu této myslenky jsme si ukazah
v 17. odstavel. Pozdéji uvidime, jak tuto ideu vyu#il Archytas 2z Tarentu a dalsi
fefti matematici.

b} Hippias

Hippias z Elidy (5. stol. pf. Kr.) byl sofista, viestranné vzdélany &lovek,
matematik a astronom. Byl v§ak i znalcem literatury, hudby a historie, ovladal
i néktera femesla. Kritizoval sou¢asnou spoletnost; mj. prohlasoval, ze zakon je
tyranem lidi, Ze se dopousti mncha nasilnosti proti pfirodé, Ze uzavira lid1 do
mistnich spoledenstvi, aé jsou od prirody pribuzni atd. Pfipisuje se mu chjev
kiivky, pomoc které bylo moZno provadét trisekce Ghli.

Hippias si uvédomsil, jakym zplisobem je mozno prevést problém déleni uhlu
na problém déleni tsecky. UvaZujme étverec SABC {viz obr. 53).

C B4 - B
Dj A,
X
y
x .
S Ay A
obr. 53

Usecka AB nechf se rovnomérné posouva z polohy AB do polohy SC a sou-
¢asné nechf se fsefka SA rovnomérné otaci kolem bodu S z polohy $4 do
pelohy SC. Oba pohyby souéasné zaénou a soucasné skonéi. Prisecik pohy-
obrazku je zakreslen prisecik X usecky A B s odpovidajici isetkou SA,. Bod
D je jakymsi  limitnim bodem®, nebotf v krajni poloze obé Gsecky splynou.
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Pomoci této kfivky je moino rozdélit dany thel na potadovany pocet ste)-
nych ¢asti, Je-li dan Ghel LASA» (viz obr. 54), je urCen 1 piisludny bod X
na Hippiové kfivee a tim i odpovidajici bod A;. Nyni rozdélime asecku AA,
znamym zpiisobem, napk. na tfi stejné éasti, délic{ body vyneseme na Hippiovu
kiivku a spojime je s bodem S; Ghel ASA, je rozdélen na T stejné €astl,

7 definice Hippiovy kiivky ihned vypljva, ze bod Ag na obr. 54 déli oblouk
TA ve stejném poméru jake bod A; dsetku SA.

C B
Aq
D¢ X
f
I
| |
!
g I
1 |
b
S A1 A
obr. b4

Uvadomime si jedts, ze pravitkem a kruzitkem miZeme sestrojit jen néklere
body Hippiovy kfivky {pomoci pileni Ghli a dsedek). Témito body pak prolo-
#ime kFivku pomoci vhodného kfivitka. Nejde tedy o eukleidovskou konstrukel
pravitkem a kruzitkem.

Hippiovu kfivka miifeme snadno vyjadiit analyticky {viz obr. 53); uvaiujme
v roviné soufadny systém se stfedem v bodé § a osami SA a SC. Poloime
SA =1:oznatme o = ZASX a z, y soufadnice hodu X. 7 definice Hippiovy
kfivky vyplyva, Ze

. a:f=(1-2):1, tj. a=5%-(1-zx).
Nyni je
ta tan (o ~ —) = z - cot
—z tana=gz- -tan(= — ——) = T -cot — .
Y 27 2 2
Jde tedy o transcendentn{ kFivku, kterd ma nekonecné mnoho vétvi. Dnes umi-
me vypocitat, ze
2

. re
SD = lim z - cot =~ =
T} 2
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K tomuto vysledku dospél elementdrnim zpisobem Dindstratos — viz dale.
Hippiovu kEivka je tedy moZno pouiit 1 k feSeni problému kvadratury & rekti-
fikace. Snad proto ji némecky matematik a filozof G. W. Leibniz {1646-1716)
nazval kvedrairiz.

¢) Archytas

Archytas z Tarentu (4287-365) byl pythagorejsky filozof a matematik, stat-
nik a vojeviidce. Byl pfitelem Platdna, uéitelem Eudoxa. Pfipisuji se mu vysled-
ky tykajici se poméri a umér, formulovani zdkont harmontie, vynalez kladky a
sroubu. Nekdy se uvaZuje, Ze je autorem osmé knihy Eukleidovych Zdkladd.

Zabyval se teorif poméril a imeér, studoval aritmeticky, geometricky i harmo-
nicky priimér; dokazal, e ,neexistuje” geometricky primér prirozenych &isel n
an+ 1 (v dnesni terminologii: /n(n + 1) neni &slo raciondlni).

Archytas se snazil najit metodu, jak ,vlozit“ dvé velidiny «, y mezi dvé dané
velidiny a, b tak, aby platila rovnost

a:x=x:y=y:b.

Uvddomil si, Ze nalezeni takovych velifin z, y je ekvivalentn{ s nalezenim vhod-
ného pravotuhlého trojihelnika s preponou & (viz obr. 55 a — pozadovana rovnost
vyplyva z podobnosti trojithelniki).

Nechf jsou dany velifiny a, b, kde a < b . Mé&me kruznici & s primérem

SB = batétivu SA = a (viz obr. 55 b}.

\>< g
N

obr.55a, b
Nyni uvaZuime tii rotaéni plochy:
(1) valcovou plochu kolmeu k ndkresné, kterd je uréena kruznici k;
{i1) kuZelovou plochu, kterd vznikne rotaci dhlu ZASB kolem osy SB;
(iii) axoid, ktery vznikne rotaci kruznice ! s primérem SB, kterd leZi v roviné
koelmé k nakresné, kolem osy, kterd je kolmd k nékresné a kterd prochazt

bodem S.

Ve budeme uvaZovat jenom v jednom poloprostoru. Axoeid protina valcovou
plochu v kfivee ,jdouci“ z bodu B do bodu S. Tuto kfivku protne kuzelova
plocha v bodé C. Nechf D je pata kolmice spuiténé z bodu € na nakresnu.
Kolmy ez k ndkresné, ktery je uréen body 5, C a D, je zndzornén na obr. 56.
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Kruinice I’ je poototenou kruznici I vytvéfejici axoid. Bod A’ leif na kuZelové
plose - je to otofeny bod A; bod A’ zfejmé lezi na kulové plode s priimérem
SB.

obr. 56

Kru#nice p je primnikem uvaovaného fezu s touto kulovou plochou. Z Thalétovy
vty vyplyvé, e je nalezen pravolhly trojihelnik s pfeponou b a dva podobné
troj(thelniky a Ze tedy pro ¢ = S0, y = SC plati

Pro b = 2a tedy dostavéme feSeni délského problému zdvojeni krychle. Opét
véak nejde o feSeni pomoci pravitka a kruzitka, tj. o eukleidovskou konstrukei.

C B
04
S X A
obr, 57

d) Dindstratos

Matematik Dinéstratos (4. stol. pi. Kr.) byl Zakem Platéna a Eudoxa. Obje-
vil zajimavoun vlastnost kfivky kvadratrix a ukézal tak pfekvapivou souvislost
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mezi problémem trisekce Ghlu a rektifikaci kruznice. Dokdzal totiz, Ze pro délky
Gsetek S, SC a délku &tvrtkruinice CA (viz obr. 57) plati vztah

SD:SC=58C:CA,

tj. polomér SC je stfedni geometrickou tmérnou délek Gsecky SD a ttvrikrui-
nice’ C'A4. Vzhledem k podobnostt kruznic je zfejmé

SD:SC=DX:CA,

takze porovnanim obou rovnosti zjistime, Ze DX = SC, t). délka Gsecky SC Je
rovna délce ctvrtkruznice o poloméru SD.

Znalost poméru SD : 5C d4va moznost provést rektifikaci libovolné kruz-
nice. Mame-1i zkonstruovanou kfivku kvadratrix (napf. na obr. 57}, zvolime
v roviné néjaky Ghel a naneseme na jeho ramena délky SD a SC. Na obr. 58
necht je VIV = SD, VIW = SC.

cobr. 58

Jestlize bodemn R na rameni VI vedeme rovncbéiku s pfimkou UW a priseéik
s ramenem VW oznaéime O, pak délka Giseky VO je &tvrtinou obvodu kruznice
o polomérn VR,

Dindstratos dokazal vyie uvedeny vztah sporem. Popisme jeho myslenkovy
postup. Zvolme na fseéce SC hod F tak, aby platil vztah

SE:SC=SC:CA.

Predpokladejme, ze bod E lezi mezi body D a C (viz obr. 59).

Ctvrtkruznice EF se stfedem S a polomérem SE protne kfivku kvadrat-
rix v bodé (J, rovnob&ika s pfimkou SA vedend bodem G ma s tGseckou SC
spoleény bod H. Pfimka SG protne Ctvrtkruznici CA v bode I. Z podobnosti
kruznic vyplyva, ze

SE-SC=EF .CA.
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Porovname-li tuto rovnost s rovnosti predchozi, okamzité vidime, Ze je

EF = SC (= SA).

C B
£
Dq
}
H
G
S F A
obr. 59

Podle definice kiivky kvadratrix, podobnosti kruznic a pfedchoziho vztahu je
SA:HG=CA:CI=EF :EG=5A:EG .
Odtud HG = EC ; to viak nemize byt pravda (viz obr. 59}, nebot oblouk EG
je jisté delsi nez dsecka HG .
Podobnym zplsobem se pfivede ke sporu piipad, kdy bod E lezi mezi body
S a D. Musi tedy byt E = D, cof jsme chtéli dokazat.

q
X
b4
VAN Y
/ a |s P
b
B
/

obr. 60
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¢} Menaechmos

Zkoumejme nejprve takovouto situaci. Necht jsou dany tsecky a, &, kde
a < b. UvaZujme v roviné dvé kolmé pfimky p, ¢ s priise¢ikem S; veliciny a,
b reprezentujme fiseckami SA, SB, kde A € p a B € ¢ (viz obr. 60). Piedpo-
kladejme, #e se nam podafilo najit body X € ¢, Y € p tak, Ze dhly ZAXY
a ZBY X jsou pravé; délky tseéek SX, SY oznafme z, y. Z podobnosti troj-
Ghelnikd ASX, XSY a Y SB vyplyvaji rovnosti

Jde tedy o to, najit body X, Y.

VySe uvedenou fivahu dob¥e promyslel Menaechmos (4. stol. pf. Kr.}, bra-
tr Dinéstrata; rovnd studoval u Platéna a Eudoxa. Menaechmovu myglenku
popiseme podrobné.

obr. 61

Mé&jme dédny veli¢iny a, b, které opét reprezentujme kolmymi dsetkami SA,
SB na pfimkach p, ¢ (viz obr. 61). Pfedpoklidejme nyni, Ze se po piimce
g pohybuje bod @ a to od bodu S po polopfimee opaéné k polopfimee SB.
K tomuto bodu @ existuje pravé jediny bod C € p, pro ktery je Ghel ZAQC
pravy, a jediny bod D, pro ktery je SC D@ obdélnik. Pohybuje-li se bod ¢} po
zminéné polop¥imee, pohybuje se bod D po jakési kiivce. Oznatime-li £ = 5Q)
a n = SC, pak z podobnosti trojihelniki ASQ a @SC dostdvidme rovnost
a:&=¢&:n, neboli €2 = an. Bod D se tedy pohybuje po parabole.

Provedme stejnou Gvahu jesté jednou. Predpokladejme, Ze se po pfimce p
pohybuje bod P a to od bodu S po opaéné polopfimee k polopfimce SA.
K tormuto bodu P existuje pravé jediny bod E € g, pro ktery je Ghel ZBPE
pravy, a jediny bod F, pro ktery je SPFE obdélnik. Pohybuje-li se bod P po
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zminéné polopfimce, pohybuje se bod F po parabole: oznatime-li { = SP ,
e=SE ,jeb:(=(:¢ b €% = be .

Oznaéime-li Z priseéik obou parabol a spustime-li z néj kolmice na pfimky
g, p, ziskdme hledané body X, Y’; pro délky z = SX a y = SY tedy bude
a:e=x:y=y:b.

{Poznamenejme, Ze bod Z leZi jesté na hyperbole zy = ab .)

Menaechmova metoda nalezeni nezndmych velicin z, y pFedstavuje mimo
jiné prvni vyskyt kuelosetek v matematice vibec.

f) Platén

Na zikladé vychozi my3lenky Menaechmovych Gvah, ktera je zachycena na
obr. 60, vymyslel pry Platén mechanicky nistroj pro nalezeni neznamych veli-
¢in z, y. Slo o specidln{ pFiloiniky (tesafské fihelnfky) zasunovatelné do sebe.
Bylo s nimi tfeba pohybovat tak dlouho, az v roving vymezily hledany atvar
AXY BS (viz obr. 60 a 62).

J 9

ochr. 62

Podle nékterych autort pry chtél Platén svymi piilozniky ironizovat obdobnd
mechanicka FeSeni jinych autord. '

Znovu piipomefime, Ze v tomto ¢lanku neni diskutovan Platénav vliv na
matematiku, jeji chapani 1 rozvoj. Zajemce o tuto problematiku odkazujeme na
knihu P. Vopénky [72]. Rovnéz viele doporuéujeme &etbu Platona (viz napf.
[56-57]), dale dilo F. Novotného [51], prace J. Patocky [54-55] a dalsi.
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g) Metoda vkiddani

Nékdy v 5. &i 4. stol. pf. Kr. byl v Recku nalezen nésledujici postup k pro-
vedeni trisekce thlu pomoci pravitka se dvéma vyznalenymi body X, Y a
kruzitka,

Necht je dén tthel £ABC, kde bod A je volen tak, aby 2-AB = XY Bodem
A vedme rovnobézku p s pfimkou BC a kolmici ¢ na p¥imku BC (viz obr. 63).

-
A p E
X
D )
B — __l* |
3 i
d
obr. 63

Nynf pfiloZme pravitko tak, abychom podie ného mohli vést pFimku r, kterd
prochédzi bodem B a protind piimky p, ¢ v bodech E, D, jejichi vzdélenost
je pravé rovna délce isecky XY {viz obr. 63}. Sestrojme stred . lisecky DFE.
Protoze je SE = SA = BA, jsou trojihelniky AES a BSA rovnoramenné;
proto je

LAES = /EAS a ZABS = ZASB.

Protoze je £ZBSA vnéjsim iihlem trojthelnika AES, je ZBSA = 2. ZS5EA; dile
si uvédomme, ze ihly ZAES a ZSBC jsoustidavé. Je tedy 2. 2SBC = LSBA,
tj. ZSBC je tietinou uhlu ZABC,

Proslulymi ilochami se i v dal3im obdobi zabyvala fada feckych matematiki.
Nésledujici strucny vycet jisté neni aplny.

Archimédés ze Syrakns (2877-212) provadél trisekei Ghiu pomoci kruiitka a
pravitka se dvéma vyznafenymi body. Jeho metoda vSak byla odlisna od vyse
uvedené.

Eratosthenés z Kyrény (2807-1947) vymyslel pro hledani dvou st¥ednich geo-
metrickych imérnych a pro fefeni problému zdvojent krychle dimyslny pfistro)
zvany mezoldbium.

Diokles (kolem r. 200 pf. Kr.) studoval problém konstrukce dvou geometric-
kych amérnych a nalez] kiivku kisoidu.

Nikomédes (2. stol. pf. Kr.) pro feSeni problémi triseckce ihlu a zdvojeni
krychle uzival kfivku konchotdu.

Meneldos Alexandrijsky (konec 1. stol. n. 1.) se zabyval zdvojenim krychle.

Pappos (2.— 3. stol.) studoval kvadraturu kruhu, trisekci Ghiu, metodu vkla-
dani a Hippiovu kitvku kvadratrix.
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20. Netegitelnost proslulych dloh

Tento odstavec podstatnym zpisobem vyboduje z nadeho tématu, kterym je
stara Feckd matematika. Povazujeme viak za uzitetné alespon v hrubych rysech
nastinit, jak je mo¥no problematiku eukleidovskych konstrukei pravitkem a
kruFitkem vyjadfit v fei analytické geometrie a v fedl obecné algebry, jaké
pojmy je tfeba zavést a jak s nimi pracovat, aby bylo mo#no dospét k zasadnimu
vystedku, k dikazu nefesitelnosti prvnich ctyf prostulych Gloh.

Piipomeiime, Ze zakladni myslenky analytické geometrie nastinili René Des-
cartes {1596-1650) a Pierre de Fermat (1601-1665) v 17. stoleti; hlavni ideje
obecné algebry se rodily v pracich fady matematikd 18. a 19. stoleti.

V 18. odstavci jsme vyjadfili pojem ,konstrukce pravitkem a kruzitkem®,
resp. ,eukleidovskd konstrukee®, v fedd syntetické geometrie. Pfevedme nyni
tuto formulaci do Fe¢i geomelrie analyticke.

Predpokiadejme, Ze je rovina opatfena kartézskou soufadnou soustavoll.
Jsou-li dany body Ci,--,Cm, jsou tim dany i jejich soufadnice; pro kaZdé
i=1,---,m necht jsou {a;, b;) soufadnice bodu C;.

Poznamenejme, Ze uvazovanou kartézskou soufadnou soustavu (dvé koimé
osy a ,méfitka na nich) umime pravitkem a kruzitkem sestrojit. Budou-li
v roviné zadany body Ci,-++,Cm, je rozumne volit stied kartézské soustavy
napf. v bodé Cy, osu z prochazejicl bodem Cy a jednotku délky rovnou délce
ﬁseék}' Cng.

(Ze syntetické geometrie dobfe vime, ze pro specidlni volbu bodd €, -+ ,Cm
miize feseni preblému existovat, pro jejich obeenou polohu nikoliv. Pfitom obec-
na volba bodf Cy, -+, Cp odpovidé obecné volbé jejich soutradnic. )

P¥imka uréena body Cj, Cj mé rovnici

b — b;
y"bi:h‘(i’"ﬂﬂ

a kruznice se stredem C;, na které leii bod C;, ma rovnic
(2= ai)? + (y — b:)? = (o5 — @) + (b = b)".

Soufadnice priseciku dvou pfimek tedy ziskime fesenim soustavy dvou linear-
nich rovnic, soufadnice priiseéiku pfimky a kruznice ziskame fesenim soustavy
jedné lineérni a jedné kvadratické rovnice, soufadaice priseciku dvou kruznic
ziskame Fefenim soustavy dvou kvadratickych rovnic.

Pfi geometrickych konstrukcich vsak vyuzivame i bodi, které jsme sestro-
jili v pFedchozich krocich. V analytickém pojeti problému tedy uzivdme pfi
sestavovani rovnic jednotlivych pifmek a kruznic i soufadnice bod®, které jsme
vypodetli pft FeSeni pfedchozich soustayv.
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7 provedenych fivah vyplyva nasledujici zjisténi.

Bod X o souradnicich (x,y), kiery je zaddn néjakimi vlastnostmi vdfici-
mi se k bodim Cy, - ,Cm, je moZno sestrojil pravitkem a kruiitkem prdvé
tehdy, je-fi moino cisla x, y ziskat postupnym FesSenim soustav dvou rovnic vy-
Se uvedengjch typi (dvou linedrnich, dvou kvedratickiych, nebo jedné linedrni a
jedné kvadratické), v nichZ kromé nezndmych figuruji éisla ay, by,--- ,am, b, a
vifsledky vypeciend ze souslav piedchozich.

UvaZime-H, jakym zpiisobem se Fed{ vyse zminéné soustavy dvou rovnic,
zjistujeme, #e nutnou a postaéujici podminku pro existenci konstrukce bodu X
ze zadanych bodi Cy, .-+, C,, pravitkem a kruzitkem je mozno vyslovit takto.

Bod X o soufadnicich (x,y) se dd pravitkem a krufitkem sesirojil prdvé
tehdy, kdys je moino éisla x, y ziskat z &isel ay, by, -+ | am, bm pomoci scildni,
odditdni, ndsobeni, déleni a ufilim druhfch odmocnin, pficemZ vsech léchio
operact je provedene jen konecné mnokho.

Od analytického vyjadfeni problému nyni pfejdeme k jeho vyjadfeni v feét
obecné algebry. Piipomeneme viak nejprve jeden ze zdkladnich pojmi algebry,
pojem télesa.

Téleso je mnoZina opatfena dvéma operacemi, séitanim a nasobenim, kte-
ré jsou svazany distributivnim zdkonem. Obé tyto operace jsou asociativni a
komutativni, vzhledem ke séitani existuje nulovy prvek, vzhledem k nésobe-
ni existuje jednotkovy prvek. Ke kazdému prvku existuje prvek opacny a ke
kazdému nenulovému prvku existuje prvek inverzni; znamend to, Ze v télese
je mo#no od&itat a délit nenulovym prvkem. Aby se vyloufil trividini pfipad,
pfedpoklada se, Ze téleso ma alespon dva prvky.

Dobfe zname téleso Q racionilnich &isel, téleso R redlnych ¢isel a téle-
so C komplexnich &isel; existuji v8ak 1 kone¢na télesa, napf. mnoZiny Z, =
{8,1,2,.-- ,p — 1}, kde p je prvoéislo, opatfené tzv. s¢itdnim a nasobenim
ymodulo p*.

Méjme nyni v roviné dany body Cy,--- ,Cy,; pro kaidé ¢ = 1,- .+ ,m necht
jsou {a;,b;) kartézské soufadnice bodu Cj. Uvazujme nejmensi téleso T, které
obsahuje viechna raciondlnf &isla a viechna &isla ay, by, -+, @m, bm. Tvofime-li

z éisel a;, b; daldl ¢isla pomoci s¢itani, odéitani, ndsobeni a déleni, nevystoupime
z tohoto télesa T takovéto ,po&itani® odpovida konstrukeim provadénym jen
pomoci pravitka, Uzijeme-li drihou odmocninu (tento obrat odpovida fedeni
kvadratické rovnice a tedy uzit{ kruzitka), miizeme (ale nemusime} se z télesa T
dostat ,ven“ (odmochiujeme-li napf. éislo 4, zlistaneme v t&lese T}, Casto viak
dospéjeme k ,vetsimu® télesu, které vzmiklo tzv. adjunkei druhé odmocniny
néjakého prvku ¢ € T k plivodnimu télesu T, tj. k télesu

T(Ve)={a+bv/c; a,beT}.
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Po koneéném poétu takovychto kroki dostaneme posloupnost téles
T:TQCT} CTzC“'CTk;

kazdé téleso T; tedy vzniklo adjunkei druhé odmocniny néjakého prvku téle-
sa Ti_, k tomuto télesu. Protoze jde o adjunkei druhé odmocniny, hovofime
o télese T; jako o kvadratickém nadtélese télesa Ti-.;.

Kdy# jsme takto, tj. v Feti obecné algebry, vyjadrili algebraickou podstatu
problému konstrukef pravitkem a kruzitkem, mézeme zformulovat dalsi nutnou
a postaéujici podminku pro existenci takovéto konstrukce.

Bod X o soufadnicich (z,v) se dé z bodd Cy,--- U sestrojit pravitkem a
krusitkem prdvé tehdy, exisiuje-li konecnd posloupnost téles

T=T0CT1CT2C“'CTJ¢>

kde
- ka3dé 8leso T je kvadratickijm rozéitenim i€lesa Ti_y ;
- Z,y€ Ty .

Zasadnim problémem viak zlstava, jak v daném piipadé pozname, zda se
dsla z, y daji ziskat Tesenim koneéné posloupnosti vyse popsanych soustay
dvou rovnic, resp. zda se &isla z, y dajf ziskat z Zisel aj, by, -+, @m,bm pomoct
stitani, odé&itani, nasobeni, délenf a w#itim druhych odmocnin {pfi koneine
mnoha operacich), resp. zda existuje vyse popsané posloupnost téles.

Soufadnici z (a podobnd y) hledaného bodu X je fasto mozno vyjadrit
néjakou algebraickou rovnicis koeficienty z vyse uvasovaného télesa T. Umime-
li ji algebraicky vyresit a dostaneme-li &slo z jako vyraz, ktery je vytvoren
_z prvki t&lesa T jen pomoci stitani, odéitani, nasobeni a déleni a obsahuyje-
li jen druhé odmocniny, pak je Usetka délky z konstruovatelna pravitkem a
kruZitkem.

Miize se viak stat, Ze tuto rovnici algebraicky fesit neumime, nebo J1 Fedit
umime, ale hledané r dostaneme v _nevhodném tvaru®; napf. jako vyraz, ktery
obsahuje ,,vy$5{“ odmocniny.

Jde-1i napf. o problém zdvojeni krychle o strané g, pak hleddme Tedeni rov-
nice 23 = 2a%. ZFejmé je x = a- /2. Nevime viak, zda neexistuje jiné vyjadreni
¢sla z, které by krome scitani, odéitani, nasobeni a d&leni uzivalovalo jen druhé
odmocniny.

Na problém, kterj jsme nastinili, {astetné odpovida nasledujici véta; jeji
dikaz se viak tomuto pojednani vymyka (viz napf. [61}).

Vita V: Nechf 2™ + a1z"~ '+ -+ -+ an je polynom, ktery je ireducibiln nad
télesem T. Jestlize se jeho koten z dd zapsal jako vyraz utvoveny z prokd €lesa
T pomoci scitdni, odéitdni, ndsobeni, déleni a druhyjch odmocnin, pak je éislo
n mocninou dvorky.
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Pfipomefime, ze polynom je nad télesem T ireducibilni, jestiiZe se neda roz-
loZit v souéin dvou polynomii s koeficienty z télesa T, které maji mensi stupen.
Polynom, ktery je ireducibilni nad télesem T a ma stupen alespon 2, tedy
nemQZe mit v télese T Zadny kofen.

Pro dalst vyklad budeme potfebovat jesté jednoduché lemma.

Lemma L: Nechfapz™ +a12" "' +---+a, = 0 je rovnice s celoéiselnymi ko-
efictenty. Md-li laio rovnice raciondini koten g—} kde p, ¢ jsou &isla nesoudéing,
polom p déli ay, a g déli ag.

Diikaz tohoto lemmatu je snadny; pfenechdvame ho laskavému &tendfi za
domaci evifeni.

Nyni se jiZ mZeme vratit k proslulym dlohdm staré fecké matematiky a na
zakladé vyse uvedenych vysledkd ukizat jejich nefeiteinost.
(i) Zdvojeni krychle

Uloha na zdvojeni krychle o strané 1 vede na rovnici 25 — 2 = 0. Podle
lemmatu L snadno zjistime, Ze tato rovnice nemé raciondlni kofeny, tj. poly-
nom z* — 2 je nad télesem Q ireducibilni. Protoe stupefi tchoto polynomu
neni mocninou ¢isla 2, neni jeho kofen podle véty V sestrojitelny pravitkem a
kruzitkem.

(i1) Trisekce Ghlu

Méjme dan Ghel ; zvolime-li vhodné kartézskou soufadnou soustavu, mi-
zeme predpokladat, Ze je Ghel p zadan z-ovou soutadnici bodu A, t}. hodnotou
cos (viz obr. 64).

0 cosp cnsg-’-

obr. 64

Sestrojit hel £ je problém ekvivalentni s Glohou najit z-ovou soufadnici bodu
B, t}. sestrojit tisecku délky cos g— Pifipomenme si vzorec
4-00532—34058:(;0550.

3 3
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Polozme z = cos £. Uloha na trisekci Gihlu tedy vede na rovnici
4z — 3z —cosp =0 .
Zvolime-h napf. thel ¢ = %ﬂ', jde o rovnici
82° —6z+1=0.

Podle lemmatu L snadno zjistime, Ze odpovidajici polynom nema racionalnf

kofeny (Z4dné z Eisel ;}, kde ¢ = 1, -1, 2, -2, 4, -4, 8, -8, nevyhovuje), je tedy

nad télesem Q ireducibilni. ProtoZe jeho stupen nen{ mocninou ¢isla 2, neni

moino Gseéku délky z podle véty V sestrojit pravitkemn a kruzitkemn. Obdobny
1

vysledek dostaneme pro thel ¢ = 7.

Neékteré tthly je viak moZno pravitkem a kruZitkem na tFi stejné £asti rozdé-
lit; dobie to vime ze Skolské geometrie. Je-li napf. ¢ = %, dostavdme rovnici
4z* — 3z = 0, kterd m4 kofeny 0, 3V/3, _%\/ﬁ (odpovidajici pelynom je nad
télesem Q reducibilnf); Gse¢ku délky 1/3 sestrojime snadno.

Je-li déle ¢ = }-1?1', dostaneme rovnici 8z — 6z — /2 = 0 ; odpovidajici
polynom je rozloZitelny nad télesem Q(ﬁ):

82% — 6z — V2 = (4% — 2V2 -z — 1)(2z + V)

Kofeny uvaiované rovnice je tedy moZno pravitkem a kruzitkem sestrojit.

Jak jsme vidéli, libovolné zvoleny Ghel rozdélit pravitkem a kruzitkem na th
stejné ¢asti neni mozno. Proto je problém trisekce Ghlu eukleidovsky nefesitelny.

(iii) Rektifikace kruZnice a kvadratura kruhu

Provést rektifikaci kruznice o poloméru 1 znamend sestrojit pravitkem a
kruzitkem Gsefku délky 2w, provést kvadraturu kruhu o poloméru 1 znamena
sestrojit pravitkem a kruzitkem fsetku délky /7. Obé tyto Olohy jsou ekviva-
lentni s problémem sestrojeni usecky délky =

Cislo = bychom tedy méli vytvoFit z &isel racionalnich pomoei s&itdni, od-
&itanf, nasobeni, déleni a uzitim druhych odmocnin. P4 se nkdzat — vymyka
se to viak tomuto ¢&lanku, Ze fisie = by pak bylo moinoe ziskas jako kofen
néjaké algebraické rovnice s racionadlnimi koeficienty (takova fisla se nazyvaji
algedbraickd).

Roku 1882 vsak bylo dokazano, Ze éislo 7 neni algebraické, ale {ranscen-
denini. To znamena, Ze neni kofenem iadné algebraické rovnice s racionainimi
koeficienty. Odtud vyplyva, Ze ani problém rektifikace, ani problém kvadratury
neni pravitkem a kruzitkem fesitelny.

(iv) Konstrukece pravidelnych n-Gheiniki

Zkonstruovat pravidelny n-thelnik znamena rozdélit plny dhel na n stejnych
¢asti. Vime, Ze tento geometricky problém edpovidad problému algebraickému.
Jde o YeSeni rovnice ™ — 1 = 0 ; komplexni €isla, ktera jsou kofeny této rovnice,
tvoft v Gaussové komplexni roviné pravé vrcholy pravidelného n-tGhelnika.
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Sestrojit pravidelny n-theinik tedy znamen sestrojit Ghel 2% | neboli - jak
jsme ji# vidéli v piipadé trisekee Gihlu - tisetku délky cos 2X . Snadno se ukéze, ze
daji-li se eukieidovsky sestrojit pravidelny ny-thelnik a pravidelny np-Ghelnik,
kde &{sla n; a ns jsou nesoudélnd, da se eukleidovsky sestrojit i pravidelny njng-
thelnik. Stadi tedy zkoumat, za jakych podminek se da sestrojit pravideiny
pF-thelnik, kde p je prvoéislo a k &islo pfirozené. Pro p =2 a k > 2 je situace
trividlni. Na pfelomu 18. a 19. stoleti bylo ukdzdno, ze v ostatnich pfipadech
mus{ mit prvo&islo p specialni tvar a navic musi byt k£ = 1. Tyto v¥sledky jsou
shrnuty v nasledujict vété, jejiz ditkaz se zcela vymyka tomuto pojednani.

Vata M: Pravidelny n-thelnik je moino sestrojit pravitkem a kruzilkem privé
tehdy, md-li &islo n tvar
Ll

n__—__2 ‘Pl'P?"'pk,

kde m > 0 a p1,p2, -, px jsou navzdjem riznd Fermalova prvocisla.

Poznamenejme, 7e Fermatova prvoéisla jsou prvoéisla tvaru 22" 4+ 1. Pro
r= 0,123 4 dostavdme prvoéisla 3, 5, 17, 257, 65 537, Pro r = 5 v3ak jiz
dostavdme Eislo slozené. Neni dosud znamo, zda viibec existuji daldi Ferma-
tova prvoéisla. Problém konstrukee pravidelnych n-Ghelniki je tedy vétou M
pfeveden na problém ekvivalentni, kter§ zatim uzavfen neni.

Pro podrobnéjsi vyklad této problematiky odkazujeme ¢tenafe na literaturu

(napf. [61]).

Proslulymi Glohami staré fecké matematiky se zabyvalo mnoho vyznamnych
matematik®; jmenujme jen namatkou: Leonardo Pisdnsky zvany Fibonacci
(11707-1230?), Al-Kasi (15. stol.), F. Viéte {1540-1603), I. Newton (1643-
1727), A. C. Claitaut (1713-1765), M. Chasles (1793-1880), A. A. Kochanski
(1631-1700).

Francouzsky matematik, filozof a piirodovédec René Descartes byl snad prv-
ni, kdo jasné zformuloval domnénku, Ze problém zdvojeni krychle pravitkem a
kruzitkem Fesitelny neni; tvrdil, ze kdyz tfeti odmocnina z racionélniho €éisla je
&slo iraciondlni, nelze je vyjadiit konefnym poétem druhych odmocnin®.

Roku 1801 vydal jeden z nejvétsich matematiki 19. stoleti K. F. Gauss vel-
kou praci Disquisitiones arithmeticae, ve které byl mimo jiné prvni zcela presny
diikaz tzv. zdkladni véty algebry. V sedmé €4sti této knihy Gauss studoval rov-
nici z® — 1 = 0 . Dokazal, Je je algebraicky Fesitelna; navic ukdzal, pro ktera
n je mo¥no jeji feleni vyjadfit jen pomoci druhych odmocenin, tj. pro kterd n
jsou pravidelné n-tthelniky eukleidovsky konstruovatelné (véta M),

Nefesitelnost problémi trisekce uhlu a zdvojeni krychle pravitkem a kruift-
kem dokazal aZ roku 1837 P. L. Wantze| (1814-1848). Pro zasvécené pozname-
nejme, e tento francouzsky matematik dokézal i to, e nastane-li pro kubickou
rovnici tzv. casus irreducibilis, nelze redlné kofeny této rovnice algebraicky vy-
jadfit bez pomoci komplexnich é&isel.
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Na zasadnf vysledek tykajici se rektifikace a kvadratury si vak musell ma-
tematici je5té pockat. Roku 1766 dokdzal némecky matematik, astronom, fyzik
a filozof J. H. Lambert (1728-1777), ze &islo 7 (a rovnéZ éislo e — zaklad pfiro-
zenych logaritm®) neni racionalni (viz [86]). Po vice nez sto letech, roku 1882,
dokazal dalgi némecky matematik K. L. F. Lindemann (1852-1939), Ze &islo #
je dokonce transcendentni. Vyuzil mySlenky francouzského matematika C. Her-
mitea (1822-1901), ktery o devét let dfive dokdzal, Ze &islo e je transcendentni.
Teprve timto vysiedkem byla definitivné vy¥esena otazka kvadratury kruhu a
rektifikace kruZnice. Problémy, které téméf dva a pill tisice let zaméstnavaly
celé generace matematiky, se ukazaly jako nefesitelné.

Vice nez sto let tedy vime, ze kvadratura kruhu, rektifikace kruZnice, trisekce
fihlu a zdvojeni krychle jsou Glohy pravitkem a kruzitkem nefesiteiné. Piesto
se stale a znovu objevuji ,feseni® téchto prosluiych tiloh; jejich autofi vétsinou
nepochopili podstatu problému a slovo nefesitelné si vykladaji jako dosud ne-
vyFedené. Uvedme pro zajimavost Gryvek dopisu, ktery zaddtkem kvétna 1994
dosel na Matematicko fyzikdlni fakultu UK.

Vée: Feseni problému kvadralury kruhu a clverce

Pracoval jsem na tomto problému a pit vypoltech jsem zjistil, Ze vzorec na
vgpoéel plochy kruhu je chybny. Je logické, e odmocnénim jakéhokoliv obsahu,
siskdme strany Ctverce, lakie pokud uvedeny problém vinikl, bylo to chybnym
utvoienim krubu dancho rozméru {obsahu), eveni. chybngm uréenim d kruhu a
ledy polomeéru.

Pro lento vypodel je nuiné rndt koeficient kvanlove gevmetricke fady, Timlio
koeficientem se zvélduji {zmensuji} obsahy (rozméry) ploch ctverci.

Nasleduje jakysi vypodet, jsou priloZeny dalsi vypoéty a obrdzky na mili-
metrovém papife. :

Tyto tidaje jsou lehee kontrolovalelné, proto Vds Zdddm o uvedeni nového
vzorce do Fivela, nef nds pfedebéhnou piné sldly.

Existuji jiz dokonce &lanky s ,metodickymi pokyny*, jak se chovat, mame-li
co do éinéni s Fesiteli kvadratury ¢i trisekce.

T¥eti¢ (angl. trisector) je elovék, ktery st mysi, fe umi pouze pomoct pravitka
a kruFitka rosdélit libovolny dhel na t7 stejné dasti. Objevi se, kdyi vim posle
svou prici s Fddosti o vds ndzor, nebo - coZ je horsi — kdyi vim zaveld a
chee s vdmi o sv€ konsirukei debatoval. Dostavi-li se osebné, je Lo ten nejhorsi
piipad. Myslite si mosnd, Ze problém, jak jednat s tFetice, neni vibec dilefity;
mdm v dmysly vdm ukdzal, ze dileZily je.

T¥elii tvoi podmnoZinu matemalikou posedlych bldznid, kierd je ovSem pod-
mnoZinou vSech bldznd. ...
To jsou potateéni véty élanku Co délat, kdyi se objevi tielic, ktery vysel pred
lety v Pokrocich matematiky, fyziky a astronomie {viz [18]).

Tretitd & trisektori v posledni dobé znaéné pfibylo; déleni v poméru 1 : 2
se uskutednilo, nikoli viak pravitkem a kruzitkem. Kdyby se tak tfetiti vyzivali
v tom, Ze doma oprasuji sviij trisektorovy nabytek!
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Vratme se viak k matematice. Jeji krasa je 1 v tom, Ze vyfeseni problému
pFinaidi nové problémy, nové pohledy a novou motivacit. Tak tomu ostatné je i
s proshulymi problémy starovéku, kterym jsme v tomto pojednani vénovali ta-
kovou pozornost. Vainésim zdjemciim o tyto otazky doporucujeme dva élanky
7 Pokrokid matematiky, fyziky a astronomie: Kvadretura kruhu ve dvacdiém
stoleti a Madarsky matematik rozfesil kvadraturu krubu (viz [12], [76]).

ZAvéredna poznamka

Toto pojednani nazvané Hrdinsky vék fecké matemaliky vzaniklo podstatnym
rozéifenim stejnojmenné pfednasky, kterou mél autor v srpnu 1993 na 1. semi-
ndr1 z historie matemaliky v Jevicku. Presto zdaleka nezahrnuje vsechny vy-
znamné vysledky, které do fecké matematiky 6. — 4. stol. pf. Kr. patii {chapani
nekoneéna, problémy souvisejici se spojitosti, exhaustivni metoda, Eudoxova
tecrie proporel, zkouman{ iracionality, vliv Platéna a Aristotela na dalsi vyvo]
maternatiky atd.).

Nezbyva nei doufat, 7e Ctenafi toto pojednani pfinese alespofi £ast inte-
lektudlniho potéseni, které {ivahy o fecké matematice poskytly autorovi pfi
pripravé pfednasek pro seminaf v Jevicku a p#il sepisovani téchto odstavel.
Autor se snad k této problematice v dohledné dobé vrati, at uz pfi pfipravé
pfednasek nebo pfi sepisovani dali ¢asti tohoto pojednani.

Za peclive narysovdnt obrdzkd autor dékuje dr. Alené Sareunové, CSe.
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Pythagoras

Byl pak tu mu%, jenZ ze Samu pochézel, prehl viak z ného
pred pény, tyranskou viddu mél v z43ti a z vlastni své vile
vyhnancem byl. Ten muz aZ k bohim pronikl v duchu,
vzdalenym v konéinich nebes, a postiehl duSevnim zrakem
véechno, co lidskym oéim kdy pfiroda vzala a skryla.
Kdyi pak prozkoumal vie svou bdélou praci a duchem,
predkladal vefejné nauku svou a micicim Zakim,
¥asnoucim nad jeho slovy, rad vykladal velkého svéta
poiatky, piiciny vieho, a uéil, co to je bozstvo,

co jest pFiroda, odkud je blesk a z £eho jsou snéhy,

zdali snad rozraii vitr & Jupiter oblaka hrmici,

core to otfasa zemi, dle Jakého zdkona hvézdy

krouzi, i vde, co skryto. On prvni zavrhl pfisné

predkladat na stiil maso, a prvni oteviel Usta

k takovym moudrym sloviim, aé nedodla bohuzel viry:

Lidé, hifsnym jidlem se varujte poskvriiovati
téla! Obilf mate a ovoce, které svou tihou
sklani haluze k zemi, a na révé nalité hrozny;
mate i rostliny sladké a takové, které se mohou
zjemnit a zmékéit v ohni; a nikdo vAm mlééného moku
nebere, nebere med, jenZ voni matefidouskou.
Hy¥ivé dava zemé jak bohatstvi, tak také pokrm
lahodny, dava co jisti, a bez vrazdy, proliti krve.
Masem ukaji hlad jen zvéF, a jestd ne viechna!®

---------------------

Publius Ovidius Naso: Promény, prelozil F. Stiebitz
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....................

... prichdzi Melon s veltkgmi hdlkami, rozmanilé upravenymsi.
Meton
J4 prichazim —
Pisthetairos
Ha, tu je novy chlap! Co tady checes? Kam mifi zamér tvi)7? Co zamyslig?
Naé jdes tak vyzbrojen?
Meton

Chel rozméfiti vzduch a rozdéliti jej na ulice.

Pisthetairos
Bozi! Kdopak jsi?
Meton
urafend

Kdo jsem? Jsem geometr Meton pfec, a znd mé s Kocourkovem cely svét!

Pisthetairos

A co to neses?

Meton
Na vzduch méfitka. Hle, vzduch se vieobecné podoba poklopu na syr. Tedy
piiloZim to pravitko zde k obvodu a shora zasadim to kruZitko — nu, rozumis
mi?
Pisthetairos

Certa rozumim!

Meton
Pak pfiloZim to piimé méfitko, by vznikly v kruhu &tyfi vyseie, a v stfedu
umistime namést{, tam viechny tfidy pfimo povedou jak k svému centru - asi
Jako z hvézd, jeZ jsou pfec koule, pfimo paprsky se rozbihaji z centra na stranu.
Pisthetairos

Mij boze, novy Thales! — Metone!

Meton
Co jest?
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Pisthetairos
Ja smyslim s tebou dobfe: jdi, af uZ jsi v prachu - poslechni mych slov!

Meton
posira§ené
Co se tu dé&je?
Pisthetairos

Jako ve Sparté je tady na cizince honicka; jsou mozky vzruleny a po mésté
tu fddi vypraskové ndkaza.

Meton
CoZ je tu vzboufeni?
Pisthetairos
To ne, bih chrai!
Meton
Tak &tm to pfijde -
Pisthetairos

Lid se usnesl, Ze vSechny podvodniky utluce.
Meton
To ja se ztratim —
Pisthetairos
Ano, neni-li uz pozds.
Bije ho bidem.
Hle, uz jde ta ndkaza -
Meton
prchaje
J& nestastnik! Au!
Pisthetairos
Nefek’ jsemt ti to uZ davno? Jen se odtud rysuj pryé!

.....................

Aristofanés: Ptdci, pFeloZi] F. Stiebitz
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Kresleni prasatek se zavienyma oéima, které zavedla o jednom masopustnim
vefery sama nejvy&S mista a jei od té doby bylo hojué péstovano, vyvinalo
se v geometricka cviceni trpélivosti, na néz Casem vynakladal své duchovni
sily vSichni hosté na Berghofu a jimz ndlezely 1 posiedni myélenky a projevy
energie urnirajicich. Po tydny a tydny Zil cely Gstav ve znameni sloZité figury,
ktera se skladala aspon z osmi velkych a malych kruhii a nékolika protinajicich
se trojithelniki. Hosté mali mnochotvarny ploény Gtvar nakreslit jednim tahem;
nejvy$si metou viak bylo dokdzat to s ofima pevné zavdzanyma — a to se poda-
filo, zamhousime-li o€l nad nepatrnymi nedokonalostmi, jen statnimu zastupci
Paravantovi, ktery byl hlavnim pFedstavitelern této scestné diavtipnosti.

Vime, #e propad}! tnatematice, vime to od samého dvorniho rady a zname
Laké umraviujici pruZiny t1éto vasiné, nebot jsme slySeli velebit jeji zchlazujici
aéinky, které otupovaly télesné zdadosti; kdyby bylo vice lidi nasledovalo tohoto
piikladu, byla by byvala patrné zbyteénd nekierd opatfeni, jeZ musila sprava
sanatoria v posledni dobé ucinit. Tato opatreni zaleZela v tom, ze viechny
priichody mezi balkény byly uzavieny dvifky, nebot pfepazka z miééného skla
mezi nimi nesahala az k zabradii; dvifka zamykal na noc lazensky a v&ichni se
tomu poiklebovall, Od té doby tésily se velké oblibé pokoje v prvnim poschodi
nad verandouw, kde se dala pfelézt balustrada, po preénivajict skienéné strede
obejit dvirka a dostat se z oddéleni do oddéleni. Kdyby &lo jen o statniho
zastupce, nemusila byt tato diseipindrni novinka vibec zavadéna. Paravant ug
diavno zdolal tézké pokuseni, kterému byl vystaven zjevemn egyptské Fatmy, a
to byla posledni Zena. jez vzbureovala jeho pfirozené sklony. § dvojndsobnym
zanicenim vrhal se¢ od ¢ doby do narnél jasncoké bohyné, o jejiz uklidiu)ick
mocl dvorni rada doved! prondst takova mravni ponauceni, a stejnou vytrvalost
a sportovni houzevnalost, se kleron dfive —-~ pred svou tak casto prodiuzevanou
dovolenon, z niz se hrozil stat tevaly odpoéinek — usvédéoval ubohé hfisniky,
vynakliadal ted na probléiu, jetnuz ve due v noci patrilo véechino jeho premysient,
a tento problém nebyl nic jiného nez kvadratura kruhu.

Tento z kole)i vysinuty dfednik nabyl pFi svych studiich pfesvédéeni, Ze ditka-
zy, jimiz véda doveozuje nemoinost takové konstrukee, neobstoji a ze planujici
prozieteinost vyvedia pravé jeho, Paravanta, ze svéta smrtelniki tam dole a
pfivedia ho sem, protoze ho vyvolila, aby tento transcendentni cil pFenes] do
sféry, kde je mozno dosahinont ho s presnosti, jaka je na svété vithec moina.
Takové to s nim bylo. Kreslil kruhy a poéital, kudy chodil, pokryval hroma-
dy papiru obrazci, pismeny, éisticemni a algebraickymi symboly a jeho opaleny
oblite), oblide] nuze napohled skrznaskrz zdravého, mél vizionarsky a zaryty
vyraz mantaka.
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Mluvil vyhradné a strasné jednotvdrné o pomérném ¢&isle 7, o tomto za-
traceném zlomku, ktery Zacharias Dase, obdafeny nicotnym nadanim poditat
zpaméti, jednoho dne vypocet] na dvé sté desetinnych mist — bylo to doce-
la zbyteéné, protoZe ani dvéma tisici desetinnych mist by se nebyl pribliZil
nedosaZitelné pfesnosti tak, aby se dalo Ficl, Ze se presnost zvétSila. Vsichni-
prchali pfed utyranym myslitelem, nebot kdyZ se mu podarilo nékoho zadrzet,
na toho se snesl Zhavy proud jeho Feéi, ktery v ném mél vzbhudit pocit hanby
nad tim, jak je lidsky duch potfisnén zoufalou iracionalitou tohoto mystického
vztahu. Neplodnost vééného nasoben{ priméru &islem », aby vypocetl obsah
étverce nad polomérem a plochu kruhu, zpiscbila, ze statni navladni propadal
pochybnostem, zda st snad lidstvo vyfesen{ tohoto problému od dob Archi-
medovych pfili$ neztizilo a zda snad Fedeni neni ve skuteénosti détsky prosté.
Jakze, coZ nelze z kruZnice udélat pfimku a kaZdou pitmku zase ohnout v kruz-
nici? Nekdy si Paravant myslil, ze je blizek odhaleni. Casto vysedal jesté pozdé
vecer v opusténé a Spatné osvétlené jidelné u stolu, z néhof stidhl ubrus, a na
holé desce usilovné utvarel z tkanice kruh a pak jej prudkym pohybem natahl
do pfimky, potom viak opét sedél s hlavou v dlanich a oddaval se trpkému
premitani. Dvorni rada ho tu a tam v této trudnomysiné hie podporoval a
vilbec ho v tomto jeho konicku povzbuzoval. Také k Hansi Castorpovi prisel
tento trpitel jednou se svym zamilovanym souzenim, a pak k nému prichézel
castéji, protoie u ného nadel hodné pfitelského pochopeni a citlivé afasti pro
tajemstvi kruhu. Znazornoval mladému muzi zoufalé x, ukazuje mu presny na-
kres, na kterém byla nejvy$ pracné nakreslena kruiZnice, jeZz byla vedena tak
tésné, jak jen je v lidskych sildch, mezl dvéma mnohotthelntky o nesmirném:
poctu drobounkych stran, 2z nich? jeden byl kruznici vepsan a druhy opsan. To,
co zbyva, to zakfiveni, které unika racionilnimu zachyceni ve vypoétu — to
Je pravé =, fekl statni zdstupce a chvéla se mu pii tormn brada! Hans Castorp
pfi viemn pochopeni nedoved! se tolik pro 7 nadchnout jako statni zastupce.
Rikal, Ze je to 3askovina, radil panu Paravantovi, aby se pii té své honiéce moc
neuhfil, a hovofil o neprodluiitelnych bodech obratu, z nichz se sklada kruh
od svého neexistujictho zafdtku do svého neexistujiciho konce, 1 o nezfizené
melancholii, kterd tkvi ve véenosti, jez nbihd sama v sobé bez trvalého sméru
s takovou odevzdanou niboZnosti, Ze aspoli nadas méla na stétniho zéstupce
uklidiugici viiv.

Thomas Mann: Kouzelny vrch, prelozili J. Fuéikova, B. a P. Levitovi
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,Johne “ zapFisahala ho Anna, ,nech uz toho podmésli! Rozpaluje té& jenom
do neptifetnosti. Z toho rikdy nic kloudného nevzeslo.”

LInu, holka,” zasmaAl se trpce hospod4f s hlavou opét ve dzbanu, ,co na tom,
jesth se rozpalim do nepficetnosti!®

LAch, Johne, mél by sis radsi &ist v Knize knih neZ drsné proklinat! Tu mas,
tatinku, &i si —“ a podala mu z policky ohmatany Cerny svazek. Enderby se
na okamiik odmicel drze svazek v ruce. On ani jeho Zena nechodivali v prvni
tiidé obecné do naboZenstvi, aviak prvotfidni laickd vychova, }iZ se hospoddh
dostalo, mu za to byla dobrou néhradou.

.Tu mas tu knithu!® fekla Anna. ,Cti si, Johne, v této hodiné zdrmutku, to
té utesite

Hospodaf }i vzal z ruky ehmatany vytisk Euklidovych Zdkladi a odloZiv se
zboZnou tetou klobouk, precetl nahlas: ,,Uhly pfi zdkladné rovnoramenného
trojihelnika jsou st rovné, a kdybychom sestrojili obé ramena, hle, 1 ona budou
rovna jedno druhému

Hospodaf odlozil knihu.
,Neni to nic platné, Anno. Nemiizu dneska néjak ¢ist ta slova slov.®

Povstal, dovravoral ke dzbanu s podmdéslim, a neZ mu Zena mohla zadriet
rukn, vyprazdnil obsah do posledni kripéje.

Pak ztézka kies] na 71dli.

Sosnova polena v krbu znovu zaplapolala. Podmadsli kolovalo z ruky do ruky.
William t Henry znovu vypraveli o svych dobrodruzstvich. Zasklenymi dvefmi
vpadl paprsek bozihodového jitra.

LInu, synkové moji,“ ekl John Enderby, ,od nynéjska se vidycky drime
pitmé cesty! Jak to stoji v Knize knih: PFimé fara je takova Cara, kterd se
tahne rovné mezt ob&ma svymi krajnimi body.”

Stephen Leacock: Literdrni poklesky, pfelozil F. Vrba



