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Kapitola 1
Uvod

Mnoho stolnich her vyuziva prvku nahody, ktery se vytvari rtiznymi jedno-
duchymi generatory cisel. Zpravidla se k tomuto acelu pouzivaji pravidelné mno-
hostény, mezi které patii pravidelny Ctyfstén, Sestistén, osmistén, dvanactistén
a dvacetistén. Ne vSechny vsak maji vhodné vlastnosti. Cty¥stén se tézko otaci,
dvanactistén a dvacetistén maji zbytecné mnoho stran. Zbyla dvé télesa jsou na
kou vyhodu navic — je jednoduchéa na vyrobu, a proto se také nejvice rozsirila, jak
pise M. Gardner [6]. V nékterych hréch se vyuzivaji i nepravidelné mnohostény,
pfi¢emz nejcastéji se jednd o desetistén (napf. ve hie Dungeons & Dragons, jejiz
souésti jsou i vSechny pravidelné mnohostény (obr. [1.1)).

Obrazek 1.2: Staroveka egyptska kostka

Diky archeologickym naleziim vime, Ze se hraci kostky pouzivaly jiz v dobé
pred 40 tisici lety. Nejprve se jednalo o pfirodni nepravidelné predméty, napriklad
o hlezenni kosti kopytniki (proto se dodnes ika kostka), které mohly po dopadu
zaujmout jednu ze ¢tyt ruznych poloh. Pozdéjsi verze kostek (podobné uz tém



dnesnim (obr. ) se od sebe lisily velikosti, materidlem, z kterého byly vyro-
beny, i zpiisobem, jakym na nich byly umistény cifry. Dnes je zvykem nejprve
pritadit cifry 1, 2, 3 tfem navzajem sousedicim sténam, a to proti sméru pohybu
hodinovych ruéicek (obr. , a poté doplnit cifry 4, 5, 6 tak, aby soucet ¢isel na

protilehlych sténéach byl vzdy 7.

Obréazek 1.3: Umisténi d&isel na kostce

My se v dalsich kapitolach budeme zabyvat sadami kostek s nékterymi pre-
kvapivymi vlastnostmi.

Pravdépodobné nejznaméjsi z nich jsou tzv. netranzitivni sady, kterym je
vénovana prvni c¢ast kapitoly 2. Jde o sady, kde ke kazdé kostce existuje jina
kostce.

V dalsi casti kapitoly 2 se zabyvame tzv. Lake Wobegon sadami, ve kterych
na kazdé kostce padne ve vice jak poloviné pripadi ¢islo vyssi nez prameér sady
v daném hodu.

Prestoze netranzitivni a Lake Wobegon sady maji na prvni pohled podobné
vlastnosti, na konci kapitoly 2 ukazeme, Ze ani jedna z vlastnosti neimplikuje
druhou.

V kapitole 3 ukazeme, Ze existuji sady kostek (ne nutné Sestisténnych) s ne-
standardnim ocislovanim, které vsak davaji stejné soucty se stejnymi pravdépo-
dobnostmi jako klasické sady.

Kapitola 2 vyuziva pouze zakladi teorie pravdépodobnosti, a proto by méla
o teorii cyklotomickych polynomt, nicméné vSechny pojmy a vlastnosti jsou zde
sepsany a vysvétleny, takze nejsou potfeba zadné predbézné znalosti.

Prace je pfedevsim piehledem existujicich vysledki ze zahranic¢ni literatury
(zejména Casopiseckych ¢lanki), kterd je na patiiénych mistech citovana. V pu-
vodnich ¢lancich vsak byly nékteré casti obtizné srozumitelné a dikazy pouze
naznacené. Nasim dalsim cilem proto bylo sepsat vSe v co nejsrozumitelnéjsi po-
dobé.



Kapitola 2

Netranzitivni a Lake Wobegon
sady

2.1 Netranzitivni sady

V této podkapitole se budeme zabyvat kostkami s libovolnym poctem stén,
které jsou ohodnoceny nezapornymi celymi ¢isly.

Definice 1 (dominance kostky). Mé&jme dvé kostky K, a Ko. Rekneme, Ze kostka
K, dominuje kostce Ko, jestliZe na ni s pravdépodobnosti vétsi nez % padne cislo
vetsi nez na kostce K.

Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze dominance je tranzitivni vlastnost.
Tedy jestlize kostka K7 dominuje kostce K5 a kostka Ky dominuje kostce K3, pak
kostka K dominuje kostce K3. Dale si ale ukdzeme, Ze toto nemusi byt nutné
pravda. Pro zacatek si uvedeme nékolik dalsich definic.

Definice 2 (netranzitivni sada kostek). Rekneme, Ze sada n kostek je netranzi-
tivni, pokud lze kostky uspordadat tak, Ze pro kazdé i € {1,2, ...,n — 1} plati, Ze
K; dominwje K; 11 a zaroven K, dominuje K.

Definice 3 (mira dominance kostky). Mira dominance kostky K, nad kost-

vvvvv

na kostce K; 1. Tuto hodnotu budeme znacit P;.

Definice 4 (mira dominance sady kostek). O mife dominance sady kostek bu-
deme mluvit, pokud budou mit vsechny kostky v sadé stejnou miru dominance.
Tuto hodnotu budeme znacit P.

Jak uvadi Richard A. Epstein [3], prvni netranzitivni sady Sestisténnych kostek
objevil Bradley Efron (tab. 2.1H2.3). Zndméjsimi se staly diky Martinu Gardne-
rovi, ktery o nich psal v prosincovém vydani ¢asopisu Scientific American z roku
1970. Pozdéji byly nalezeny dalsi priklady, a to nejen se Sestisténnymi kostkami

(tab. [2.4).

Pozndmka 5. Na prvnim prikladu si ukazeme, jak se poc¢ita mira dominance jedné
kostky nad druhou. Protoze uvazujeme sestisténné kostky, mame celkem 6-6 = 36
dvojic ¢isel, které mohou padnout. Na prvni pozici vzdy uvadime ¢islo z prvni
kostky, na druhé pozici ¢islo z druhé kostky. Pravdépodobnost, Ze na kostce A
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K, 0 0 4 4 4 4

Ko 3 3 3 3 3 3

K, 2 2 2 2 6 6

K, 1 1 1 5 5 5
p=2

Tabulka 2.1: Efron 1 [7]

padne ¢islo vétsi nez na kostce B, se pocita jako podil, kde v citateli je pocet
dvojic, ve kterych je ¢islo na prvni pozici vyssi nez ¢islo na druhé pozici, a ve
jmenovateli je pocet vSech dvojic, které mohou padnout. V nasem konkrétnim
pripadé pocitame nasledovné:

e Cislo 4 je vyssi nez 3 a kombinace téchto ¢isel se ndm objevila ve 4 - 6 =
= 24 pripadech (na kostce K, je ¢islo 4 ¢tytikrat a na kostce K je ¢islo 3

Sestkrat). Pro Py tedy plati P, = 3¢ = 2.

e Cislo 3 je vyssi nez 2 a kombinace téchto ¢isel se ndm objevila v 6 - 4 =
= 24 ptipadech (na kostce K, je ¢islo 3 Sestkrat a na kostce K3 je ¢islo 2

dtyfikrat). Pro P tedy plati P, = 25 = 2.

e Cislo 2 je vyssi nez 1 a kombinace téchto ¢isel se ndm objevila ve 4 - 3 =
= 12 ptipadech (na kostce K3 je ¢islo 2 ¢tyfikrat a na kostce Ky je ¢islo 1
¢tyiikrat). Cislo 6 je vyssinez 115 a kombinace téchto ¢isel se nAm objevila
ve 2- (34 3) = 12 pripadech (na kostce K3 je ¢islo 6 dvakrat a na kostce K,
jsou ¢isla 1 a 5 dohromady Sestkrat). Pro Ps tedy plati Py = $2H2 = 2

36 3°

e Cislo 1 je vyssi nez 0 a kombinace téchto ¢isel se nam objevila v 3 -2 =
= 6 pripadech (na kostce K, je ¢islo 1 tfikrat a na kostce K; je ¢islo 0
dvakrat). Cislo 5 je vy$si nez 0 i 4 a kombinace téchto ¢isel se ndm objevila
v 3-(2+4) = 18 ptipadech (na kostce Ky je ¢islo 5 tiikrat a na kostce K

6+18 _ 2

jsou ¢isla 0 a 4 dohromady Sestkrat). Pro P, tedy plati P, = *3:° = .

Protoze P, = P, = Py = P, = %, plati podle definice [4| (mira dominance sady

_ 2
kostek) P = .

K 0 1 7 8 8 8
K, ) ) 6 6 6 6
K3 4 4 4 4 12 12
Ky 2 3 3 9 10 11
2
P - 3

Tabulka 2.2: Efron 2 [7]

Pozndmka 6. Podivame-li se na hodnoty miry dominance sady kostek v jednot-
livych ptikladech, mohlo by nés zajimat, jaké nejvyssi mohou byt. Podle [7] jiz
Bradley Efron uvedl, Ze pro 4 kostky jsou to maximalné % a s rostoucim poctem
kostek v sadé se tato hodnota limitné blizi %.

Dale by se nabizela otazka, zda existuje néjaky obecny postup, jak konstruovat

netranzitivni sady, ale v prostudované literatute jsme na zadny takovy nenarazili.



K, 0 1 7 8 8 9

Ky ) ) 6 6 7 7

K3 3 4 4 ) 11 12

Ky 1 2 3 9 10 11
p=1

Tabulka 2.3: Efron 3 [7]

K, 1 5) 9

K, 3 4 8

K3 2 6 7
p=3

Tabulka 2.4: Tenney & Foster [11]

Netranzitivni sady kostek jsou jen jednim ze zastupcti netranzitivnich para-
doxii. Nejrozsiten€jsim netranzitivnim paradoxem je znama hra ,stfihani“, jinak
nazyvana kamen—ntzky—papir. Tato hra je pfimo zalozena na tom, ze kazda véc
muze byt jednou ze zbyvajicich porazena, zatimco tu druhou porazi. ,,Stiithani®
pochazi zfejmé z Japonska a mé i riizné obdoby. Z poslednich let asi nejznamé;jsi
je rozsitena verze Rock—Paper—Scissors—Lizard—Spock (obr. .

Obrazek 2.1: Diagram ke hie Rock—Paper—Scissors—Lizard—Spock

Dalsi jev pattici do této skupiny je volebni paradox, ktery byl zaznamenan
v 18. stoleti francouzskym matematikem a filozofem Nicolasem de Condorcetem.
Reknéme, Ze ve volbach soupeii tii kandidati A, B, C o hlasy t¥i voli¢t, jejichz
preference udava tabulka [2.5 Z ni vidime, Ze vétSina (1. a 3.voli¢) preferuje
kandidata A pied B. Z dvojice B a C by zvitézil kandidat B. Z téchto vysledkt
bychom tedy cekali, ze z kandidat A a C zvitézi prvni zminény, avsak z tabulky
je jasné, ze by zvitézil kandidat C. Neexistuje tedy zadny absolutni vitéz a vznika
nam tu netranzitivni paradox.



voli¢ 1 | voli¢ 2 | voli¢ 3
1. misto A B C
2. misto B C A
3. misto C A B

Tabulka 2.5: Volebni preference [10]



2.2 Lake Wobegon sady

Cela tato podkapitola vychézi z ¢lanku J. Moraledy a D. G. Storka [§]. V pfed-
chozi c¢asti jsme si ukazali netranzitivni sady kostek, kde kazda kostka dominuje
jiné kostce a ke kazdé kostce najdeme dalsi, ktera ji dominuje. Porovnavali jsme
tedy vzdy pouze dvé kostky. Nyni nam ale ptjde o sady kostek, kde je kazda
kostka v jistém smyslu lepsi, nez prumér vSech kostek v sadé. Autori ¢lanku
proto tyto sady pojmenovali ,,Lake Wobegon® a sami tento nazev vysvétluji:
,Rikdme témto kostkdm Lake Wobegon na pocest déti ze smysleného mésta
v Minnesoté, kde jsou podle autora Garrisona Keilorra vSechny zeny silné, vSichni
muzi krasni a vSechny déti nadprimeérné.

My budeme dale ¢asto pouzivat pouze zkratku LW.

Cisla na sténach kostek budeme uvazovat jen piirozens. V kazdém hodu ozna-
¢ime jako X; cislo, které padlo na kostce K; v daném hodu, A pramér sady v da-
ném hodu (tedy A = 37" | X;) a E; rozdil hodnot X; a A (E; = X;—5: >0 X)),

Definice 7 (LW dominance kostky). Méjme sadun kostek a nechti € {1, ..., n}.
Rozdilu pravdépodobnosti, Ze na kostce K; padne cislo vétsi, neZ je primer sady
v daném hodu, a pravdépodobnosti, Ze na kostce K; padne cislo mensi, nez je
prumeér sady v daném hodu, budeme Tikat LW dominance kostky K; a budeme
ho znacit D;. LW dominanci kostky lze tedy vyjadrit vzorcem

D; = P|E; > 0] — P[E; < 0]. (2.1)

Definice 8 (LW dominance sady kostek). LW dominance sady kostek je rovna
LW dominanci neymené dominantni kostky v sade a znaci se D. Pro sadun kostek
plati tedy rovnost D = min;eq1 2, ny D;.

Definice 9 (LW sada). Sadu kostek nazveme LW sadou, jestlize md kladnou
LW dominanci (tedy D > 0).

Z definice [9] (LW sada) vyplyvd, ze v LW sadé maji viechny kostky vyssi
pravdépodobnost, ze prehodi primér v daném hodu, nez ze na nich padne mensi
¢islo, nez je prumér sady v daném hodu.

K, 1 2 2
K, 1 9 2
Ky 1 2 9
2
D=5

Tabulka 2.6: Lake Wobegon sada [§]

Priklad 10. V tabulce mame ukazku LW sady ti{ kostek se tfemi sténami.
Na tomto prikladu si ukazeme, jak se spocita hodnota D.

V tabulce [2.7|uvadime vSech 27 moznych hodi, pficemz v prvnich trech sloup-
cich jsou hodnoty, které v daném hodu padly na kostkach K, Ky, K3, ve ¢tvrtém
sloupci je hodnota A a v poslednich trech sloupcich hodnoty E;, Es a E3. Pro
prehlednost jsou stejné hodnoty na jedné kostce odliSeny carkami.
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Tabulka 2.7: Vypocet dominance LW sady

Protoze jsou vsSechny kostky stejné, plati D; = Dy = D3 = D. Staci proto
spocitat libovolnou hodnotu D;, i € {1, 2, 3} a rovnou tim ziskdme hodnotu D,
ktera bude s D; shodna. Zvolme tedy napt. : = 1. Vidime, ze E; je v deviti
pripadech rovno 0, v osmi mensi nez 0 a v deseti vétsi nez 0 a vSech pripadi
dohromady je 27.

LW dominanci kostky K, a tedy LW dominanci sady, lze nyni jiz jednoduse
dopoditat podle vzorecku (2.1): D = Dy = &2 — & = 2 > 0. Tim jsme overili, Ze
se skutecné jedna o LW sadu.



Véta 11 (Hranice optima). LW dominance sady n kostek je rovna nejvyse hod-
noté "2,

Dikaz. Jestlize s; je pocet stén i-té kostky, pak celkovy pocet moznosti, které
pri hodu vSemi n kostkami mohou nastat, je N = s;---s,. Pro dominance jed-
notlivych kostek pak plati

a1 — bl ap — bn

D1: N a"'?Dn: )

kde a;, resp. b; je pocet moznosti, kdy i-ta kostka je nad, resp. pod primeérem
sady.

Predstavme si, ze postupné probirame vSech N moznosti. Kazda kostka, ktera
je v .daném hodu nad primeérem, prispéje do prislusného citatele hodnotou 1,
zatimco kostka, kterd je pod prumeérem, prispéje do prislusného citatele hodno-
tou —1. Chceme dosahnout toho, aby po probrani vsech piipadi bylo minimum
ze vsech citatell co nejvétsi.

Reknéme, Ze jsme béhem tohoto procesu rozdélili jisty pocet jednicek a minus
jednicek. Nejmensi z Citateld urcité neprevysi prumeér vSech citateld, v optimalnim
pripadé budou vsechny citatele stejné a jejich minimum bude rovno primeéru vsech
citateli.

Jak dosédhnout toho, aby primér citateld byl co nejvétsi? Vrafme se opét
k probirani vSech N moznosti. Pokud by v nékterém pripadé padly na vsech
kostkach stejné hodnoty, pak se citatele nezméni. Jinak musi byt aspon jedna
kostka pod primeérem a aspon jedna nad prumeérem sady. Aby se soucet Citatelt
v kazdém kroku co nejvice zvétsil, bude nejlepsi, kdyz v kazdém pripadé bude
pravé n — 1 kostek nad primeérem sady a pravé jedna kostka pod primeérem
sady. Po skonceni procesu pak budou vsechny citatele stejné prave tehdy, kdyz
kazda kostka bude pod primérem stejné casto, tj. s pravdépodobnosti % Vsechny
kostky pak budou mit LW dominanci

n—1 1 n—2

Di: - ,'E 1,...7 .
—=ie{l...n)

3

Definice 12 (optiméalni LW sada). Rekneme, Ze LW sada n kostek je optimalni,
jestlize pro ni plati D = "T_Q

Pozndamka 13. Nasledujici véta ukazuje, ze optimalni sady kostek skutecné exis-
tuji. Sady budeme popisovat tak, ze pro kazdou kostku uvedeme vycet hodnot na
sténach kostky spolecné s pravdépodobnostmi, ze dané hodnoty padnou. Pro jed-
nodussi pochopenti si ukdzeme, jak by v tomto zapisu vypadala sada z tabulky [2.6}

K {1 (%)7 2 (%)}:
KQ . {1 (%)7 2 (%)}7
K {1 (3), 2 ()t

Véta 14 (Existence optima). Mé&jme n > 3 a oznaéme ppa, = 1+ n(n — 1)"72
Potom sada kostek

10



Kl N {pmaw - 1
KQ N {pma:v (%
K3 N {pmax (%

(D},
)7 Pmaz — T (%)}7
)7 Pmaz — n(n - 1) (%)}’

Ko {pmar (52, Pz =l = 1072 ()},

Kn : {pmam (%)7 Pmaz — n(” - 1)n—2 (%)}
je optimdlni LW sada.

Dukaz. Ve vété (11| (o hranici optima) jsme si dokézali, ze sada kostek je LW opti-
malni, pokud pro kazdou kostku plati, Ze na ni s pravdépodobnosti % padne cislo
mensi, nez je prumeér sady v daném hodu, a ve vSech ostatnich pripadech na ni
padne cislo vétsi, nez je pramér sady.

Nejprve ukazeme, ze pokud v libovolném hodu padne nejmensi ¢islo na
kostce K;, pak vSechny ostatni kostky maji hodnoty nad primérem sady v daném
hodu. Postup rozdélime na nékolik pripadi.

e Nejprve uvazujme situaci, kdy ¢« > 3. Pak na kazdé Ki, k > ¢ padne p,az,
nebot druhéd hodnota na téchto kostkach je mensi nez hodnota, ktera padla
na kostce K;, a ta ma byt minimalni, a na kazdé K, k£ < ¢ mize padnout
cokoliv.

Piedpokladejme déle, Ze druhd nejmensi hodnota padne na kostce K.

— Necht nejprve 1 < j < i. UkaZeme si, Ze ¢islo, které padlo na kostce K,
je vyssi nez primér sady v daném hodu, a tedy vsechny kostky kromeé
K; jsou nad primérem sady v daném hodu.

V nejhorsim piipadé se miiZe stat, Ze na vSech kostkach kromé K; a Kj

vvvvv

A= H(Pnar = 1) + (Pra = 11 = 1772) 4 (pruaz = nln = 1))+
+(n - 3)pmax] = Pmax — (TL - 1)j_2 — (n — 1)i_2 1
B = X;— A= [z (= 1~2]~[paa —(n— 12 —(n— 1y~ 1] =

=—(n—-17"1+n-1)2+L>1>0

— Necht j =1, ¢ > 3. Potom

11



e Necht i = 2. Potom nutné j = 1, a tedy

A= %[(pmam - 1) + (pma:c - TL) + (TL - 2)pmaz] = Pmaz — 1- %7

EJ:XJ—A:(pmam—l)—<pmaz—1—%):l>0

n

e Konecné nechf ¢ = 1. Potom na vSech kostkdch kromé K; padne pqz,
a tedy

A= %[(pmax - ]-) + (n - 1)pmax] = Pmaz — %7
Ek:Xk_A:pmax_(pmax_%)z%>O; 1<k§n
Vidime tedy, Ze hodnota X; na kostce K; je pod primérem sady, prave kdyz

na K; padne v daném hodu nejmensi ¢islo. Vypocet pravdépodobnosti, Ze se tak
stane, musime rozdélit do dvou ptipadi.

e Necht nejprve i > 1, potom

P[X; = Pmaz —n(n = 1) Xit1 = Prmazs - - - Xn = Pmaz] = 705 -t = +.
e Nyni necht i = 1, potom

P[X1 = Pmas — 1.X2 = Prmazs - - - X = Pmaa) = 135 2 = L,

Sada je tedy LW optimalni.

Pozndmka 15. Pro dalsi ucely bude vhodné zavést znaceni. Necht tedy n znadci

vvvvv

na sténach kostek.

Lemma 16 (Nejmensi hodnota p). Méjme n > 3 libovolné. Kazdd optimdlni
LW sada splriuje nerovnost

P> Prge = 1 +n(n—1)""2 (2.2)

Dikaz. Dukaz lemmatu lze najit v ¢lanku [8].

3

Poznamka 17. V tabulce 2.8 uvadime priklad optimélni LW sady sestavené podle
znéni véty (14| (o existenci optima) pro n = 3. Objevuji se ndm tu 4 rizné kom-
binace ¢isel, které mohou padnout v jednotlivych hodech. Konkrétné {6,4,1} ve
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36 pripadech, {6,7,1} ve 36 ptipadech, {6,4,7} v 72 ptipadech a {6,7,7} v 72 pfipa-
dech. Odsud dostavame nasledujici hodnoty LW dominanci jednotlivych kostek:

oo 36436472 72 72 1
e 216 216 216 3’
5o 36436472 72 72 1
2 216 216 216 3’
D _ 12472 36436 _ 72 1
57 916 216 216 3’

1
D1:D2:D3:D = .

Protozen =3 a D = ”T’z, ovérili jsme, Ze se skutecné jedna o optimalni LW sadu.

Ky 6 6 6 6 6 6

Ky 4 4 4 7 7 7

K; 1 1 7 7 7 7
D=1

Tabulka 2.8: Optimélni Lake Wobegon sada [§]

Na zavér si ukazeme, ze sada z tabulky [2.8 ma t¥i zajimavé minimalni vlastnosti:

Tvrzeni 18 (Vlastnost 1). Zddnd sada s n kostkami, kde n < 3, neni LW sadou.

Dikaz.

e Necht n = 1. Potom F; = 0 vzdy, a tedy D = D; = 0. Jedna kostka tedy
netvori LW sadu.

e Necht n = 2. Potom mohou nastat 2 pfipady:

— Na kostkach padne stejné cislo, a tedy £; = Ey = 0.

— Na kostkach padnou rizna c¢isla. Pak plati tyto ekvivalence:
Fi>0 Fy<0 a Ei<0& Ey>0.
Proto dale plati
P(Ey >0)=P(FEy;<0) a P(E,<0)=P(Fy>0),
Dy =P(FE;>0)— P(E; <0)=P(FEy;<0)— P(Ey >0) =—Ds.
Konetné D = min{Dsy, — Dy}, a tedy D < 0.
Dveé kostky tedy také netvori LW sadu.

3

Tvrzeni 19 (Vlastnost 2). Mdme-li optimdini LW sadu kostek s nejvyssim ¢is-
lem p, pakp > 7.

13



Diikaz. 7 predchoziho tvrzeni (o vlastnosti 1) vime, ze n > 3. Dale ze
vzorce v lemmatu (o nejmensi hodnoté p) vime, Ze p musi spliiovat
nerovnost p > 1+ n(n — 1)"72.
Odsud plyne

p>1+3B-1P2=1+3-2'=7.

3

Tvrzeni 20 (Vlastnost 3). Mdme-li optimdlni LW sadu tii kostek, kde kaZdd
z mich ma prdvé s stén, pak s > 6.

Diikaz. Dutikaz tvrzeni lze najit v ¢lanku [§].

3
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2.3 Porovnani

Miize nas napadnout otazka, v jakém vztahu jsou netranzitivni a Lake Wobe-
gon sady kostek. Ukazeme si, Ze ani jedna vlastnost neimplikuje druhou. Nejprve
dokézeme, ze netranzitivni sada nemusi byt Lake Wobegon, a potom naopak, Ze
Lake Wobegon sada nemusi byt netranzitivni.

Vezméme si netranzitivni sadu z tabulky Objevuje se v ni 27 riznych
kombinaci cisel, kterda mohou padnout v jednotlivych hodech. Podrobnéjsim vy-
poctem dojdeme k nasledujicim hodnotam:

10 13 3 1

D = —_2__2__=
! 27 27 27 9’
12 13 1
_D = _—— — =
2 27 27 27’
13 12 1
Dy = —— ==,
27 27 27
1
D = min D;,=-—-.
i€{1,2,3} 9

Protoze je D < 0, nejedna se o Lake Wobegon sadu.

Nyni si vezméme optimalni Lake Wobegon sadu z tabulky [2.8] Na kostce K
padne v 18 pripadech cislo vétsi a v 18 pripadech ¢islo mensi nez na kostce K.
V této dvojici se proto neda hovorit o dominanci. Na kostce K; padne ve 12 pii-
padech cislo vétsi a ve 24 pripadech ¢islo mensi, nez na kostce K3. Kostka K3
tedy dominuje kostce K;. Na kostce K, padne ve 12 pripadech ¢islo vétsi a ve
12 pripadech ¢islo mensi, nez na kostce K3. V této dvojici se proto také neda
hovorit o dominanci. Sada tedy neni netranzitivni.
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Kapitola 3

Sichermanovy kostky

V této kapitole se budeme zabyvat sadami kostek (ne nutné Sestisténnych),
pro které plati, ze pravdépodobnost vyskytu jednotlivych souctt je stejna jako
u standardnich kostek. Na pocest objevitele takovych sad kostek se jim tika Si-
chermanovy sady a jednotlivym kostkdm v sadach Sichermanovy kostky.

V tabulce uvadime piiklad dvou Sestisténnych kostek. Vyctem vSech moz-
nosti zjistime, Ze maji vyse popsanou vlastnost, a mizeme je tedy oznacit za
Sichermanovu sadu. U vice kostek je takovy zptisob ovérovani ptilis zdlouhavy.
Proto si dale ukazeme, jak 1ze soucty a jejich pravdépodobnosti zjistit elegantnéji.

K, 1 2 2 3 3 4
Ky 1 3 4 5 6 8

Tabulka 3.1: Sestisténné Sichermanovy kostky [5]

Kostky budeme jako diive znacit K, K,, atd. Cisla na kostce K; si ozna¢ime
Ti1, Ti2, - .. a Uvazujeme pouze piirozend x;;.
Kazdou kostku K; miizeme jednoznacné reprezentovat pomoci polynomu

P(a) = a" +a"2 + - - 4+ a®m. (3.1)

V piipadé kostek z tabulky [3.1] mame
Pi(a) = a'+a*+d*+d®+d®+a" =a" +2d°+2d° + a*,
Py(a) = a'+a*+a*+a®+d°+dd

Definice 21 (m-kostka). Necht m > 0. Kostce s m sténami budeme fTikat
m-kostka.

Definice 22 (ne-/standardni kostka). m-kostku s ¢isly 1,2,...,m na sténdch
nazveme standardni kostkou. Vsem ostatnim kostkam budeme 7ikat nestandardni
kostky.

Definice 23 (hra velikosti n). Pokud hledame Sichermanovu sadu n kostek
(n > 1), rikame, Ze Tesime hru velikosti n.

Definice 24 (feSeni hry velikosti n). Soubor vsech ¢isel na kostkdch v Sicherma-
noveé sade n kostek nazveme teSeni hry velikosti n a oznacime ho P.
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Definice 25 (marginélni feseni hry velikosti n). Soubor vsech ¢isel na kostce K;
ze Sichermanovy sady n kostek nazveme marginalni feseni hry velikosti n.

V dalsim textu budeme ztotoznovat margindlni feseni a odpovidajici poly-
nomy. Reseni P potom mizeme pritfadit soucin vSech polynomu P,

P=P - -P---P, (3.2)
V pripadé n standardnich m-kostek ma polynom P tvar
m m—1 2 n n a™ —1\"
Pla)=(@"+a" " +---4+a°+a) =a —1 ) (3.3)
Lemma 26. Pro libovolnou sadu kostek K1, Ko, ..., K, plati, Ze koeficient u a*

v soucinu Pi(a) - Py(a)--- P,(a) je roven poctu moznosti, kdy padne soucet k.
Sada kostek je tedy Sichermanova, pravé kdyz plati rovnost P(a) = a™ (&)n

a—1

Diikaz. Tvrzeni snadno plyne z vlastnosti soucinu a ze vztahu (3.3)).

Piiklad 27. Kostky z tabulky [3.1] spliiuji predpoklady lemmatu [26] nebot plati
(a'+a*+a®+a* +a*+a*)(a' +a® +a* +a® +a® +a®) = (a' +a*+a® +a* +a° +a®)?
(vztah se ovéfi roznésobenim).

Definice 28 (primitivni n-t4 odmocnina z 1). Rekneme, e £ € C je primitivni
n-t4 odmocnina z 1, pokud plati €™ =1 a pro kaZdé k € N takove, Ze 0 < k < n,
plati £ # 1.

Definice 29 (d-ty cyklotomicky polynom). Normovany polynom (koeficient u ve-
douctho ¢lenu je roven 1), jehoZ koteny jsou pravé vsechny primitivni d-té odmoc-
niny z jedné a vsechny tyto koreny jsou jednoduché, nazveme d-ty cyklotomicky
polynom a budeme jej znacit \g.

A 1ze tedy vyjadrit i vzorcem

pricemz NSD(s,d) znac¢i nejvétsi spolecny délitel ¢isel s a d.

Priklad 30. Nyni si ukazeme, jak vypada nékolik prvnich cyklotomickych poly-
nomdl.

AM(a)=a—1 Xe(a) =a
Xo(a) =a+1 M(a)=a*+ad° +a* +a*+a®+a+1
(@) =a* +a+1 Ag(a) = a* +1
M(a) =a®+1 No(a) =a® +a® +1
(

M(a)=a*+a*+a’>+a+1 Ao(a) =a* —a*+a®> —a+1

V nasledujici poznamce si uvedeme zakladni vlastnosti cyklotomickych poly-
nomu. Budeme je déle vyuzivat v dikazech vét, které nasleduji.
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Poznamka 31. (Vlastnosti cyklotomickych polynomi)
e Cyklotomické polynomy spliuji rovnost
a" =1 =[] Ala). (3.4)
dn

Vysvétleni: Koreny polynomu na levé strané jsou praveé vsechny n-té od-
mocniny z jedné a kazda z nich je primitivni d-tou odmocninou z jedné
pro pravé jedno ¢islo d délici n. Obracené plati, ze kazda d-t4 primitivni
odmocnina z jedné, kde d | n, je také n-t4 odmocnina z jedné. Polynomy na
obou stranach vztahu se tedy rovnaji, protoze jsou normované, jejich
kofeny se shoduji a vSechny z nich maji nasobnost 1.

e Z rovnosti (3.4 snadno ziskdme vztah
L+a+-+a"" =[] ) (3.5)
dn

d#1

e Nechf p je prvocislo. Potom z rovnosti (3.5)) plyne
p—1
Mpla)=1+a+a+-+a ' =) d (3.6)
i=0

e Pro d > 1 lze cyklotomicky polynom )\; napsat ve tvaru

H?:1(aki —1)

[[iz(a" —1)
pro néjaké n € N, kde k;, [; déli d.
Vysvétleni: Vzorec lze dokazat indukei podle d.
Pro d = 2 tvrzeni plati, nebot
a?—1
)\2(@) = a—1 .
Predpokladejme, ze vzorec plati pro 2, ..., d — 1, a ukazme, ze pak plati
i pro d.
Je-li d prvocislo, pak podle vztahu (3.6)) je
a® —1
)\d(a) = a—1 .

Pokud d je slozené, mtzeme psat d = m - n, kde m, n > 1 jsou prirozena
¢isla. Pouzitim vztahu (3.4) dostaneme

Ai(a) = Amn(a) = = : .
Hk|mn,1§k<mn Ak(a) a—1 Hk\mn,1<k<mn )‘k(a)

Dale stac¢i pouzit indukéni predpoklad na polynomy ve jmenovateli posled-
niho zlomku.
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e Necht p je prvocislo. Potom podle [9, Theorem 3.3.5] plati rovnosti

Mo(ah) - Sestlize p i b
Nyla) = § . estizepTh (35)

Xp(aP), jestlize p | b.

e Necht p je liché prvocislo. Potom podle (3.8]) dostavame
-1
Ao(aP)  aP +1 ) IR .

A = = =1- — . P=t = —a)'. 3.9
2p(a) )\2(@) CL+1 a+a +a io( CL) ( )

e Nechf p je prvocislo a k € N. Pokud opakované pouzijeme vztah ((3.8)),
dostavame

P

M (@) = Apior (@P) = Appa (aP’) = - = M (0" ) = ‘ a? ', (3.10)

pfi¢em? v poslednim kroku jsme vyuzili rovnost ((3.6]).

e Pro p = 2 se soucet ve vztahu (3.10) redukuje na dva sc¢itance a plati
Aoe(a) = a7V 4 1. (3.11)

e Podle [9, Theorem 3.3.4] jsou cyklotomické polynomy ireducibilni nad Z,
tj. nelze je rozlozit na soucin polynomu kladného stupné s celociselnymi
koeficienty. Jelikoz \; je zaroven normovany, plyne odsud, Zze \; je mini-
malni polynom libovolné d-té primitivni odmocniny z jedné nad télesem Q.
To znamena, ze pokud P je libovolny polynom, jehoz kofenem je néjaka
d-ta primitivni odmocnina z jedné, pak \; déli P.

Véta 32. Necht polynom P; je margindlnim teSenim hry s m-kostkami. Potom
plati nasledugici:

(i) P; md nezdaporné celociselné koeficienty.
(ii) P; je normovany.

(iii) P;(1) = m.

(iv) Vsechny koteny polynomu @ jsou m-té odmocniny z jedné.

Diikaz.

(i) Koeficient u ¢lenu a* vyjadiuje pocet stén kostky K;, na kterych je ¢islo k.
Proto nemtize byt zaporny.

(17) Koeficient u vedouciho ¢lenu vyjadiuje pocet stén kostky s jejim nejvyssim
¢islem. Omezeni na néj vznika kvili vlastnosti maximalniho souctu. Maximéalni
soucet padne na kostkach v pripadé, ze na vSech kostkach padlo jejich nejvyssi
¢islo. Standardni kostky maji kazdé ¢islo zastoupeno prave jednou, a tedy i maxi-
malni soucet miize padnout pouze jednim zptsobem. Proto je nutné, aby vsechny

vvvvv

cient u vedouciho ¢lenu polynomu F; byl roven 1.
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(¢4¢) Tvrzeni ziskdme dosazenim a = 1 do vztahu (3.).

(iv) Necht P je feSeni hry velikosti n s kostkami velikosti m. Ze vztahu apli-
kovaného na rovnici plyne, Ze lze k zapisu polynomu P vyuZit cyklotomické
polynomy

Pla)=a"(@" '+ - +a+1)"=a" H Aa(a)
d|

d#1

Vidime, Ze P ma n-nasobny nulovy kofen a vSechny dalsi kofeny jsou m-té od-
mocniny z jedné. Vime, ze P = P, --- P,, kde Py, ..., P, jsou marginalni feseni.
Libovolny polynom P; mé nulovy absolutni ¢len, nebot na kostkéch pfipoustime
pouze prirozena ¢isla. Kazdy polynom P; tedy mé nulovy kofen nasobnosti 1 a ko-

Pi(a)
M|

feny polynomu —= jsou m-té odmocniny z jedné.

Nyni ovéfime, ze podminky pro marginalni feSeni z predchozi véty jsou nejen
nutné, ale i postacujici.

Véta 33. Necht polynom P; spliiuje ndsledujici podminky:
(i) P; md nezdaporné celociselné koeficienty.
(ii) P; je normovany.

(iii) P;(1) = m.

Pi(a)

a

(iv) Vsechny koteny polynomu jsou m-té odmocniny z jedne.

Potom P; je margindlni veseni hry s m-kostkami.

Dikaz. Z podminek (i) a (iv) a z posledni vlastnosti uvedené v poznamce
(o vlastnostech cyklotomickych polynomt) plyne, Ze polynom P; lze psat ve tvaru
P(a) = ca]]; Aa;(a), kde ¢ € N a d; jsou délitelé m rizni od 1 (nebot P;(1) # 0),
pricemz néekterd cisla d; se mohou opakovat. Navic vime, ze cyklotomické poly-
nomy jsou normované, a to dohromady s podminkou (ii) znamen4, ze ¢ = 1.

Daéle vyuzijeme vztah , ktery plati pro cyklotomické polynomy, a poly-
nom F; si pfepiseme do tvaru podilu

Pi(a) = al%ti:ll((; "_—S)

pro néjaké n € N a k;, [; délici m.
Nyni definujme polynom () pfedpisem

R e R e | (C=H B

=1 =

(z vyjadfeni na pravé strané je vidét, Ze @) lze spojité dodefinovat na C, a zZe se
vskutku jedné o polynom).
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/ S v c v 17 ’ - aqtst— rst_
Dale vyuzijeme skute¢nosti, ze k; déli m, a pomoci rovnosti &—1 = <=1

Y (2 Y a”—1 ars—1
ars—1
Tar—1

(kterou v ptipadé potieby pouZijeme opakované) prepiSeme vyrazy (ZZ:)

ab?—1
ab—1

a (%) na souciny vyrazu tvaru ( ), kde p je prvocislo. Polynom () jsme

si tedy upravili do tvaru

Qa) = I (%) | (3.12)

i

Z bodu (i7i) mame také rovnost

Q) = 2 =,

m

Pokud dosadime a = 1 i do vyrazu % =1+ab + .- +aPi~V¥ dostaneme

—1
hodnotu p; a rovnice (3.12) ndm dava rovnost m"~* = [, p;. Mtzeme tedy roz-
délit indexy 2 do n — 1 podmnozin Sy, S, ..., S,_1 takovych, Ze Hiesj P; = M pro
kazdé j.

Pokud pro kazdé j € {1,...,n — 1} definujeme polynom (); pfedpisem

bipi __
Qj(a) =a H (a—) =a H(l +ab a4y a(pi_l)bi)’

b,
a’ —1
’iESj iESj

n—1

potom @) = @ - Q2 - - - Q1. Déle vidime, Ze polynomy (); maji nezdporné celo-
¢iselné koeficienty, jejichz soucty jsou rovny

Qj(l) = sz‘ =m.

iESj

Podobné i P, ma nezaporné celociselné koeficienty, jejichz soucet je roven m
(z podminky (iii)). Proto podle kazdého z polynomt Q1,Qa,...,Q,_1 a P; mui-
zeme ocislovat jednu m-kostku, a to tak, ze pocet stén kostky s ¢islem k& bude
stejny jako koeficient u ¢lenu a* p¥islusného polynomu.

Na zavér je tieba ovérit, ze jsme skutecné nasli Sichermanovu sadu, coz plyne
z rovnosti

Q1~Q2-~~Qn_1ﬂ:@~ﬂ=a”(am_l)

a—1

a z lemmatu [26] Polynom P, a stejné tak polynomy @; jsou tedy marginalni feseni
hry velikosti n s m-kostkami. .

Priklad 34. Vyuzijeme-li predchozi vétu, mtzeme ukazat, jak jsme nasli feseni
v tabulce B.I} V tomto pfipadé mame m = 6 a n = 2 a hleddme marginalni
feSeni P; 6-kostkové hry. Tato feSeni musi splinovat podminky z véty Stejné
jako na zacatku dikazu véty z téchto podminek odvodime, ze polynomy P,
maji tvar soucinu a a cyklotomickych polynomt \; takovych, 7e d | 6 a d # 1,
tedy

Pi(a) = a(Ms(a)) (A3(a))*(N2(a)) = a(a* —a+1)"(a* +a+1)*(a +1)" (3.13)
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pro 7, s, t € NU{0}. Z bodu (iii) véty [33| vime, ze P;(1) = 6. Po dosazeni hod-
noty 1 do pfislusnych cyklotomickych polynomii dostavame A\g(1) = 1, A3(1) =3
a \y(1) = 2. Ze vztahu pak plyne 6 = 3°2¢, neboli s = ¢t = 1. Cislo r nemfize
byt vétsi nez dvé, nebot pak by stupen polynomu P; piesahl 12 a nemohlo by se
jednat o marginélni feseni 6-kostkové hry velikosti 2. Dosazenim do formule ([3.13])
tedy dostavame 3 feseni:

r= Pi(a) = a(M3(a))(Na(a)) = a* + 2a® + 2a® + a,
r=2 Py(a) = a(Mg(a))*(A3(a))(Na(a)) = a® + a® +a° + a* + a® + a,
r= P3(a) = a(Xs(a))(A3(a))(A2(a)) = a® + a® + a* + a® + a® + a.

Polynomy P, a P, odpovidaji kostkdm K; a K, z tabulky a polynom Pj
odpovida standardni kostce.

Priklad 35. Nyni si ukdzeme, jak vypadaji marginalni feseni hry s m-kostkami
pro m = 16. Podobné jako v predchozim prikladu zjistime, ze polynomy F; maji
tvar soucinu a a cyklotomickych polynomu A\; takovych, ze d | 16 a d # 1, tedy

Pi(a) = a(Ms(a))"(As(a)*(Aa(@)) (A2(a))" =

(@ +1)7(a* +1)°(a® + 1) (a + 1)" (3.14)

I
2

pro néjaka r, s, t a u. Z bodu (iii) véty 33| vime, ze P;(1) = 16. Dle mame
A6(1) = As(1) = Ag(1) = A2(1) = 2. Dostavame tedy rovnost r + s+t + u = 4,
nebot 16 = 24. Cislo 4 se da slozit sou¢tem 4 nezapornych ¢isel pravé 35 zpiisoby
(1x {1,1,1,1}, 12 x {0,1,1,2}, 12 x {0,0,1,3}, 6 x {0,0,2,2}, 4 x {0,0,0,4}).
Na zavér si polynomy vzniklé dosazenim vSech moznosti do formule

vycislime.
Pi(a) =a(a®+1)(a* +1)(a®> +1)(a+1) =

a5 g 130 12 1 10 9 8 T 6y 5 A g3 2 g
a(a*+1)(a®> +1)(a+ 1) =
a® 4 2a® + 2a” + 2a8 + 2a® + 2a* 4 2a® + 2a* + a
Psy(a) =a(a* +1)(a®* +1)*(a+1) =

=a'® +a® + 2a® + 247 + 2a8 + 2a° + 2a* + 203 + a® + a
Py(a) = a(a* + 1)*(a®* + 1)(a+ 1) =

=a?+ar +a'® 4+ a® +2a8 4+ 2a" +2a° +2a° +a* +at+a® +a
Ps(a) = a(a® +1)(a*> + 1)(a +1)* =

=a®® + 2a'? + 2a + 2a'° + a® + a® + 2a* + 243 + 2a%* +a
Ps(a) = a(a® +1)(a®* + 1)*(a+1) =

— Mgt 2012 1201 £ gl0 4 g9 1 gS g5 1920t 1203 1 a? L a
Pr(a) = a(a® +1)*(a®* + 1)(a+ 1) =

=a® +a' + a® + ' + 24" + 24" 4+ 2a!° + 2a° + a' + a® + a* +a
Py(a) = a(a®+ 1)(a* + 1)(a+1)* =

—a¥ 1201 a8 4 g 12410 4 09 + a7 + 20 + a5+ ad + 242 + a
Py(a) = a(a® + 1)(a* +1)*(a + 1) =

=a'® 4+ '™ + 2a' 4 203 4 200 + 2a° + 2a° + 2a° +a? +a
Py(a) = a(a®+1)*(a* +1)(a+ 1) =

:a22—|—a21+a18+a17—|—2a14+2a13—|—2a10—|—2a9+a6+a5+a2—|—a
Pi(a) = a(a®+1)(a* +1)(a®* +1)* =
= a'" 4+ 2a" 4 2a'3 + 24 + 2a° + 24" + 2a° + 2a® + a

P(a)
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Pp(a) = a(a®+ 1)(a* + 1)%(a* + 1) =

=a' 4 a'" 4+ 2a' + 2a'? + 24t +2a° + 24" + 2a® + a® 4+ a
Piz(a) = a(a® +1)*(a* + 1)(a®* + 1) =

=a®+a? +a® +a'" + 25 +2aP +2a +2a° +a"+ad® +aP+a
Pu(a) =a(a®>+ 1)(a+1)® =

=ab%+3a° +4a* +4a® + 3a®> + a
Pis(a) =a(a®*+1)*(a+1) =

=a®+a" +3a% +3a® +3a* +3a® +a% +a
Pig(a) = a(a®> + 1)*(a+ 1)* =

=a’ +2a% + 3a® + 4a* + 3a® + 2d® + a
P17(CL) = (I(CL4 + 1)(Cl + 1)3 =

=a¥+3a"+3a°+a®+a*+3a®+3a>+a
Pig(a) =a(a*+1)*(a+1) =

= a4+ a®® + 30 + 3a° + 3a’ + 3a® + a® + a
P(a) = a(a* +1)*(a+ 1)* =

=a'' +2a'® + a® + 2a" + 445 + 2a° + a® + 2a*> + a
Py(a) = a(a* +1)(a® + 1) =

=a'' 4+ 3a° + 4a” + 4a® + 3a® + a
Pyi(a) = a(a*+1)3(a®* +1) =

=a'® + a®® + 3a* + 3a® + 3a" + 3a® + a® + a
Py(a) = a(a* 4+ 1)*(a* + 1) =

= a4+ 24 4+ 3a° + 44" + 3a® + 24> + a
Py3(a) = a(a® 4+ 1)(a® 4+ 1)% =

=a'® 4+ 3a + 3aM + a® + a” + 3a° + 3a® + a
Py(a) = a(a®+1)3(a®* +1) =

=a® +a® 4+ 3a* +3a" + 3a!t +3a® + a® +a
Pys(a) = a(a® 4+ 1)*(a* + 1)* =

= a?! 4+ 24 4+ a7 + 24" 4+ 4a 4+ 2a° + a® + 2a® + a
Py(a) = a(a® +1)(a+1)® =

=a'? 4+ 3a™ + 3a' + a® + a* + 3a® + 3a® + a
Pyr(a) = a(a® +1)3(a+ 1) =

— a2 4+ 2 + 3018 + 301 + 3010 + 30 + a2+ a
Pys(a) = a(a® +1)*(a +1)? =

= a'® + 2a'® + a'" + 2a't + 4a'° + 2a° + a® + 2a® + a
Pyy(a) = a(a® 4+ 1)(a* 4+ 1)% =

=a? +3a'" + 4a'® + 4a° + 3a® + a
Pyo(a) = a(a® 4+ 1)3(a* + 1) =

— a2 + 42 + 362 + 30 + 3013 + 30 + d® + a
Pyi(a) = a(a® 4+ 1)*(a* + 1) =

= a?® + 20 + 3a'" + 4a'® + 3a° + 2d° +a
ng(a) = a(a + 1)4 =

=a’® +4a* + 60> +4a® + a
ng(a) = (I(CL2 + ].)4 =

=a+4a" +6a® +4a® +a
Pyy(a) = a(a* +1)* =

= a'” +4a'3 + 6a° + 4a® + a
P35(CL) = G(CLS + 1)4 =

=a* 4+ 4a® 4+ 6a'" 4+ 4a° + a
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V nésledujicich tabulkach uvadime priklady Sichermanovych sad ve-

likosti 2, 3, 4 (kostka K; odpovida polynomu P; z vyse uvedeného seznamu).

Ko
K3

1 34 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9
1 9 9

2 2 3
3 5 7 11 11 13 13 15 15 17 19 21 23

Tabulka 3.2: Sestnactisténna Sichermanova sada dvou kostek

Ky 13 3 5 5 779 9 11 11 13 13 15 15 17
Kio 13 5 5 7 79 9 11 11 13 13 15 15 17 19
Ko 122 2 3 3 3 4 9 10 10 10 11 11 11 12

Tabulka 3.3: Sestnéactisténna Sichermanova sada t¥{ kostek

Ko 122 22 3 3 3 3 3 3 4 4 4 4 5
K 1 3333 5 5 5 5 o5 5 7 7T 7 7T 9
K3y 15555 9 9 9 9 9 9 13 13 13 13 17
Kss 199 9 9 1r 17v 17 17 17 17 25 25 25 25 33

Tabulka 3.4: Sestnéctisténna Sichermanova sada ¢étyt kostek

Ukazme si jesté, jak lze dospét napt. k sadé z tabulky 3.2 Vezméme po-
lynom P, a snazme se utvorit Sichermanovu sadu velikosti dva. Vidime, Zze P,
obsahuje Aig(a)?, As(a)!, A\i(a)t a Ag(a)?. V sadé o velikosti dva vsak musi byt
vSechny tyto polynomy po secteni prislusnych exponenti umocnény na druhou.
Hledame tedy pomyslny doplnék P, do tohoto stavu, a tim se ukazuje byt po-
lynom P;3. Vynasobenim téchto dvou polynomt a uzitim lemmatu muizeme
oveérit, ze jsme skute¢né dostali Sichermanovu sadu.

Véta 36. Pro kazdé n € N a kaZdd dvé prvocisla p, q (ne nutné riznd) ezxistuji
praveé tri kostky, ktere se mohou vyskytovat v reseni hry velikosti n s pq-kostkams.
Navic plati, Ze cislo n nema na ocislovani jednotlivych kostek vliv.

Diikaz. Predpokladejme, Ze P; je Teseni hry velikosti n s pg-kostkami. Duikaz si
dale rozdélime do dvou ptipadt podle vztahu p a q.

e Nechf nejprve p # ¢. Potom polynomy P; maji tvar soucinu a a cykloto-
mickych polynomt A, takovych, ze d | pq a d # 1, tedy

Pi(a) = a(Ap(a))"(Ag(@))* (Apg ()’ (3.15)

pro né&jakd r, s a t. Z bodu (iii) véty [32| vime, Ze P;(1) = pgq. Dle (3.8))
, Ag(17 ,
mame \,,(1) = /\qq((l)) =1 adle |) Ap(1) = p a Ay(1) = ¢. Dostavame
tedy r = s = 1 a potifebujeme zjistit, Cemu se mize rovnat t. Kdyz uzijeme

vztah (3.8), dostavame

A, (aP) _ (ap)q—l + (ap)q—2 + .+ 1
N(a)  arl4ar 2441

Apg(a) =
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Délenim polynomt na pravé strané najdeme prvni dva ¢leny polynomu A,
s nejvyssimi mocninami (dalsi ¢leny jiz nebudeme potfebovat):

Apg(@) = P~ D=1 _ p-D(e-1)-1 4 .

Odsud plyne

Py(a) = ady(a)Ag(a)(Apg(a))" =
=a(@® ' +a" P+ )@ +adT )
. (a(pfl)(qfl)t — tqlP~Dla—-1)t-1 R ) —

— gPtate=D(g-1t=1 (2 — t)ap+q+(p—1)(q—1)t—2 R

Z bodu (i) jiz zmifiované véty [32| vime, Ze polynom P;(a) ma pouze nezé-
porné koeficienty. Proto ¢t muze nabyvat pouze hodnot z mnoziny {0,1,2}.
Dosazenim hodnot r = s = 1 a ¢t € {0,1,2} do formule ziskdme
nasledujici trojici polynom:

r=s=1t=0 : Pia)
r=s=t=1 : Py(a)
r=s=1 t=2 : Psa)

CL)\I)(CL))\(]((I),

arp(a)Ag(a)Apg(a),
adp(a)Ag(a)(Apg(@))?.

Tyto polynomy spliiuji podminky (i)—(iv) z véty |33|a odpovidaji tedy mar-
ginalnim fesenim. Zaroven jsme ukazali, ze zadna jina marginalni feSeni
neexistuji.

e Nyninecht p = ¢. Potom polynomy P, maji tvar sou¢inu a a cyklotomickych
polynomtt \; takovych, Ze d | p* a d # 1, tedy

Fi(a) = a(Ap(a))" (Ap2(a))® (3.16)

pro n&jakd r a s. Opét z bodu (4it) véty [32] vime, ze P;(1) = p*. Dle (3.10)
mame \2(1) = Z?;é 1P = p adle (3.6) \,(1) = p. Dostavame tedy rovnost
r+ s = 2 a dosazenim do formule (3.16) opét mizeme utvofit 3 rtzné
polynomy, které odpovidaji vSem moznym marginalnim fesenim:

r=s=1 : Pi(a) =al(a)\2(a),
r=2 s=0 Py(a) = a()‘p(a))2>
r=0, s=2 : P(a)=a(N\2(a))’

Vidime, Ze jednotliva feSeni nezavisela na hodnoté n, a mame tedy dokazano
i doplnujici tvrzeni.

Dusledek 37. Margindlni veseni hry velikosti n s 2p-kostkami (p > 2 prvocislo)
vypadagi nasledovné:

(i) 1,2,3,...,2p (standardni 2p-kostka)

(i) 1,2,2,3,3,....,p,p, p+1

25



(i) 1,3,5,...,p—2,p, p+1, p+2,...,2p—2, 2p—1, 2p, 2p+2, 2p+4,..., 3p—1

Diikaz. ReSeni dostaneme, pokud do vyslednych polynomii v prvni ¢asti (p # q)
dikazu véty [36| dosadime ¢ = 2, jednotlivé polynomy pomoci vztahi (3.6) a (3.9))
vycislime a nésledné je roznasobime. Bod (i) odpovida varianté ¢t = 1, bod (i)
varianté ¢ = 0 a koneéné bod (7i¢) varianté ¢ = 2.

Piy(a) = arp(a)ra(a)rgp(a) = a(l+a+---+aP 1) (a+1)(1—a+a®—---+aP™t) =
=a+a®+a*+---+a¥
Puy(a) = arp(a)rs(a) =a(l+a+---+a” ) (a+1) =
=a+2a®+2a® + - + 2aP + aP™!
Pliiiy(a) = ady(a)Xz(a)(Agp(a))® =
=a(l+a+-+aVa+1)(1—a+a® - +aP71)? =
=a+a’+---+aP P ta + a4 aP T aP aP T g

3

Pozndmka 38. V nasledujici vété uvadime v kulatych zavorkach za kazdym cislem,
které je soucasti marginalniho feseni, kolikrat se na ptislusnych Sichermanovych
kostkéch objevuje. V bodé (i) tuto informaci vynechavame, nebot v tomto kon-
krétnim feSeni se vSechna uvedena cisla vyskytuji praveé jednou.

Dusledek 39. Margindlni veseni hry velikosti n s p?-kostkami (p > 2 prvoéislo)
vypadagi nasledovne:

(i) 1,2,3,...,p (standardni p*-kostka)

(i) 1 (1),2 (2),3 (3),4 4),....,p—=1 (p—1),p (p),p+1 (p—1),...,
2p—2 (2),2p—1 (1)

(i) 1 (1), p+1 (2),2p+1 (3),...., (p—DLp+1 (p),pp+1 (p—1),...,
(2p—2)p+1 (1)

Diikaz. ReSeni dostaneme, pokud pomoci vztahti (3.6) a (3.10) vycislime jed-
notlivé polynomy v druhé ¢asti (p = ¢) dikazu véty |36 a poté je roznisobime.
Bod (i) odpovida varianté r = s = 1, bod (i7) varianté r = 2, s = 0 a kone¢né
bod (#ii) varianté r = 0, s = 2.

Puy(a) = ar(a)N\z(a) =a(l+a+--+aP ) (1+aP +a? + - +alP~DP) =
=a+a*+a®+- +a’
Plo(a) = a00(@)? = a1 +a+ -+ 1) =
=a+2a*+3a®+-- -+ (p—1)a"  +paP+ (p—1)a?™ 4 - - +2a*P "2+ ¥}
Puiny(a) = a(\2(a)? = a(l +a? +a® + -+ aP~1P)2 =
= a+ 2aPT! 4+ 30T 4 o 4 paPIPTL 4 (p — DaPP+! 4. 4 a(2r—2)p+1

3

Véta 40. Standardni kostka je jediné margindlni reseni hry velikosti n s m-kost-
kami praveé tehdy, kdyz je m prvocislo.

Diikaz. ,<*“: Necht m je prvoéislo. Potom P;(a) = aA,(a)". Z bodu (iii) véty [32)
vime, ze P;(1) = m. Dle (3.6) je A\,(1) = m. Dostavame tedy r = 1. Ze
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vztahu (3.6) vidime, Ze polynom P;(a) = a),,(a) odpovida standardnimu o¢islo-
vani.
»=" (nepfimo): Nyni pfedpokladejme, ze m = ki, kde k,l # 1. Protoze plati,
ze pokud je P fesenim hry velikosti n, 1ze ho doplnit ¢ standardnimi kostkami
a takto vznikla nova sada bude feSenim hry velikosti n+c, staci ukazat, ze existuje
nestandardni Sichermanova m-kostka ve hie velikosti 2.

Oznac¢me

A =a(55) (52) o Pl =a(27) (57).

Polynomy P; a P spliiuji podminky v bodech (i)—(iv) véty |33 a

P(a) - Pyfa) = a* (m - 1)2,

a—1

jsou to tedy marginalni feseni hry velikosti 2. Kdyz si navic tyto polynomy roze-
piSeme, dostavame

P1(CL) = a(l +ab . a(lfl)k)u a4+t a(k—l)l) _
N T I S L

Pya)=a(l+a+---+d" N1+a+--+d ) =a+2d+-- +a"

Vidime tedy, Ze polynom P; neodpovida ocislovani standardni kostky, nebot
napt. vynechava cislo 2, a polynom P, neodpovida ocislovani standardni kostky,
nebot napr. obsahuje ¢islo 2 dvakrat. .

Lemma 41. Jestlize polynom
Q(x) = gna" + Guaa™ '+ F Qi+ o

(kde gn,qo # 0) md koteny x1,...,x, (vietné ndasobnosti), pak polynom
Q" () = qoa" + G+ a1 T+ g

ma koteny z—ll, . é (véetné ndsobnosti).

Diikaz. Protoze ma polynom () koteny x1,...,x,, lze ho zapsat ve tvaru

Q(z) = qgn(x —21) - (T — x2) - - (T — Ty,).

Pro x # 0 je
* n 1
@ =a0(1)
a dale
1 1 1 1
o) el () (o)
x x x x
1
=q¢— (1 —xx) - (1 —z29) -+ - (1 — 22,
xn
a tedy xil, ey ﬁ jsou koreny polynomu Q.
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Véta 42. Mejme margindlni 7esent hry velikosti n, kde vsechna cisla na sténdch
kostky jsou mezi 1 a k. Oznacme o; pocet vyskyti cisla i na sténdch kostky. Potom
aq,Q, . . . ,ap je palindrom, tj. (aq,, ... ) = (Qg,Qk_1, . .. ,01).

Dikaz. Necht P; je marginalni feSeni néjaké hry. Potom muZeme toto FeSeni
zapsat ve tvaru

Pi(a) = a ][ Mla),

kde {A4(a)}, d # 1 je soubor cyklotomickych polynomt (ne nutné riznych).
Uvazujme polynom

Q(a) = [ ().

Pro kazdy kofen polynomu @ je jeho pfevracend hodnota také kotfen (pfevracend
hodnota odmocniny z jedné je také odmocnina z jedné). Tedy podle piedcho-
ziho lemmatu 41| je @ = Q* (kofeny se neméni, neméni se tedy ani polynomy),
a proto koeficienty polynomu () tvori palindrom. Odsud plyne, ze i koeficienty
polynomu P; tvori palindrom, pokud nebereme v tivahu nulovy absolutni ¢len
(ktery marginélni feSeni neobsahuje).

d

Pozndamka 43. Vlastnost, kterou jsme si popsali v predchozi vété, si miuzeme
prohlédnout na prikladech kostek v tabulkéch [3.143.4]

Nésledujici disledek ukazuje, ze lze kazdou Sichermanovu kostku se sudym
poctem stén ocislovat tak, ze ¢isla na protilehlych sténach davaji stejny soucet
(stejné jako je tomu u standardni Sestisténné kostky). Vidime tedy, Ze k jed-
noznacnému zadani ¢isel na Sichermanové kostce vzdy staci znat pouze jednu
takovou dvojici protilehlych ¢isel a jedno ¢islo z kazdé dalsi dvojice.

Dusledek 44. Necht x1,x9,...,%,, je m vzestupné setazeniych cisel, jeZ tvori
margindlni resent nejake hry. Potom

x; + Tm+1—i — 1+ T, 1€ {1,2, e ,m}.
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Kapitola 4
Zaveér

Nékteré sady nestandardnich kostek, se kterymi jsme se seznamili v predcho-
zich kapitolach, nalézaji vyuziti v hazardnich hrach. Napt. informace o netranzi-
tivnich sadach kostek jsou k dispozici na riznych internetovych strankach véno-
vanych pravé tomuto typu her. Seridznéjsi pojednani lze dohledat v zahranicnich
matematickych casopisech. Na nékteré clanky jsme se jiz odkazovali v samotné
préaci, z dalSich stoji za zminku napt. ¢lanek D. M. Brolina [2], ktery se zabyva
Sichermanovymi sadami. Kostky pfevadi na urny s micky ocislovanymi pfiroze-
nymi ¢isly a uvadi ptfiklady Sichermanovych kostek ve tvaru pravidelnych mno-
hosténi. Sichermanovy sady kostek hledaji ve svém clanku [4] také B. C. Fowler
a R. J. Swift. Jejich prace je zajimava odliSnym postupem, ktery nevyuziva vlast-
nosti cyklotomickych polynomt, a mohla by proto byt pristupnéjsi sirsimu okruhu
¢tenar.

Na zavér poznamenejme, zZe existuji i sady kostek, které jsou ocislovany tak,
ze se pravdépodobnosti vSech moznych souctti rovnaji; témto sadam je vénovan
¢lanek F. Bermudeze, A. Mediny, A. Rosiny a E. Scotta [1].
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