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1.2 Pick̊uv vzorec a řešeńı př́ıklad̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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3.1 Zobecněńı pro rozmanitěǰśı tvary . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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Úvod

Dostává se vám do rukou práce, která si klade za ćıl seznámit čtenáře s Pic-
kovou formuĺı neboli Pickovým vzorcem pro výpočet obsahu. Tento vzorec neńı
nijak složitý a mnohé možná okouzĺı svoj́ı eleganćı, jiné možná zaujme svoj́ı jed-
noduchost́ı.

Profesor G. Pick publikoval vzorec pro výpočet obsahu jednoduchého mno-
hoúhelńıku, který má vrcholy v mř́ıžových bodech, na konci 19. stolet́ı. Tomuto
výsledku se však dostalo větš́ı pozornosti až v druhé polovině dvacátého stolet́ı.
Od té body se objevuj́ı nejr̊uzněǰśı zp̊usoby jak Pick̊uv vzorec dokázat a nacházej́ı
se i zaj́ımavé spojitosti Pickova vzorce s daľśımi oblastmi matematiky.

V práci ukážeme několik zp̊usob̊u jak Pick̊uv vzorec dokázat, naznač́ıme souvi-
sej́ıćı témata, ukážeme zobecněńı Pickova vzorce pro složitěǰśı tvary a v neposledńı
řadě se dotkneme otázky, jestli je možné nějak jednoduše rozš́ı̌rit Pick̊uv vzorec
pro výpočet obsahu prostorových těles. Práce také obsahuje r̊uznorodé př́ıklady,
které se daj́ı řešit pomoćı Pickova vzorce.

Se životńım př́ıběhem profesora Picka se ve stručnosti čtenář může seznámit
v medailonku na konci práce.
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Kapitola 1

Kapitola př́ıklad̊u

V celé práci budeme mluvit o mř́ıžových bodech, proto neńı na škodu již
zde ř́ıci, co se za t́ımto pojmem skrývá. Mř́ıžové body jsou takové body, které
maj́ı v kartézské soustavě souřadnic celoč́ıselné souřadnice. Jedná se tedy o body
z množiny Z× Z. Např́ıklad [3,4] nebo [0,− 19].

1.1 Zač́ınáme

V prvńı podkapitole jsou připravené př́ıklady, jejichž řešeńı můžete naj́ıt
v druhé podkapitole. Zkuste se nad nimi zamyslet, propoč́ıtat je a až poté se
pod́ıvat, jaké maj́ı řešeńı.

Př́ıklad 1. Určete obsahy trojúhelńık̊u vepsaných do jednotkové čtvercové śıtě
na obrázku 1.1. Maj́ı některé trojúhelńıky shodný obsah?

1 2 3 4 5 6 7 8

Obrázek 1.1: Obrázek k př́ıkladu 1

Př́ıklad 2. Jaké obsahy maj́ı obrazce vepsané do jednotkové čtvercové śıtě, které
jsou na obrázku 1.2? Všechny vrcholy obrazc̊u jsou v mř́ıžových bodech.

Obrázek 1.2: Obrázek k př́ıkladu 2
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Př́ıklad 3. Jaký obsah maj́ı ryby vepsané do jednotkové čtvercové śıtě na ob-
rázćıch? Všechny vrcholy jsou v mř́ıžových bodech.

Obrázek 1.3: Obrázek k př́ıkladu 3

Obrázek 1.4: Obrázek k př́ıkladu 3

Př́ıklad 4. Je možné zakreslit rovnostranný trojúhelńık do čtvercové śıtě tak,
aby jeho vrcholy ležely v mř́ıžových bodech?

Př́ıklad 5. (převzato ze zdroje [4]) Uvažujme trojúhelńıky se základnou délky
1 a výškou délky 2, které maj́ı vrcholy v mř́ıžových bodech. Kolika mř́ıžovými
body procházej́ı hrany takových trojúhelńık̊u? Je to nějaké pravidlo nebo je to
náhoda?

Př́ıklad 6. (převzato ze zdroje [4]) Uvažujme trojúhelńıky se základnou délky 1
a výškou délky 3, které maj́ı vrcholy v mř́ıžových bodech. Kolik mř́ıžových bod̊u
a kde (na hranách, uvnitř trojúhelńıku) takovéto trojúhelńıky nutně obsahuj́ı?

Př́ıklad 7. Který z následuj́ıćıch obrazc̊u má největš́ı obsah?

Obrázek 1.5: Obrázek k př́ıkladu 7

Př́ıklad 8. (převzato z [12]) Obdélńık na obrázku 1.6 byl rozdělen na 40×25
jednotkových čtverečk̊u s vrcholy v mř́ıžových bodech. Některé ze čtverečk̊u byly
odstraněny a z̊ustal obrazec s uzavřenou hranićı, která procháźı všemi 40×25
mř́ıžovými body. Jaký je obsah vybarveného obrazce?
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Obrázek 1.6: Obrázek k př́ıkladu 8

[a1, b1]

[a2, b2]

Obrázek 1.7: Ilustrace k př́ıkladu 9

Př́ıklad 9. Kolik je mř́ıžových bod̊u na úsečce spojuj́ıćı mř́ıžové body [a1,b1]
a [a2,b2]?

Př́ıklad 10. (převzato ze zdroje [4]) Př́ımka spojuj́ıćı body A [n,0] a B [0,n] má
rovnici x−y = n. Na této př́ımce tedy lež́ı všechny body tvaru [n−i, i], i ∈ Z. Mezi
body A a B je n−1 těchto bod̊u, označme je X1, . . . ,Xn−1. Spoj́ıme-li všechny tyto
body s počátkem O [0,0], rozděĺıme trojúhelńık ABO na malé trojúhelńıky, jak
je naznačeno na obrázku 1.8. Bude nás zaj́ımat počet mř́ıžových bod̊u uvnitř jed-
notlivých malých trojúhelńık̊u. Zřejmě dva malé trojúhelńıky OAX1 a OXn−1B
při osách x a y nebudou obsahovat uvnitř žádný mř́ıžový bod. Ale co ostatńı
trojúhelńıky OXiXi+1, i = 1, . . . ,n − 2? Dokažte, že pokud je n prvoč́ıslo, pak
každý ze zbývaj́ıćıch malých trojúhelńık̊u obsahuje stejný počet mř́ıžových bod̊u.

Jaký je počet mř́ıžových bod̊u uvnitř každého malého trojúhelńıku OXiXi+1,
i = 1, . . . ,n− 2?

Př́ıklad 11. (převzato z knihy [11]) Nakreslete do jednotkové čtvercové śıtě dva
čtverce o straně délky 5, jejichž vrcholy lež́ı v mř́ıžových bodech, jeden tak, aby
obsahoval 36 mř́ıžových bod̊u, a druhý tak, aby obsahoval 28 mř́ıžových bod̊u.
Nav́ıc dokažte, že čtverec o straně délky 5, jehož vrcholy lež́ı v mř́ıžových bodech,
pokrývá maximálně 36 mř́ıžových bod̊u a minimálně 28 mř́ıžových bod̊u.

Př́ıklad 12. (převzato ze zdroje [4]) Čtverec o obsahu n2, n ∈ N polož́ıme
náhodně na čtvercovou jednotkovou mř́ıž. Ukažte, že čtverec nemůže zakrývat
v́ıc než (n+ 1)2 mř́ıžových bod̊u.
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B[0,n]

A[n,0]

Xn−1

Xn−2

X1

Obrázek 1.8: Ilustrace k př́ıkladu 10

Př́ıklad 13. (převzato z knihy [11]) Kolika zp̊usoby lze rozměnit dolar na čtvrt’á-
ky, deseticenty a pěticenty, pokud je dolar 100 cent̊u a čtvrt’ák 25 cent̊u?

Př́ıklad 14. (převzato z knihy [11]) Kolika zp̊usoby lze rozměnit D dolar̊u na
čtvrt’áky, deseticenty a pěticenty, pokud je dolar 100 cent̊u a čtvrt’ák 25 cent̊u?

Př́ıklad 15. (převzato z knihy [11]) Pálkařský pr̊uměr basebalových hráč̊u je
podle wikipedie relativńı statistický ukazatel útoč́ıćıch basebalových hráč̊u. Je
definován poměrem počtu všech dobrých odpal̊u (hits) k počtu pokus̊u na pálce
(at bat) během dané doby (obvykle měśıc, sezóna, kariéra). Vyjadřuje schopnost
pálkaře dobře odpálit mı́č a dostat se na mety. Neuvád́ı se v procentech ani
v jiné jednotce, zažitý je tvar

”
.XXX“ (tečka a tři č́ıslice). Např́ıklad hráč se

třemi dobrými odpaly během 11 nadhoz̊u má pálkařský pr̊uměr .273, protože
3
11

= 0,2727272.... ≈ .273. Stejný pálkařský pr̊uměr má i hráč se 41 dobrými
odpaly z 150 nadhoz̊u nebo se 131 z 480 a stejně tak se 273 z tiśıce. Otázka je
kolika zp̊usoby může hráč dosáhnout pálkařského pr̊uměru .273 z nejvýše 2000
nadhoz̊u?

1.2 Pick̊uv vzorec a řešeńı př́ıklad̊u

Př́ıklady, které byly v minulé kapitole, lze řešit několika zp̊usoby. Některé
př́ıklady byly jednoduché návodné a neńı na ně potřeba použ́ıvat nijak složité
techniky. Některé jsou ale trochu komplikovaněǰśı a pokud známe a použijeme
Pick̊uv vzorec, mnohdy si řešeńı a argumentaci značně usnadńıme.

Georg Pick, který byl profesorem na univerzitě v Praze, tento vzorec publiko-
val v roce 1899 ve své práci [14].

Ještě než vyslov́ıme větu, o které je celá tato práce, osvětĺıme pojem, který
se v ńı vyskytuje. Jednoduchý mnohoúhelńık je mnohoúhelńık, jehož hra-
nice je uzavřená lomená čára, které sama sebe neprot́ıná. To znamená, že uvnitř
jednoduchého mnohoúhelńıku nejsou žádné d́ıry.

Věta 1. (Pick̊uv vzorec) Obsah jednoduchého mnohoúhelńıku, který má vrcholy
v mř́ı̌zových bodech, je roven

S = I +
B

2
− 1,
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kde I je počet mř́ı̌zových bod̊u uvnitř mnohoúhelńıku a B je počet mř́ı̌zových bod̊u
na hranici mnohoúhelńıku.

Je překvapivé, že obsah lze určit jen sečteńım bod̊u. Najednou můžeme poč́ıtat
obsah nejr̊uzněǰśıch složitých útvar̊u tak jednoduše. Je to v̊ubec možné, že ob-
sah nezáviśı na tvaru mnohoúhelńıku? Z Pickova vzorce také plyne, že obsah
mnohoúhelńıku, jehož vrcholy jsou v mř́ıžových bodech, je bud’ celoč́ıselný nebo
celé č́ıslo plus jedna polovina.

Pozor ale na to, že Pick̊uv vzorec plat́ı jen pro jednoduché mnohoúhelńıky.
Na povedené ilustraci z knihy [11] jsou př́ıklady mnohoúhelńık̊u, pro něž Pick̊uv
vzorec neplat́ı. Nevěšte ale hlavu, existuje rozš́ı̌reńı i pro takovéto mnohoúhelńıky
s vrcholy v mř́ıžových bodech, budeme o něm mluvit v kapitole 3.1.

Obrázek 1.9: Př́ıklad mnohostěn̊u, které nejsou jednoduché

Důkaz Pickova vzorce ukážeme později, a ne jen jeden. Nejdř́ıve však vyřeš́ıme
př́ıklady, které byly v minulé kapitole.

Výsledky a Řešeńı:
Př́ıklad 1: Trojúhelńıky maj́ı následuj́ıćı obsahy:

Trojúhelńık 1 2 3 4 5 6 7 8
Obsah 10 8 10,5 7 6,5 7,5 7 7

Trojúhelńıky č́ıslo 4, 7 a 8 maj́ı stejný obsah.

Př́ıklad 2: Chobotnice má obsah 40,5, ulita má obsah 33,5 a medúza má obsah
18,5.

Př́ıklad 3: Ryba na obrázku 1.3 má obsah 49,5 a ryba na obrázku 1.4 má
obsah 140,5.

Př́ıklad 4: Pokud by takový rovnostranný trojúhelńık existoval, jeho obsah by
byl podle vzorce pro obsah trojúhelńıku roven

√
3

4
a2, kde a je délka jeho strany.

Jelikož a je vzdálenost mezi dvěma mř́ıžovými body je a2 vždy celé č́ıslo. A to
proto, že bud’ je a délka úsečky rovnoběžné s osou x nebo osou y, nebo je a délka
přepony nějakého pravoúhlého trojúhelńıku s odvěsnami rovnoběžnými s osami
x a y. Z Pythagorovy věty dostáváme, že a2 je celé č́ıslo. Z Pickova vzorce však
v́ıme, že obsah jednoduchého mnohoúhelńıku s vrcholy v mř́ıžových bodech, je
nějaký celoč́ıselný násobek 1

2
. Takový obsah ale pro rovnostranný trojúhelńık neńı

možný, protože nelze napsat ve tvaru
√

3
4
a2.

Př́ıklad 5: Každý takový trojúhelńık má právě jednu hranu, která procháźı
jedńım mř́ıžovým bodem. Viz obrázek 1.10. Důkaz tohoto faktu lehce dává Pick̊uv
vzorec.

Př́ıklad 6: Každý takový trojúhelńık má podle zadáńı tři vrcholy v mř́ıžových
bodech a pak bud’ jeden mř́ıžový bod uvnitř nebo dva mř́ıžové body na hraně.
Viz obrázek 1.11. I tento fakt lehce plyne z Pickova vzorce.
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Obrázek 1.10: Př́ıklad trojúhelńık̊u s výškou 2

Obrázek 1.11: Př́ıklad trojúhelńık̊u s výškou 3

Př́ıklad 7: Obsah všech obrazc̊u je stejný, všechny maj́ı stejný počet mř́ıžových
bod̊u na hranici a žádný mř́ıžový bod uvnitř.

Př́ıklad 8: Podle zadáńı se jedná o jednoduchý mnohoúhelńık, můžeme tedy
aplikovat Pick̊uv vzorec. Hranice procháźı úplně všemi 40×25 mř́ıžovými body,
tj. B = 1000 a žádný mř́ıžový bod neńı uvnitř, tedy I = 0. Celkový obsah je tedy
499.

Př́ıklad 9: Na úsečce spojuj́ıćı body [a1,b1] a [a2,b2] je

NSD(|a2 − a1|,|b2 − b1|) + 1

mř́ıžových bod̊u, kde NSD(k,l) znač́ı největš́ı společný dělitel č́ısel k a l.
Úsečka má směrový vektor (a2 − a1,b2 − b1). Body, které lež́ı na této úsečce,

maj́ı souřadnice [a1,b1] + λ(a2− a1,b2− b1), kde λ nabývá hodnot od 0 do 1, nula
pro bod [a1,b1] a jedna pro [a2,b2]. Mř́ıžové body jsou pak takové, pro které jsou
λ(a2 − a1) a λ(b2 − b1) celá č́ısla. Pokud jsou č́ısla |a2 − a1| a |b2 − b1| soudělná
existuje několik λ, aby č́ısla λ(a2 − a1) a λ(b2 − b1) byla celá. Pokud označ́ıme
d = NSD(|a2 − a1|,|b2 − b1|), budou se taková vhodná λ postupně rovnat 0 = 0

d
,

1
d
, . . . ,d−1

d
, d
d

= 1. Je jich tedy d+ 1.

Př́ıklad 10: Pokud je n prvoč́ıslo, pak jsou č́ısla i a n− i vzájemně nesoudělná
pro libovolné i. Pokud by totiž n − i a i byly dělitelné č́ıslem d, dělilo by toto
č́ıslo i (n− i) + i = n. To znamená, že pro i 6= 0 na př́ımce ix+ (n− i)y = 0, neńı
mezi počátkem a bodem [n − i, i] žádný daľśı mř́ıžový bod. Jiné mř́ıžové body
tedy lež́ı pouze na hranách AO a BO.

Nyńı si povšimněme toho, že všechny malé trojúhelńıky OXiXn−i, i = 1, . . .,
n− 2, maj́ı stejnou výšku i délku základny, která lež́ı na úsečce AB. Proto maj́ı
stejný obsah. Každý z trojúhelńık̊u má pouze tři mř́ıžové body na své hranici,
což jsou právě jeho vrcholy, proto dostáváme z Pickova vzorce, že všechny maj́ı
uvnitř stejný počet mř́ıžových bod̊u.

Ted’ už neńı těžké určit počet mř́ıžových bod̊u uvnitř každého malého troj-
úhelńıku, který je n+1

2
.

Př́ıklad 11:
Pick̊uv vzorec nám dává rovnost 25 + 1 = I + B

2
. Pokud chceme maximálńı

počet mř́ıžových bod̊u ve čtverci, snaž́ıme se naj́ıt polohu čtverce, ve které je
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Obrázek 1.12: Řešeńı př́ıkladu 11

maximálńı počet mř́ıžových bod̊u na hranici. To nastane v př́ıpadě, že hrany
čtverce lež́ı rovnoběžně s osami x a y a je 4 × 5 = 20 = B, pak je I = 16.
Minimálńı počet bod̊u na hranici je B = 4, tedy jen vrcholy čtverce. Pak je
I = 24.

Př́ıklad 12: V př́ıpadě, že čtverec lež́ı tak, že jeho vrcholy jsou v mř́ıžových
bodech a jeho hrany jsou rovnoběžné s osami x a y, zakrývá přesně (n + 1)2

mř́ıžových bod̊u. Protože obvod čtverce je 4n, nemohou hrany čtverce v jeho
obecné poloze obsahovat v́ıce než 4n mř́ıžových bod̊u. Pick̊uv vzorec n2 = I +
B/2− 1 dává do souvislosti obsah čtverce s vrcholy v mř́ıžových bodech a počet
mř́ıžových bod̊u na jeho hranách a uvnitř něj. Celkový počet mř́ıžových bod̊u,
které může čtverec překrýt, je I +B, což, jak vyplývá z následuj́ıćı nerovnice, je
maximálně (n+ 1)2,

I +B = I +
B

2
− 1 +

B

2
+ 1 = n2 +

B

2
+ 1 ≤ n2 +

4n

2
+ 1 = (n+ 1)2.

Př́ıklad 13: Kolika zp̊usoby lze rozměnit dolar na čtvrt’áky, deseticenty a pěti-
centy? Tato úloha zdánlivě nesouviśı s obsahem nějakého mnohoúhelńıku natož
s Pickovým vzorcem, ale zdáńı může klamat. Ukážeme tři zp̊usoby řešeńı této
úlohy, jak jsou popsány v knize [11], a zjist́ıme, že i zde se Pick̊uv vzorec hod́ı.

Prvńı řešeńı.
Pro prvńı řešeńı zvoĺıme nejpř́ıměǰśı postup a to vypsat si systematicky všech-

ny možné kombinace čtvrt’ák̊u, deseticent̊u a pěticent̊u, tak aby jejich součet byl
jeden dolar, tedy sto cent̊u. Hledáme trojice (c,d,p) tak, aby splňovaly rovnici
25c+ 10d+ 5p = 100.

d = 10 (0,10,0)
d = 9 (0,9,2)
d = 8 (0,8,4)
d = 7 (0,7,6) (1,7,1)
d = 6 (0,6,8) (1,6,3)
d = 5 (0,5,10) (1,5,5) (2,5,0)
d = 4 (0,4,12) (1,4,7) (2,4,2)
d = 3 (0,3,14) (1,3,9) (2,3,4)
d = 2 (0,2,16) (1,2,11) (2,2,6) (3,2,1)
d = 1 (0,1,18) (1,1,13) (2,1,8) (3,1,3)
d = 0 (0,0,20) (1,0,15) (2,0,10) (3,0,5) (4,0,0)

c = 0 c = 1 c = 2 c = 3 c = 4

T́ımto systematickým výčtem všech možnost́ı dostáváme, že existuje 29 možnost́ı,
jak rozměnit dolar.
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Druhé řešeńı bude vyžadovat trochu představivosti. Pokud vybereme počet
čtvrt’ák̊u a deseticent̊u v rozměněńı, bude t́ımto výběrem už určeno, kolik pěticent̊u
muśıme dodat, aby součet minćı byl jeden dolar. Stač́ı nám tedy hledat jen
všechny možné kombinace počtu čtvrt’ák̊u c a počtu deseticent̊u d, aby platilo
25c+ 10d ≤ 100.

Představme si, že máme před sebou na stole čtyři čtvrt’áky a deset deseticent̊u.
Dohromady maj́ı tyto mince hodnotu dva dolary a s jejich pomoćı můžeme re-
prezentovat všechny možné kombinace na rozměněńı dolaru. Máme pět možnost́ı,
kolik vźıt čtvrt’ák̊u (c = 0,1,2,3, 4), a jedenáct možnost́ı pro deseticenty (d =
0,1, . . . , 10). Dohromady 5 · 11 = 55 možných kombinaćı minćı. Přesně dolar do-
staneme ve třech možnostech, a to (c,d) = (4,0), (2,5) a (0,10). Zbývá 52 možnost́ı,
které muśıme doplnit pěticenty. Částka, kterou vybereme, je 25c+10d cent̊u, a na
stole z̊ustane 4−c čtvrt’ák̊u a 10−d deseticent̊u, jejichž hodnota je 200−(25c+10d)
cent̊u. Z toho vid́ıme, že 52 kombinaćı se skládá z 26 komplementárńıch pár̊u, je-
jichž hodnota je dohromady 200 cent̊u. Tedy 26 kombinaćı dává částku menš́ı než
dolar a 26 kombinaćı větš́ı než dolar. Dohromady dostáváme, že je 26 + 3 = 29
možnost́ı, jak rozměnit dolar s použit́ım čtvrt’ák̊u, deseticent̊u a pěticent̊u.

Ve třet́ım zp̊usobu řešeńı budeme poč́ıtat body uvnitř trojúhelńıku. V úloze
o rozměněńı dolaru vlastně hledáme počet celoč́ıselných kombinaćı č́ısel (c,d)
tak, aby 25c + 10d ≤ 100. Počet pěticent̊u opět neuvažujeme, protože je jed-
noznačně určen č́ısly c a d. V kartézské soustavě souřadnic budeme poč́ıtat, kolik
je mř́ıžových bod̊u v trojúhelńıku vyznačeném na obrázku. Každý mř́ıžový bod

c

[4,0][0,0]

[0,10]

d

25c+10d=100

v trojúhelńıku odpov́ıdá nějaké možnosti rozměněńı dolaru. Např́ıklad bod [1,4]
odpov́ıdá jednomu čtvrt’áku, čtyřem deseticent̊um a sedmi pěticent̊um. Pokud
spočteme body vyznačené na obrázku dostaneme 29, což, jak už v́ıme, je počet
možných rozměněńı dolaru na čtvrt’áky, deseticenty a pěticenty. Pro tento malý
trojúhelńık nebylo těžké mř́ıžové body spoč́ıtat rovnou. Mohli bychom ale k to-
muto účelu lehce použ́ıt Pick̊uv vzorec, jak to uděláme v daľśım př́ıkladu, kdy
nás zaj́ımá, kolika zp̊usoby lze rozměnit v́ıce dolar̊u.

Třet́ı př́ıstup kombinoval myšlenky prvńıho a druhého řešeńı. Stač́ı si uvědo-
mit, že každý z mř́ıžových bod̊u v trojúhelńıku odpov́ıdá jedné kombinaci v ta-
bulce v prvńım řešeńı. Obdélńıkové pole s 5 · 11 = 55 mř́ıžovými body odpov́ıdá
všem možným kombinaćım, které lze složit ze čtyř čtvrt’ák̊u a deseti deseticent̊u,
které jsme uvažovali v druhém řešeńı. Body pod diagonálou odpov́ıdaj́ı kombi-
naćım minćı s celkovou hodnotou menš́ı než je dolar, tři body na diagonále třem
kombinaćım, kdy jsme dostali přesně dolar, a body nad diagonálou odpov́ıdaj́ı
kombinaćım minćı, které maj́ı celkovou hodnotu větš́ı než dolar.
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Př́ıklad 14: Pokud se ptáme, kolika zp̊usoby lze rozměnit D dolar̊u na čtvrt’áky,
deseticenty a pěticenty, ptáme se vlastně kolik je celoč́ıselných, nezáporných řešeńı
rovnice

25c+ 10d+ 5p = 100D,

kde c je počet čtvrt’ák̊u, d počet deseticent̊u a p pěticent̊u. Celou rovnice můžeme
vydělit 5 a dostaneme

5c+ 2d+ p = 20D.

Pokud urč́ıme c a d, bude již p určeno, proto nám stač́ı hledat kombinace c a d
tak, že splňuj́ı

5c+ 2d ≤ 20D, c ≥ 0, d ≥ 0.

Tyto tři nerovnosti určuj́ı trojúhelńık s vrcholy [0,0], [4D,0] a [0,10D]. Kaž-
dý mř́ıžový bod tohoto trojúhelńıku pak odpov́ıdá jedné z možných kombinaćı
čtvrt’ák̊u, deseticent̊u a pěticent̊u v rozměněńı D dolar̊u. Využijeme Pick̊uv vzo-
rec pro určeńı počtu mř́ıžových bod̊u v trojúhelńıku. Obsah trojúhelńıku pak je
S = 1

2
·40D2. Na obvodu je 4D+10D+NSD(4D,10D) mř́ıžových bod̊u, kde jsme

použili výsledek Př́ıkladu 9 pro určeńı počtu mř́ıžových bod̊u na spojnici bod̊u
[4D,0] a [0,10D]. Největš́ı společný dělitel 4D a 10D je 2D, proto je počet bod̊u
na obvodu trojúhelńıku B = 16D. Pick̊uv vzorec dává 20D2 = I + 1

2
· 16D − 1,

tedy uvnitř máme I = 20D2− 8D+ 1 mř́ıžových bod̊u. Celkový počet mř́ıžových
bod̊u v trojúhelńıku je pak I +B = 20D2 + 8D+ 1, což je počet všech možnost́ı,
jak rozměnit D dolar̊u na čtvrt’áky, deseticenty a pěticenty.

Př́ıklad 15: Pod́ıváme-li se na basebalovou úlohu z matematického hlediska,
hledáme počet dvojic (x,y), jejichž poměr y

x
je mezi 0,2725 a 0,2735 a zároveň je

0 < x ≤ 2000. Pokud požijeme poč́ıtač nebo jinou výpočetńı techniku můžeme
źıskat seznam všech takových dvojic. S Pickovým vzorcem dostaneme výsledek
i bez otrockého vypisováńı všech možnost́ı. Pálkařský pr̊uměr bude .273, pokud
x a y, 0 < x ≤ 2000, splňuj́ı

0,2725 =
545

2000
≤ y

x
<

547

2000
= 0,2735.

Všechny dvojice (x,y), které hledáme, jsou mř́ıžové body náležej́ıćı trojúhel-
ńıku s vrcholy [2000,545], [2000,547] a [0,0].

[x, y]

[2000,547]

[2000,545]

y počet odpal̊u

x počet nadhoz̊u

Obrázek 1.13: Palkařský pr̊uměr .273

Obrázek ilustruje tento trojúhelńık, i když osy x a y nemaj́ı stejné měř́ıtko.
Trojúhelńık má obsah 2000, protože svislá strana má délku 2 a př́ıslušná výška je
2000. Na hranici jistě lež́ı tři vrcholy trojúhelńıku a jeden mř́ıžový bod na svislé
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hraně. Na hraně [2000,545], [0,0] lež́ı čtyři, protože č́ısla 2000 a 545 jsou soudělná
a jejich největš́ı společný dělitel je 5, viz Př́ıklad 9, zato č́ısla 2000 a 547 soudělná
nejsou, a tak na posledńı hraně žádný mř́ıžový bod nelež́ı. Podle Pickova vzorce
je

2000 = I +
8

2
− 1 = I + 3,

takže uvnitř trojúhelńıku je I = 1997 bod̊u. Dva vrcholy trojúhelńıku muśıme
z celkového počtu možnost́ı odeč́ıst, jsou to [0,0] a [2000,547], které jsou na
obrázku naznačeny prázdným kolečkem a neodpov́ıdaj́ı zadáńı. Počet možnost́ı,
jak źıskat požadovaný pálkařský pr̊uměr z maximálně 2000 nadhoz̊u, je tedy
I +B − 2 = 2003.
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Kapitola 2

Důkazy a souvislosti

Sedmdesát let z̊ustal Pick̊uv elegantńı vzorec skoro nepovšimnut. Pozornost
opět źıskal d́ıky H. Steinhausově knize Mathemtical Snapshots, která vyšla v roce
1969. Od té doby matematici našli mnoho d̊ukaz̊u Pickova vzorce s využit́ım
nejr̊uzněǰśıch metod. Některé zaj́ımavé souvislosti a d̊ukazy ukážeme.

Než se pust́ıme do prvńıho d̊ukazu Pickova vzorece, připomeneme jeho
zněńı.

Obsah jednoduchého mnohoúhelńıku, který má vrcholy v mř́ıžových bodech
je roven

S = I +
B

2
− 1,

kde I je počet mř́ıžových bod̊u uvnitř mnohoúhelńıku a B je počet mř́ıžových
bod̊u na hranici mnohoúhelńıku.

2.1 Prvńı d̊ukaz Pickova vzorce

V minulé kapitole jsme se již seznámili s Pickovým vzorcem a s jeho aplikacemi.
Z̊ustal nám ale dluh. Vzorec jsme sice vyslovili, použ́ıvali, ale nedokázali jsme,
že opravdu plat́ı. V této kapitole proto ukážeme, že plat́ı. V d̊ukazu budeme
postupovat podle knihy [11].

D̊ukaz. Začneme od nejjednoduš́ıch tvar̊u. Plat́ı opravdu Pick̊uv vzorec např́ıklad
pro obdélńık se stranami délky a, b ∈ N, který má hrany rovnoběžné s osami x
a y? Na obvodu má takový obdélńık 2a + 2b = B mř́ıžových bod̊u, viz obrázek
2.1. Uvnitř je (a − 1)(b − 1) = I mř́ıžových bod̊u. Pick̊uv vzorec opravdu plat́ı,
protože

I +
B

2
− 1 = (a− 1)(b− 1) +

1

2
(2a+ 2b)− 1 = ab,

což odpov́ıdá obsahu obdélńıku.
Pick̊uv vzorec tedy plat́ı pro obecný obdélńık. Plat́ı také pro pravoúhlý troj-

úhelńık, který vznikl rozděleńım obdélńıku úhlopř́ıčkou na p̊ul, tedy pro obecný
pravoúhlý trojúhelńık s odvěsnami délek a a b, které jsou rovnoběžné s osami x
a y? K ověřeńı Pickova vzorce v tomto př́ıpadě muśıme ukázat, že plat́ı

I +
B

2
− 1 =

ab

2
.
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a

b

Obrázek 2.1: Obdélńık s vrcholy v mř́ıžových bodech a hranami délky a, b

Označme B∗ počet mř́ıžových bod̊u na přeponě včetně krajńıch bod̊u. Pak je
počet mř́ıžových bod̊u na hranici trojúhelńıku

B = a+ b+B∗ − 1.

Protože B∗ mř́ıžových bod̊u na úhlopř́ıčce lež́ı na hranici obou pravoúhlých troj-
úhelńık̊u, na které úhlopř́ıčka rozděluje obdélńık, dostáváme tedy

2I + 2B = (a+ 1)(b+ 1) +B∗,

I +B =
1

2

(
(a+ 1)(b+ 1) +B∗

)
.

Z toho plyne

I+
B

2
−1 = I+B− B

2
−1 =

1

2

(
(a+1)(b+1)+B∗

)
− 1

2
(a+ b+B∗−1)−1 =

ab

2
.

Pick̊uv vzorec tedy opravdu plat́ı pro pravoúhlý trojúhelńık.

Zat́ım jsme ukázali, že vzorec plat́ı pro obdélńık a pravoúhlý trojúhelńık, dále
přejdeme už k obecným jednoduchým mnohoúhelńık̊um s vrcholy v mř́ıžových
bodech. Pozor, jednoduchý mnohoúhelńık v tomto smyslu nenaznačuje, že mno-
hoúhelńık nemá komplikovaný tvar, ale že jeho hranice je uzavřená lomená čára,
která sama sebe nikde neprot́ıná.

Předpokládejme, že jednoduchý mnohoúhelńık M je rozdělen do dvou menš́ıch
mnohoúhelńık̊u M ′ a M ′′ jako je naznačeno na obrázku 2.2.

M ′

M ′′

Obrázek 2.2: Mnohoúhelńık M rozděleny na dva mnohoúhelńıky

Obsahy těchto mnohoúhelńık̊u jistě splňuj́ı

SM = SM ′ + SM ′′ ,

kde SM je obsah mnohoúhelńıku M a podobně SM ′ ,SM ′′ pro M ′ a M ′′. Nyńı
předpokládejme, že podle Pickova vzorce je

SM ′ = I ′ +
B′

2
− 1,

SM ′′ = I ′′ +
B′′

2
− 1.
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Ukážeme, že obsah velkého mnohoúhelńıku M také splňuje Pick̊uv vzorec. Počet
mř́ıžových bod̊u, které lež́ı na společné části hranice menš́ıch mnohoúhelńık̊u M ′

a M ′′, označme B∗. Počet mř́ıžových bod̊u v mnohoúhelńıku M je pak dán

I = I ′ + I ′′ +B∗ − 2,

B = B′ +B′′ − 2B∗ + 2. (2.1)

Takže

SM = SM ′ + SM ′′ = (I ′ +
B′

2
− 1) + (I ′′ +

B′′

2
− 1) =

= (I ′ + I ′′ +B∗ − 2) +
1

2
(B′ +B′′ − 2B∗ + 2)− 1 = I +

B

2
− 1.

Předchoźı výpočet ukazuje, že pokud pro mnohoúhelńıky M ′ a M ′′ plat́ı Pick̊uv
vzorec, plat́ı i pro mnohoúhelńık M . To znamená, že Pick̊uv vzorec I + B

2
− 1 je

aditivńı stejně jako obsah, tj. z̊ustává v platnosti i pro celek vzniklý sečteńım čá-
st́ı, pro které vzorec platil. Obsahy nemuśıme pouze sč́ıtat, můžeme je též odeč́ıtat
a tak předchoźı tvrzeńı můžeme vyslovit i takto: pokud pro mnohoúhelńıky M
a M ′ plat́ı Pick̊uv vzorec, plat́ı i pro mnohoúhelńık M ′′. Princip aditivity tedy
můžeme dále použ́ıvat a každý mnohoúhelńık rozdělit na vhodné části, jejichž
obsah již dokážeme spoč́ıtat. Připomeňme ještě, že v popsané aditivitě je d̊uležité,
že výsledný mnohoúhelńık je opět jednoduchý. Pokud by složený mnohoúhelńık
nebyl jednoduchý, neplatily by totiž vztahy (2.1).

Dále budeme analyzovat základńı stavebńı kameny, na které lze mnohoúhelńık,
jehož vrcholy jsou v mř́ıžových bodech, rozdělit. Jsou jimi elementárńı troj-
úhelńıky, jejichž vrcholy jsou mř́ıžové body, ale které již žádné daľśı mř́ıžové
body neobsahuj́ı ani uvnitř ani na hranici. Každý mnohoúhelńık budeme cht́ıt
rozdělit na elementárńı trojúhelńıky. Toto rozděleńı budeme nazývat elementár-
ńı triangulace. Elementárńı triangulace neńı jednoznačná, dokonce většinou
existuje několik možnost́ı, jak ji udělat. Nám bude stačit, že existuje a že má
vždy stejný počet elementárńıch trojúhelńık̊u.

Pojd’me do práce, muśıme dokázat, že elementárńı trojúhelńıky splňuj́ı dvě
d̊uležité vlastnosti. Zformulujeme je do dvou tvrzeńı.

Tvrzeńı 2. Každý mnohoúhelńık, který má vrcholy v mř́ı̌zových bodech, má ele-
mentárńı triangulaci.

Obrázek 2.3: Př́ıklad možné triangulace mnohoúhelńıku M

D̊ukaz. Zaprvé každý mnohoúhelńık s vrcholy v mř́ıžových bodech může být po-
moćı úhlopř́ıček rozdělen na trojúhelńıky s vrcholy v mř́ıžových bodech. Zadruhé
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každý neelementárńı trojúhelńık s vrcholy v mř́ıžových bodech může být rozdělen
na dva nebo tři menš́ı trojúhelńıky s vrcholy v mř́ıžových bodech,

• pokud obsahuje vnitřńı mř́ıžový bod, propojeńım tohoto bodu s vrcholy
trojúhelńıku,

• pokud obsahuje mř́ıžový bod na hraně, spojeńım tohoto bodu s protěǰśım
vrcholem:

Obrázek 2.4: Dvě možnosti jak rozdělit trojúhelńık, který neńı elementárńı

Pokud budeme tato děleńı opakovat, dokud bude existovat nějaký mř́ıžový bod,
který lež́ı uvnitř nebo na hraně nějakého trojúhelńıku a neńı jeho vrcholem, do-
staneme rozděleńı, které bude elementárńı triangulaćı.

k

Tvrzeńı 3. Obsah každého elementárńıho trojúhelńıku je 1
2
.

D̊ukaz. Každý trojúhelńık s vrcholy v mř́ıžových bodech může být vepsán do
obdélńıku s hranami, které jsou rovnoběžné s osami x a y. Hrany tohoto obdélńıku
jsou úsečky, které jsou popsány maximem a minimem x-ové a y-ové souřadnice vr-
chol̊u trojúhelńıku. Z hlediska vepsáńı do obdélńıku existuj́ı dva druhy trojúhelńı-
k̊u s vrcholy v mř́ıžových bodech. Bud’ je strana trojúhelńıku úhlopř́ıčka v obdél-
ńıku nebo neńı, jak ilustruje obrázek 2.5.

Obrázek 2.5: Trojúhelńıky vepsané do obdélńık̊u

Elementárńı trojúhelńıky mohou odpov́ıdat pouze konfiguraci vlevo na obrázku
2.5, protože trojúhelńık vpravo muśı obsahovat vnitřńı mř́ıžový bod, jak je na-
značeno. Nejdeľśı strana elementárńıho trojúhelńıku je úhlopř́ıčka obdélńıku a je-
diné mř́ıžové body na úhlopř́ıčce jsou jej́ı krajńı body.

Vepsáńım elementárńıho trojúhelńıku OUZ do obdélńıku vznikne čtyřúhelńık
OWUZ viz obrázek 2.6. Pro čtyřúhelńık plat́ı Pick̊uv vzorec, protože může být
rozdělen na obdélńık a dva pravoúhlé trojúhelńıky, jak ukazuje daný obrázek.
Pick̊uv vzorec také plat́ı pro pravoúhlý trojúhelńık OWU . Odečteńım obsah̊u
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Obrázek 2.6: Doplněńı elementárńıho trojúhelńıku do čtyřúhelńıku

dostáváme, že muśı platit i pro elementárńı trojúhelńık OUZ. Elementárńı troj-
úhelńık má I = B = 3, a tak z Pickova vzorce, který je již dokázán pro obdélńıky
a pravoúhlé trojúhelńıky, dostáváme, že obsah elementárńıho trojúhelńıku je 1

2
.

k
T́ımto je dokončen d̊ukaz Pickova vzorce. Ukázali jsme, že Pick̊uv vzorec je platný
pro elementárńı trojúhelńıky. Dı́ky aditivitě bude vzorec platný i pro jednoduché
mnohoúhelńıky, které slož́ıme z elementárńıch trojúhelńık̊u. Na druhou stranu
pokud máme jednoduchý mnohoúhelńık, můžeme jej rozdělit na elementárńı
trojúhelńıky, pro než Pick̊uv vzorec plat́ı, a opět d́ıky aditivitě Pickova vzorce
dostaneme obsah celého jednoduchého mnohoúhelńıku.

k

2.2 Důkaz Pickova vzorce přes úhly viditelnosti

Pick̊uv vzorec je dokázán, ale jak již bylo řečeno dř́ıve, d̊ukaz̊u tohoto krásného
vztahu je mnohem v́ıce. Někomu se možná bude v́ıce ĺıbit následuj́ıćı př́ımočarý
d̊ukaz. Publikoval jej Dale E. Varberg [17] a je založený na myšlence o úhlech
viditelnosti.

D̊ukaz. Nejdř́ıve přǐrad’me každému mř́ıžovému bodu Pk uvnitř mnohoúhelńıku
M váhu wk = θk

2π
, kde θk je úhel

”
viditelnosti“ v bodě Pk, kterým se d́ıváme

dovnitř mnohoúhelńıku.

M ′

M ′′

Obrázek 2.7: Mnohoúhelńık rozdělený na dva mnohoúhelńıky s naznačenými úhly
viditelnosti

Vnitřńı mř́ıžové body mnohoúhelńıku maj́ı wk = 1, mř́ıžové body, které lež́ı
na hranách mnohoúhelńıku a nejsou jeho vrcholy, maj́ı wk = 1

2
. Ve vrcholu, který

má např́ıklad wk = 1
4
, hrany sv́ıraj́ı pravý úhel, nebo ve vrcholu, který má wk = 1

6
,

hrany sv́ıraj́ı úhel π
3

atd. O váze wk můžeme uvažovat jako o př́ıspěvku, který
vrchol Pk přidává do společného obsahu mnohoúhelńıku.
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Budeme definovat veličinu

W =
∑
Pk∈M

wk.

Ukážeme, že W je obsah mnohoúhelńıku. Nejdř́ıve se zaob́ırejme otázkou, jestli je
W aditivńı podobně jako obsah. To znamená, že pokud máme mnohoúhelńık M ,
který vznikne spojeńım dvou mnohoúhelńık̊u M ′ a M ′′, je W (M) = W (M ′) +
W (M ′′). Popsaná vlastnost je d̊usledek toho, že úhly viditelnosti v M ′ a M ′′

v mř́ıžových bodech na jejich společné hraně dávaj́ı úhly viditelnosti v̊uči mno-
hoúhelńıku M , tedy opravdu W je aditivńı.

1
4
−w

w

1
4

1
4

1
4

1
2

1
2

1
2

1
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1
2
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Obrázek 2.8: Obdélńık s naznačenými úhly viditelnosti, převzatý z [7]

V daľśım kroku muśıme ukázat, že W odpov́ıdá obsahu mnohoúhelńıku. Nej-
dř́ıve uvažme obdélńık, který má hrany rovnoběžné s osou x a y a jehož vrcholy
lež́ı v mř́ıžových bodech. Pro tento př́ıpad je zřejmé, že W je obsah obdélńıku, jak
je ilustrováno na obrázku 2.8 vlevo. Pokud uváž́ıme pravoúhlý trojúhelńık, který
má odvěsny rovnoběžné s osami x a y, veličina W opět dává stejný výsledek jako
obsah, protože stač́ı d́ıky již dokázané aditivitě vźıt W pro celý obdélńık a vydělit
je dvěma, viz obrázek 2.8.

Dále libovolný trojúhelńık lze doplnit na obdélńık s využit́ım pravoúhlých
trojúhelńık̊u a obdélńık̊u, jak je naznačeno na obdélńıćıch vpravo na obrázku
2.8. Veličina W je aditivńı, a tak W obecného trojúhelńıku dostaneme vhodným
odečteńım veličiny W pro obdélńıky a pravoúhlé trojúhelńıky. Stejně tak bychom
źıskali i obsah takového trojúhelńıku, a tak W pro obecný trojúhelńık je roven
obsahu tohoto trojúhelńıku.

Poznamenejme, že v d̊ukazu zat́ım nebyl nikde použit předpoklad o jednodu-
chosti mnohoúhelńıku. Princip, na kterém je d̊ukaz založen, využijeme ještě v Ka-
pitole 3.1, kde budeme mluvit o zobecněném Pickově vzorci pro mnohoúhelńıky,
které nejsou jednoduché.

Konečně se dostáváme k samotnému d̊ukazu Pickova vzorce. Pro jednoduchý
mnohoúhelńık, jehož vrcholy jsou mř́ıžové body, plat́ı podle Věty 1

S = I +
B

2
− 1,

kde I je počet mř́ıžových bod̊u uvnitř mnohoúhelńıku a B je počet mř́ıžových
bod̊u na hranici mnohoúhelńıku.

Jednoduchý n-úhelńık má n vnitřńıch úhl̊u, což jsou právě všechny úhly vidi-
telnosti při vrcholech a jejich součet je (n−2)π. Např́ıklad trojúhelńık má součet
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vnitřńıch úhl̊u π, čtyřúhelńık 2π atd. Počet mř́ıžových bod̊u, které jsou na hra-
nici n-úhelńıku, ale nejsou jeho vrcholy je B − n, pak je součet úhl̊u viditelnosti
k nim náležej́ıćım (B−n)π. Ted’ již dostáváme, že součet všech úhl̊u viditelnosti,
náležej́ıćıch všem B mř́ıžovým bod̊um na hranici mnohoúhelńıku (jak vrchol̊um,
tak bod̊um, které nejsou vrcholy mnohoúhelńıku), je (B − n)π + (n − 2)π =
(B − 2)π. Takže pokud I je množina vnitřńıch mř́ıžových bod̊u mnohoúhelńıku
M a B je množina mř́ıžových bod̊u na jeho hranici, je obsah mnohoúhelńıku

S = W (M) =
∑
Pk∈I

wk +
∑
Pk∈B

wk = I +
(B − 2)π

2π
= I +

B

2
− 1.

k

2.3 Třet́ı d̊ukaz Pickova vzorce

Než se pust́ıme do daľśıho d̊ukazu Pickova vzorce, který opět vycháźı z knihy
[11], ujasněme si, co rozumı́me pod pojmem triangulace nějakého mnohoúhelńıku
již ne nutně s vrcholy v mř́ıžových bodech. Triangulace je rozděleńı tohoto
mnohoúhelńıku na trojúhelńıky tak, že žádný z vrchol̊u nějakého z trojúhelńık̊u
nelež́ı na hraně jiného trojúhelńıku, jak je naznačeno na obrázku 2.9.

Obrázek 2.9: Možná triangulace mnohoúhelńıku

Jak již v́ıme d́ıky Tvrzeńı 2 a 3, jednoduchý mnohoúhelńık s vrcholy v mř́ı-
žových bodech má elementárńı triangulaci a obsah každého elementárńıho troj-
úhelńıku je 1

2
. K d̊ukazu Pickova vzorce by tedy vlastně stačilo zjistit, kolik ele-

mentárńıch trojúhelńık̊u je v každé takové elementárńı triangulaci. Pokud by
tento počet byl 2I + B − 2, kde, jak jsme již zvykĺı, I je počet vnitřńıch a B
počet hraničńıch mř́ıžových bod̊u, byli bychom hotovi. Je to pravda, ale tento
fakt muśıme dokázat a uděláme to pro mnohoúhelńık, jehož vrcholy nemusej́ı být
mř́ıžové body.

Tvrzeńı 4. Triangulace jednoduchého mnohoúhelńıku s B vrcholy na hranici
a I vrcholy uvnitř je složená z T trojúhelńık̊u, kde pro T plat́ı

T = 2I +B − 2.

D̊ukaz. K ověřeńı tohoto tvrzeńı uvažme součet všech vnitřńıch úhl̊u všech troj-
úhelńık̊u v triangulaci mnohoúhelńıku, který označ́ıme Υ. Tento součet budeme
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poč́ıtat dvěma zp̊usoby a porovnáme oba výsledky. Zaprvé každý trojúhelńık
v triangulaci má součet vnitřńıch úhl̊u roven π. Takže

Υ = Tπ.

π

2π

Obrázek 2.10: Triangulace s naznačenými součty úhl̊u

Zadruhé součet úhl̊u okolo každého z I vnitřńıch bod̊u je 2π a v B vrcholech na
hranici je součet π(B−2) podle vzorce pro součet vnitřńıch úhl̊u mnohoúhelńıku.
Tedy dostáváme

Υ =
(
2I + (B − 2)

)
π.

Pokud porovnáme oba vztahy pro Υ dostaneme požadovanou rovnost.
k

2.4 Euler̊uv vzorec

K daľśımu d̊ukazu Pickova vzorce využijeme Euler̊uv vzorec, který nás za-
vede na výlet do teorie graf̊u. Ale pozor, nejedná se o grafy funkćı, ale o jistá
schémata, která vhodným zp̊usobem popisuj́ı nejr̊uzněǰśı situace. Grafem G
chápeme množinu vrchol̊u V spolu s množinou hran H, což jsou spojnice mezi
některými dvojicemi vrchol̊u. Vrcholy grafu mohou např́ıklad znázorňovat obce
v nějakém okrese a hrany silnice mezi nimi. Jindy mohou vrcholy reprezentovat
účastńıky nějakého plesu a spojnice mohou reprezentovat dvojice účastńık̊u, kteř́ı
se navzájem znaj́ı.

Obrázek 2.11: Př́ıklad grafu

Pokud bychom se ponořili do teorie graf̊u hlouběji, setkali bychom se s nejr̊uz-
něǰśımi typy graf̊u. Právě zavedený pojem grafu by potom dostal daľśı upřesňuj́ıćı
př́ızviska: obyčejný neorientovaný graf.

Z plejády nejr̊uzněǰśıch graf̊u nás bude zaj́ımat rovinný graf, č́ımž rozumı́me
graf, který lze nakreslit v rovině bez toho, aby se hrany kř́ıžily. Každý takový graf
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rozděluje rovinu na konečný počet oblast́ı, které budeme nazývat stěny. Pozor,
mezi stěny poč́ıtáme i oblast vně grafu. Ekvivalentně lze definovat rovinný graf
jako takový graf, který lze nakreslit na dvoudimenzionálńı sféru bez toho, aby se
jeho hrany kř́ıžily. Tato ekvivalence vycháźı např́ıklad z toho, že na sféře lze zvolit
libovolný bod, který neńı vrcholem grafu, ani neńı na jeho hraně, a z tohoto bodu
můžeme stereografickou projekćı zobrazit zbytek sféry do roviny. Stereografická
projekce je naznačená na obrázku 2.12.

Obrázek 2.12: Stereografická projekce grafu na sféře

Ještě než se dostaneme k Eulerově vzorci, seznámı́me se s několika pojmy
teorie graf̊u. Posloupnost vrchol̊u {P1,P2, . . . ,Pn} postupně propojených hranami
z P1 do P2, z P2 do P3 ... z Pn−1 do Pn se nazývá cesta.

Obrázek 2.13: Př́ıklad cesty

Souvislý graf je pak takový graf, v němž existuje cesta mezi každými dvěma
vrcholy.

Obrázek 2.14: Př́ıklad souvislého a nesouvislého grafu

Kružnice je uzavřená cesta z vrcholu, přes jiné vrcholy zpět do p̊uvodńıho
vrcholu, tj. jedná se o cestu, v ńıž je P1 = Pn.

Strom je takový graf, který je souvislý a neobsahuje kružnici. Kostrou grafu
rozumı́me nejmenš́ı souvislý podgraf G souvislého grafu, to znamená, že obsahuje
všechny vrcholy grafu a některé z p̊uvodńıch hran tak, aby počet hran byl mi-
nimálńı, ale graf G z̊ustal souvislý. Takto zavedená kostra grafu je stromem,
tj. neobsahuje žádnou uzavřenou kružnici, protože z kružnice lze odstranit jednu
hranu a źıskat stále souvislý graf s menš́ım počtem hran. Neńı těžké si rozmyslet,
že libovolný strom má počet vrchol̊u o jedna větš́ı než je počet jeho hran. Zkuste
si to rozkreslit. Důkaz by postupoval indukćı od nejjednoduš́ıho stromu, což je
jeden vrchol k větš́ım stromům. Stač́ı si uvědomit, že s každým přidáńım hrany
přibude i jeden vrchol.
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Obrázek 2.15: Př́ıklad kružnic v teorii graf̊u

Věta 5. (Euler̊uv vzorec) Pro souvislý rovinný graf G s V vrcholy, H hranami
a S stěnami plat́ı

V −H + S = 2.

Důkaz̊u Eulerova vzorce je bezpočet, uvedeme d̊ukaz z knihy [1], který lze
dohledat již v knize od von Stauda z roku 1847.

D̊ukaz. Bud’ T ⊂ H podmnožina hran grafu G, které jsou hranami kostry grafu
G. Dále budeme potřebovat duálńı graf G∗ k grafu G. Ten vznikne následuj́ıćım
postupem: Do grafu G přidáme jeden nový vrchol do každé stěny, nezapomeneme
ani na vněǰśı stěnu. Tyto vrcholy propoj́ıme hranou tehdy, pokud odpov́ıdaj́ıćı si
stěny maj́ı společnou hranu. Pokud stěny soused́ı několika hranami, přes každou
hranu nakresĺıme jednu novou hranu. T́ım jsme źıskali duálńı graf G∗.

Obrázek 2.16: Kostra v duálńım grafu

Uvažme T ∗ ⊂ H∗ množinu hran v duálńım grafu, která odpov́ıdá hranám
grafu G, které nejsou hranami libovolné pevně zvolené kostry, tj. nejsou v T .
Hrany v T ∗ propojuj́ı všechny stěny, protože p̊uvodńı kostra grafu T neobsahuje
kružnice. Také T ∗ neobsahuje kružnice, protože jinak by oddělila nějaký vrchol
grafu G uvnitř kružnice od hran vně kružnice. To nelze, protože T spojuje všechny
vrcholy grafu G a s T ∗ nemá žádný pr̊useč́ık. Takže T ∗ je kostrou v G∗.

Pro každý strom plat́ı, jak jsme si rozmysleli výše, že počet jeho vrchol̊u je
o jedna větš́ı než počet jeho hran. Pro strom T dostaneme, že počet vrchol̊u je
V = HT + 1 zat́ımco pro T ∗ dostaneme počet stěn S = HT ∗ + 1, kde HT znač́ı
počet hran v T a HT ∗ počet hran v množině T ∗. Sečteńım obou rovnost́ı do-
staneme V + S = (HT + 1) + (HT ∗ + 1) = H + 2. Přitom jsme využili vztah
H = HT + HT ∗ , protože každá hrana grafu G je bud’ součást́ı kostry grafu G
nebo j́ı odpov́ıdá hrana duálńı kostry T ∗.

k

Euler dokázal rovnost V − H + S = 2 již v roce 1752, někdy se však tvrd́ı,
že tento vztah znal již Descartes v roce 1640. Původńı tvrzeńı však popisovalo
namı́sto rovinných graf̊u konvexńı mnohostěny, pro které plat́ı stejný vztah. Kon-
vexńı mnohostěny, totiž takové, že spojnice libovolných dvou jejich bod̊u lež́ı
celá uvnitř mnohostěnu, tj. že povrch neńı nikde

”
prohnutý dovnitř“, lze převést
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Obrázek 2.17: Graf krychle a osmistěnu

na rovinné grafy, které maj́ı stejný počet vrchol̊u, hran a stěn. Na obrázku jsou
naznačeny rovinné grafy pro krychli a osmistěn.

Pro zaj́ımavost uved’me, že v topologii, která zkoumá vlastnosti těles a pro-
stor̊u bez ohledu na vzdálenosti, úhly či křivosti, se zavád́ı Eulerova charakte-
ristika tělesa χ = 2 − 2g, kde g je tzv. rod, který udává počet

”
děr“ v tělese.

Např́ıklad koule nebo krychle má rod 0, torus má rod 1 stejně jako hrneček
s jedńım uchem a hrnec se dvěma uchy má rod 2. Pro nejr̊uzněǰśı hranoly se
Eulerova charakteristika χ poč́ıtá právě pomoćı nám již známého vzorce

χ = V −H + S.

Např́ıklad rod krychle nebo jiných konvexńıch těles je nula, tedy opravdu

V −H + S = 2 = χ.

Následuj́ıćı větu o hranách a z ńı vycházej́ıćı d̊ukaz Pickova vzorce publikoval
W. W. Funkenbusch [6] v roce 1974.

Věta 6. (o hranách)
Počet hran grafu, který je triangulaćı jednoduchého mnohoúhelńıku, splňuje

H = 3I + 2B− 3, kde H je počet hran, B je počet vrchol̊u na hranici grafu a I je
počet vrchol̊u uvnitř grafu.

D̊ukaz. Mějme graf, který je triangulaćı jednoduchého mnohoúhelńıku. Abychom
tvrzeńı dokázali stač́ı ukázat, že vzorec plat́ı pro nejjednodušš́ı jednoduchý mnoho-
úhelńık a že plat́ı pro mnohoúhelńıky, které vzniknou, přidáme-li do grafu jeho
triangulace nový vrchol a t́ım tento graf zvětš́ıme. Nejjednodušš́ı mnohoúhelńık
je trojúhelńık, tj. B = 3, I = 0 a vzorec je splněn, protože počet hran je H = 3.

Obrázek 2.18: Př́ıklad přidáńı bod̊u

Předpokládejme, že vzorec plat́ı pro nějaký graf, který je triangulaćı jedno-
duchého mnohoúhelńıku, existuj́ı dvě možnosti, jak přidat do grafu nový vrchol.
Pokud přidáme do grafu vnitřńı bod jako na obrázku 2.18 vlevo, zvedne se počet
hran H v grafu o 3 a dokazovaný vzorce bude stále platit.
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Pokud přidáme do grafu hraničńı vrchol jako na obrázku 2.18 vpravo, přidáme
nějaký počet nových hran, který označme X. Počet nových hran je minimálně 2
a to kv̊uli tomu, aby se stále jednalo o triangulaci nějakého jednoduchého mnoho-
úhelńıku. Dvě nové hrany jdou do vrchol̊u, které z̊ustaly hraničńımi a zbylé jdou
do vrchol̊u, které byly p̊uvodně hraničńı, ale ted’ jsou vnitřńı, takže je těchto nově
vnitřńıch vrchol̊u X − 2. Počet vrchol̊u uvnitř se tedy zvýšil o X − 2, vrchol̊um
na hranici přibyl jeden nový a ubylo X − 2 vrchol̊u. Dosad’me do dokazovaného
vzorce:

H +X = 3(I +X − 2) + 2
(
B + 1− (X − 2)

)
− 3,

H +X = 3I + 2B − 3 + 3X − 2X − 6 + 6.

Vid́ıme, že jej můžeme upravit na vztah pro p̊uvodńı graf bez přidaného vrcholu

H = 3I + 2B − 3,

proto vzorec plat́ı i pro větš́ı graf. T́ımto je správnost vzorce ověřena.
k

Nyńı již máme vše d̊uležité a můžeme ukázat d̊ukaz Pickova vzorce s využit́ım
Eulerova vzorce.

D̊ukaz. Mějme mnohoúhelńık s vrcholy v mř́ıžových bodech a jeho elementárńı
triangulaci. Použijeme-li Euler̊uv vzorec V −H + S = 2 pro tento rovinný graf,
dostaneme

V = I +B,

S = 2− V +H,

H = 3I + 2B − 3.

Počet elementárńıch trojúhelńık̊u je S − 1 a jejich obsah, jak již bylo dokázáno
dř́ıve viz Tvrzeńı 3, je 1

2
. Obsah mnohoúhelńıku je pak

1

2
(S − 1) =

1

2
(2− (I +B) + (3I + 2B − 3)− 1) = I +

B

2
− 1.

k

2.5 Daľśı výsledky o mř́ıžových bodech

Pick̊uv vzorec neńı jediným výsledkem o mř́ıžových bodech. V daľśım uvedeme
několik zaj́ımavých vět a, aby nenásledoval jen jejich výpis, dokážeme pomoćı
Minkowského věty jiným zp̊usobem Tvrzeńı 3 z prvńıho d̊ukazu Pickova vzorce.

Začneme větou, kterou Blichfeldt publikoval v roce 1914 v článku [3]. Bez
zaj́ımavosti neńı ani to, že tvrzeńı věty může být dokonce zobecněno do libovolné
dimenze.

Věta 7. (Blichfeldt) Každý omezený rovinný obrazec M s obsahem ostře věťśım
než A muže být posunut tak, aby počet mř́ı̌zových bod̊u uvnitř M byl alespoň A+1.
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Věta 8. (Browkin) Pro libovolné přirozené č́ıslo n existuje v rovině čtverec
s právě n mř́ı̌zovými body uvnitř.

Toto tvrzeńı, které lze nalézt v [18], bylo dokonce zobecněno na libovolný
tvar, o což se zasloužili Schinzel a Kulikowski. Browkin poté tvrzeńı převedl do
tř́ı dimenźı a dokázal jej pro krychli.

Následuje tvrzeńı, které dokázal Hermann Minkowski v roce 1889. Nejdř́ıve
však osvětĺıme následuj́ıćı pojmy.

Omezená množina je taková množina, kterou lze celou uzavř́ıt do koule
o konečném poloměru.

Pokud řekneme o množině, že je symetrická kolem počátku, máme na
mysli, že pokud je v množině bod se souřadnicemi [x1, . . . ,xn], pak je v množině
také bod [−x1, . . . ,− xn].

Věta 9. (Minkowski) V n-rozměrném prostoru plat́ı, že každá omezená kon-
vexńı množina C, která je symetrická kolem počátku a má obsah věťśı než 2n,
obsahuje nejméně jeden mř́ı̌zový bod kromě počátku.

Speciálně: omezená konvexńı množina v rovině, která je symetrická kolem
počátku a má obsah věťśı než 4, muśı obsahovat nejméně jeden mř́ı̌zový bod, kromě
počátku.

Lze naj́ıt nejr̊uzněǰśı př́ımé d̊ukazy Minkowského věty, např́ıklad v článku [15],
nebo je také možné tvrzeńı v celé obecnosti dokázat pomoćı Blichfeldtovy věty.
Pro nás však bude stačit Minkowského větu dokázat pouze v rovině.

Ještě než se však pust́ıme do d̊ukazu, který postupuje podle [2], vysvětĺıme,
co znamená operace

”
a mod b“. Výsledkem je zbytek po děleńı č́ısla a č́ıslem b.

Pokud nav́ıc chceme ř́ıci, že i č́ıslo c má stejný zbytek po děleńı č́ıslem b jako a,
zaṕı̌seme to takto

c ≡ a mod b.

Tento zápis čteme: c je kongruentńı s a modulo b. Např. plat́ı 7 ≡ 22 mod 5.
Č́ısla a a c však nemuśı být pouze celá a kladná, např. −1,7 ≡ 3,3 mod 5.

D̊ukaz. V d̊ukazu budeme použ́ıvat mř́ıžové body a dvojnásobné mř́ıžové body,
tedy takové body, které jsou ve tvaru [2x,2y], pro x,y ∈ Z.

Celá rovina R2 lze
”
vydláždit“ čtverci, X + (λ,µ), kde X je dvojnásobný

mř́ıžový bod a parametry λ, µ prob́ıhaj́ı celý interval (0,2). Tyto čtverce jsou
disjunktńı, to znamená, že žádné dva z nich nemaj́ı společný bod.

Množina C je omezená, proto je překryta jen konečným počtem čtverc̊u X1 +
(λ,µ), . . ., Xn + (λ,µ), označme C1, . . ., Cn pr̊uniky množiny C se čtverci, tj.
C1 = C ∩

(
X1 + (λ,µ)

)
, atd. Pak jsou jistě C1, . . ., Cn disjunktńı a součet jejich

obsah̊u je roven obsahu množiny C.
Označme � čtverec [0,0] + (λ,µ), λ, µ ∈ (0,2). Zobrazeńı

f : [x,y] 7→ [x mod 2,y mod 2]

zobrazuje celou rovinu do čtverce � tedy f : R2 → �. Toto zobrazeńı přesune
všechny kousky C1, . . ., Cn do čtverce �. Obsah množiny C je stejný jako součet
obsah̊u jednotlivých kousk̊u C1, . . ., Cn a je podle předpokladu věty větš́ı než
4, což je obsah čtverce �. Proto se muśı alespoň dva kousky f(Cj) a f(Ck)
překrývat. V tomto překryvu vyberme bod f(P1) = f(P2), že P1 ∈ Cj a P2 ∈ Ck.
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To znamená, že pro souřadnice bod̊u P1 = [x1,y1] a P2 = [x2,y2] muśı platit
x1 ≡ x2 mod 2 a y1 ≡ y2 mod 2, což lze jinak zapsat také jako (x1−x2) ≡ 0 mod 2
a (y1 − y2) ≡ 0 mod 2, tj. č́ısla x1 − x2 a y1 − y2 jsou dělitelná dvěma. Protože
body P1 a P2 jsou r̊uzné, nejsou obě tyto č́ısla zároveň rovna nule.

Protože je množina C symetrická podle počátku lež́ı v ńı bod−P2 = [−x2,−y2]
a protože je konvexńı lež́ı uvnitř množiny C celá úsečka mezi body P1 a−P2. Střed
této úsečky bod 1

2
(P1− P2) = [1

2
(x1− x2),1

2
(y1− y2)] tedy jistě lež́ı v množině C.

Jak už v́ıme, č́ısla x1 − x2 a y1 − y2 jsou dělitelná dvěma a nejsou zároveň obě
nuly, proto bod 1

2
(P1 − P2) má celoč́ıselné souřadnice a jedná se o jeden hledaný

mř́ıžový bod v množině C, který neńı počátkem.
k

Z Minkowského věty máme, že v množině lež́ı kromě počátku jeden nenulový
mř́ıžový bod, ze symetrie množiny však dostáváme, že tam existuje ještě bod
s t́ımto symetrický. Pokud započ́ıtáme i počátek, tedy nulový mř́ıžový bod, který
je v množině d́ıky jej́ı konvexitě, dostaneme tvrzeńı:

V omezené konvexńı množině v Rn symetrické kolem počátku, která má obsah
větš́ı než 2n, jsou alespoň tři mř́ıžové body.

S pomoćı Minkowského věty ukážeme jiným zp̊usobem jeden ze základńıch
stavebńıch prvk̊u d̊ukaz̊u Pickova vzorce a to, že obsah elementárńıho trojúhelńıku
je jedna polovina, viz Tvrzeńı 3. V prvńı části d̊ukazu budeme postupovat podle
článku [15].

D̊ukaz. Necht’ ∆ABC je elementárńı trojúhelńık. Otočme tento trojúhelńık o 180◦

kolem středu hrany a, která je proti vrcholu A. Nový trojúhelńık označme jako
∆A′B′C ′, vrchol B′ odpov́ıdá v otočeńı vrcholu C a C ′ = B. Tato rotace přesouvá
mř́ıžové body na mř́ıžové body. Protože jediné mř́ıžové body, které byly v ∆ABC,
jsou jeho vrcholy, uvnitř rovnoběžńıku ABA′C také nebudou žádné mř́ıžové body.

A

C=B′

B=C ′

A′

Obrázek 2.19: Náčrt rovnoběžńıku vzniklého z elementárńıho trojúhelńıku

Dále proved’me rotaci kolem střed̊u zbývaj́ıćıch hran. Źıskáme trojúhelńık,
jehož středńı př́ıčky tvoř́ı p̊uvodńı trojúhelńık ∆ABC. Uvnitř tohoto trojúhelńıku
také neńı žádný vnitřńı mř́ıžový bod. Otočme celý velký trojúhelńık kolem bodu
B o 180◦. Původńı a otočený trojúhelńık tvoř́ı rovnoběžńık, který je omezený,
konvexńı a symetrický kolem bodu B, který je jediný vnitřńı bod v rovnoběžńıku
a který označme jako počátek. Podle Minkowského věty nemůže mı́t rovnoběžńık
obsah větš́ı než 4. Rovnoběžńık je tvořen osmi elementárńımi trojúhelńıky shod-
nými s ∆ABC, a tak obsah elementárńıho trojúhelńıku může být nejvýše 1

2
.

Pro výpočet dolńıho odhadu obsahu trojúhelńıku s vrcholy o celoč́ıselných
souřadnićıch A = [a1,a2],B = [b1,b2] a C = [c1,c2] použijeme vektorový součin.

28



Plat́ı totiž

S∆ =
1

2
|~b||~c | sinα =

1

2
|~b× ~c |

pro vektory ~b = (a1 − c1,a2 − c2,0) a ~c = (a1 − b1,a2 − b2,0) a úhel α mezi nimi
při vrcholu A.

A

C

B

α

−→c

−→
b

Obrázek 2.20: vektorový součin

Dostáváme

S∆ =
1

2

(
(a1 − c1)(a2 − b2)− (a1 − b1)(a2 − c2)

)
,

což je 1
2

krát nějaké nenulové celé č́ıslo, tedy obsah trojúhelńıku bude nejméně 1
2
.

v předchoźı části d̊ukazu jsme zjistili, že obsah trojúhelńıku může být nejvýše 1
2
,

a tak dostáváme, že obsah elementárńıho trojúhelńıku je 1
2
.

k
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Kapitola 3

Zobecněńı a rozš́ı̌reńı

V této kapitole budeme uvažovat, jak rozš́ı̌rit Pick̊uv vzorec pro složitěǰśı tvary
a nebudeme se již omezovat pouze na jednoduché mnohoúhelńıky. V druhé části
se dotkneme otázky rozš́ı̌reńı Pickova vzorce do prostoru.

3.1 Zobecněńı pro rozmanitěǰśı tvary

Pro zobecněńı budeme vycházet z článku [17]. Budeme uvažovat obecný mno-
hoúhelńık M , který má vrcholy v mř́ıžových bodech, a může obsahovat d́ıry
nebo se jeho hrany mohou prot́ınat. Jediné, co požadujeme, je, aby mnohoúhelńık
byl sjednoceńım konečného počtu trojúhelńık̊u, které maj́ı vrcholy v mř́ıžových
bodech. Pick̊uv vzorec je potřeba pro takovéto obecněǰśı mnohoúhelńıky drobně
upravit. H. Hadwiger a J. M. Wills v článku [8] uvedli a ukázali tento zobecněný
Pick̊uv vzorec.

Věta 10. (Zobecněný Pick̊uv vzorec) Bud’ M mnohoúhelńık, jehož vrcholy
jsou mř́ı̌zové body. Pak

S = V − H

2
− χ,

kde V je počet všech mř́ı̌zových bod̊u uvnitř a na hranách mnohoúhelńıku, H je
počet jeho hran (spojnic od mř́ı̌zového bodu k mř́ı̌zovému bodu) a χ je Eulerova
charakteristika.

V = 8
H = 15
S = 7
χ = 0

Obrázek 3.1: Možná triangulace pro poč́ıtáńı Eulerovy charakteristiky

O Eulerově charakteristice jsme se již zmı́nili před Větou 6, mluvili jsme ale
o prostorových tělesech. Eulerova charakteristika pro mnohoúhelńıky se
poč́ıtá podobně. Najdeme nějakou triangulaci tohoto mnohoúhelńıku a spočteme
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počet vrchol̊u V , počet hran H a počet trojúhelńık̊u, neboli vnitřńıch stěn S,
které patř́ı do mnohoúhelńıku, pak je Eulerova charakteristika rovna

χ = V −H + S.

Pro jednoduchý mnohoúhelńık vycháźı Eulerova charakteristika 1, pro mnoho-
úhelńık, který má m oddělených děr, je Eulerova charakteristika rovna 1−m.

Pro jednoduché mnohoúhelńıky zobecněný Pick̊uv vzorec plat́ı, protože počet
bod̊u na hranici mnohoúhelńıku je roven počtu hran, ze kterého se hranice mno-
hoúhelńıku skládá B = H a Eulerova charakteristika je 1.

Než budeme dokazovat zobecněný Pick̊uv vzorec v plné obecnosti, ověřme jej
v př́ıpadě mnohoúhelńıku s m oddělenými d́ırami, které jsou samy o sobě jedno-
duché mnohoúhelńıky. Např́ıklad vlevo na obrázku 3.2 je takový mnohoúhelńık
s m = 3. Eulerova charakteristika je pro takový mnohoúhelńık s m d́ırami rovna
χ = 1−m.

V = 40
H = 36
χ = −2

S = 40− 1
2 · 36 + 2

V = 20
H = 16
χ = 1

S = 20− 1
2 · 16− 1

V = 26
H = 24
χ = −2

S = 26− 1
2 · 24 + 2

Obrázek 3.2: Nejednoduché mnohoúhelńıky

K ověřeńı zobecněného Pickova vzorce (10) použijeme pro mnohoúhelńık sm d́ı-
rami princip z d̊ukazu Pickova vzorce přes úhly viditelnosti, viz podkapitola
2.2. Označme B0, B1, . . . ,Bm počty mř́ıžových bod̊u na vněǰśı hranici a na hra-
nićıch jednotlivých m děr. Celkový počet mř́ıžových bod̊u na hranici pak je
B0 + B1 + . . . + Bm = B a počet hran je roven počtu mř́ıžových bod̊u na hra-
nici mnohoúhelńıku H = B. Pro celkový počet mř́ıžových bod̊u pak zřejmě plat́ı
V = I + B = I + H. Dále si stač́ı uvědomit, že součet úhl̊u viditelnosti dovnitř
mnohoúhelńıku na k-té d́ı̌re, je (Bk+2)π, zat́ımco na vněǰśı hranici je to (B0−2)π.
Pak již můžeme vypoč́ıtat obsah mnohoúhelńıku jako součet počtu vnitřńıch
mř́ıžových bod̊u I a těch úhl̊u viditelnosti θk dovnitř mnohoúhelńıku vydělených
2π, které odpov́ıdaj́ı mř́ıžovým bod̊um Pk lež́ıćım na hranici mnohoúhelńıku,
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tj. všem mř́ıžovým bod̊um z množiny B.

S = I +
1

2π

∑
Pk∈B

θk =

= I +
(B0 − 2)

2
+

(B1 + 2)

2
+ . . .+

(Bm + 2)

2
=

= I +
1

2
(B0 +B1 + . . .+Bm) + (m− 1) =

= I +
B

2
− χ = V − H

2
− χ.

Postup s využit́ım úhl̊u viditelnosti již bohužel nebude fungovat pro prostředńı
a pravý mnohoúhelńık na obrázku 3.2, protože na nich se hranice mnohoúhelńı-
ku prot́ıná a již počet vrchol̊u na hranici neodpov́ıdá počtu hraničńıch úsek̊u, tj.
B 6= H. Zde jsme již nuceni ke klasickému použit́ı elementárńıch trojúhelńık̊u.

D̊ukaz. Předpokládejme, že obecný mnohoúhelńık, jehož obsah nás zaj́ımá, je
rozdělen na elementárńı trojúhelńıky, tj. máme nějakou jeho elementárńı trian-
gulaci s vrcholy v mř́ıžových bodech. Označme V , Ht a St počet vrchol̊u, hran
a trojúhelńık̊u v této triangulaci. Každý trojúhelńık má 3 hrany a každá z hran
nálež́ı dvěma trojúhelńık̊um kromě hran, které jsou na okraji mnohoúhelńıku M .
Takže dostáváme 3St = 2Ht −H, pokud tuto rovnost uprav́ıme, dostaneme

St = −H + 2Ht − 2St = −H + 2V − 2(V −Ht + St) = 2V −H − 2χ.

Každý elementárńı trojúhelńık má obsah 1
2
, z čehož již dostáváme požadovaný

vztah pro obsah mnohoúhelńıku S = 1
2
St = V − H

2
− χ.

k

3.2 Rozš́ı̌reńı do prostoru

Minkowského věta plat́ı i pro prostory vyšš́ı dimenze. Mohli bychom si proto
myslet, že i Pick̊uv vzorec lze zobecnit pro v́ıcedimenzionálńı prostory. Avšak tak
jednoduché to neńı. Už v trojrozměrném prostoru lehce najdeme mnohostěny,
jejichž vrcholy lež́ı v mř́ıžových bodech a které maj́ı stejný počet mř́ıžových bod̊u
uvnitř a na hranici mnohostěnu, ale jejichž obsah je r̊uzný.

[0,1,0]

[1,1,1]

[0,0,1]

[1,0,0]

Obrázek 3.3: Čtyřstěn vepsaný do krychle

33



Obrázek z knihy [11] ukazuje jednotkovou krychli rozdělenou na pět jehlan̊u.
Vnitřńı jehlan s vrcholy [0,0,1], [1,0,0], [0,1,0] a [1,1,1] má všechny strany rovno-
stranné trojúhelńıky a je pravidelným čtyřstěnem. Čtyři vněǰśı jehlany pak maj́ı
tři stěny pravoúhlé trojúhelńıky a jednu stěnu rovnostranný trojúhelńık. Všechny
jehlany maj́ı čtyři mř́ıžové body na své hranici a žádné vnitřńı mř́ıžové body.
Pokud by existoval nějaký jednoduchý vzorec, který by podobně jako Pick̊uv,
využ́ıval pouze počet mř́ıžových bod̊u k určeńı objemu mnohostěnu v prostoru,
měly by všechny tyto jehlany stejný objem. Ale pokud použijeme vzorec pro ob-
sah jehlanu tj. obsah základny krát jedna třetina výšky, dostaneme, že každý ze
čtyř vněǰśıch jehlan̊u má objem 1

6
. Protože celá jednotková krychle má objem 1,

muśı být obsah vnitřńıho pravidelného jehlanu 1− 4 · 1
6

= 1
3
.

Daľśı ilustrace tentokrát z [15] také ukazuje, proč neexistuje jednoduchá ana-
logie Pickova vzorce v prostoru. Uvažujme jehlan, který má jako základnu troj-
úhelńık s vrcholy [0,0,0], [1,0,0] a [1,1,0] a jehož vrchol je v bodě [0,1,n], kde
n ∈ N. Tento jehlan jistě pro libovolné n ∈ N neobsahuje žádné daľśı mř́ıžové
body, objem však má podle vzorce pro objem jehlanu roven n

6
.

[1,1,0][1,0,0]

[0,0,0]

[0,1,n]

Obrázek 3.4: Jehlan, který má jen 4 vrcholy, ale r̊uzný objem podle polohy
hlavńıho vrcholu

J. E. Reeve [16] zobecnil Pick̊uv vzorec pro tř́ıdimenzionálńı prostor s využit́ım

”
p̊ulmř́ıžových bod̊u“. Těmito p̊ulmř́ıžovými body mysĺıme takové body [a,b,c],

že [2a,2b,2c] ∈ Z3. Reeve dokázal určit obsah mnohostěnu, jehož vrcholy jsou
mř́ıžové body, pomoćı počtu mř́ıžových a p̊ulmř́ıžových bod̊u uvnitř a na hranici
mnohostěnu.

Dále se rozš́ı̌reńım Pickova vzorce do prostoru nebudeme zabývat. Tomu, koho
by toto téma zaj́ımalo, doporučuji článek [9].
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Medailonek o Georgu Pickovi

Obrázek 3.5: Georg Alexander Pick

Georg Alexander Pick se narodil 10. srpna 1859 ve Vı́dni do židovské rodiny,
jeho rodiče byli Josefa Schleisinger a Adolf Josef Pick. Jeho otec jej vyučoval doma
až do jedenácti let, pak nastoupil na gymnázium a následně v letech 1875 až 1879
studoval na univerzitě ve Vı́dni matematiku a fyziku. V roce 1880 źıskal dok-
torát pod vedeńım L. Königsbergera, který je považován za žáka K. Weierstrasse.
Po dokončeńı doktorátu ve Vı́dni přijal mı́sto pomocného asistenta E. Macha na
Karlo-Ferdinandově univerzitě v Praze. V roce 1882 byl Georg Pick habilitován,
v roce 1888 byl jmenován mimořádným profesorem a v roce 1892 řádným profe-
sorem matematiky na Pražské německé univerzitě. Dva semestry pravděpodobně
1884-1885 strávil na univerzitě v Lipsku, kde byl ovlivněn praćı F. Kleina. Ve
školńım roce 1900-1901 byl děkanem filozofické fakulty. V roce 1927 byl jme-
nován emeritńım profesorem. (Zasloužilý profesor, který v rámci své penze stále
může p̊usobit na univerzitě.) Aktivńı p̊usobeńı na univerzitě ukončil v roce 1929
a vrátil se do Vı́dně. Po obsazeńı Rakouska se odstěhoval v roce 1938 zpátky do
Prahy. Zde byl Pick zvolen členem České akademie věd a uměńı, ale po obsazeńı
Prahy nacisty byl z akademie vyloučen. Čtyři roky poté, co se vrátil do Prahy, byl
dne 13. července 1942 deportován pod č́ıslem 824 transportem AAq do Tereźına.
Tam o dva týdny později 26. července 1942 zemřel ve věku nedožitých 83 let.

Georg Pick p̊usobil 46 let v Praze jako vysokoškolský učitel. V pedagogické
činnosti se věnoval hlavně analýze a geometrii. Vedl 20 disertačńıch praćı. Mezi
jeho doktorské studenty patř́ı např́ıklad E. Stránský nebo K. Löwner, pozděǰśı
profesor německé univerzity v Praze a po nucené emigraci profesor na významných
amerických univerzitách.

V letech 1876 až 1939 publikoval Georg Pick 67 praćı. Tyto práce jsou např́ı-
klad z integrálńıho počtu, komplexńı analýzy, diferenciálńıch rovnic, geometrie
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a diferenciálńı geometrie. Jméno Pick neńı v matematice zapomenuto, kromě
Pickova vzorce jeho jméno nese ještě Schwarzovo-Pickovo lemma, které rozšǐruje
Schwarzovo lemma z komplexńı analýzy, nebo Pickova matice, která souviśı s in-
terpolaćı analytických funkćı.

Za zmı́nku také stoj́ı přátelstv́ı mezi Georgem Pickem a Albertem Einstei-
nem. Pick byl hybnou silou při schvalováńı Einsteinovy žádosti o mı́sto profe-
sora teoretické fyziky na univerzitě v Praze. Během jeho pobytu v letech 1911
až 1912 byl Georg Pick Einsteinovým velmi bĺızkým kolegou. Poutal je nejen
profesionálńı vztah, ale oba hráli na housle a často hrávali spolu. Např́ıklad M.
Brdička [5] o jejich vztahu ṕı̌se.

”
Einstein̊uv duchovńı život se v té době skládal

hlavně z vědy a hudby. Spřátelil se s G. Pickem, který byl nejen výborným ge-
ometrem ochotným pomoci při nejasnostech absolutńıho diferenciálńıho počtu
a při jeho aplikaćıch na geometrizaci fyziky, resp. v položeńı základ̊u obecné
relativity, ale i nevšedńım komorńım hudebńıkem, jenž zprostředkoval Einstei-
novi mı́sto ve smyčcovém kvartetu. Přátelské kontakty mezi Pickem a o 20 let
mladš́ım Einsteinem nebyly přerušeny ani po Einsteinově odchodu z Prahy. Po-
sledńı Pick̊uv dopis Einsteinovi do Princetonu je z r. 1939, z doby po okupaci Čech
a nedlouho před Pickovým transportem do koncentračńıho tábora v Tereźıně,
z něhož se již nevrátil.“ V době Einsteinova pobytu v Praze vedl také Georg
Pick přednášku Infinitesimalgeometrie.

”
Neńı také žádných pochyb,“ jak uvád́ı

[13],
”
že Pick a Einstein vedli odborné diskuze.“ Svědč́ı o tom např. závěrečná

poznámka v rozš́ı̌reném textu Einsteinovy přednášky z 28. 2. 1914; viz dokument
30 v [10], strana 607:

”
Na závěr vyslovuji poděkováńı mému dř́ıvěǰśımu kolegovi

G. Pickovi za jeho poznámky, které výklad věci zásadně zjednodušily.“
Často se polemizuje, jakou roli sehrál Georg Pick v Einsteinově odvozeńı

speciálńı teorie relativity. Citáty z nejr̊uzněǰśıch zdroj̊u k tomuto tématu lze naj́ıt
v článku Georg Pick – pražský kolega Alberta Einsteina od I. Netuky [13].
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Závěr

Tato práce zdaleka nevyčerpala všechna témata, která souviśı s Pickovým
vzorcem. Na závěr ještě zmı́ńıme několik souvislost́ı, které v práci nejsou v́ıce
rozebrány. V kapitole 3.2 jsme se již trochu dotkli tématu rozš́ı̌reńı Pickova vzorce
do prostoru. Nab́ıźı se však otázka, zda existuje analogie Pickova vzorce v n-di-
menzionálńıch prostorech, pro n > 3, nebo zda lze vyslovit nějaká daľśı zaj́ımavá
tvrzeńı o mř́ıžových bodech v n-dimenzionálńım prostoru jako jsou Věty 7 a 9.

Pokračovat by se dalo také v Př́ıkladu 13 o tom, jak rozměnit dolar. Co
kdybychom nerozměňovali dolar, ale třeba českou dvoustovku na padesátikoruny,
pětikoruny a dvoukoruny. Vyřešeńı této úlohy jistě nebude problém. Použijeme
stejný princip jako u rozměňováńı dolaru. Ale pojd’me dál. Co kdybychom přidali
ještě dvacetikoruny. Najednou již nelze použ́ıt úplně stejný postup, ale muśıme
jej upravit, protože jsme se dostali od problému, který lze řešit převedeńım na
poč́ıtáńı mř́ıžových bod̊u v rovině, k problému, který lze převést na hledáńı počtu
mř́ıžových bod̊u v prostoru. Podobnou úlohou se zabývá i kniha [11], když řeš́ı
otázku: Kolika zp̊usoby lze rozměnit dolar na čtvrt’áky, deseticenty, pěticenty
a centy? V této knize také najdete obecný vzorec pro počet možnost́ı jak složit
nějakou částku ze tř́ı druh̊u minćı.

Pokud bychom se vrátili do Pickova článku [14], kde profesor Georg Pick
publikoval sv̊uj vzorec, zjist́ıme, že jej formuloval mnohem obecněji. Neuvažoval
pouze pravoúhlou čtvercovou śıt’, ale dokonce i kosodélńıkovou śıt’. V takovém
př́ıpadě je objem mnohoúhelńıku s vrcholy v mř́ıžových bodech odpov́ıdaj́ıćıch
kosodélńıkové śıti roven

S = Sk(I +
B

2
− 1),

kde Sk znač́ıme obsah nejmenš́ıho kosodélńıku, ze kterého se skládá kosodélńıková
śıt’, I je počet mř́ıžových bod̊u uvnitř mnohoúhelńıku a B je počet mř́ıžových
bod̊u na hranici mnohoúhelńıku s t́ım rozd́ılem, že mř́ıžové body uvažujeme v ko-
sodélńıkové śıti. Odvozeńı tohoto tvrzeńı a mnohem v́ıce lze nalézt v článku [9].

Obrázek 3.6: Kosodélńıková śıt’ se zakresleným mnohoúhelńıkem

Daľśı směr, kterým bychom se mohli ub́ırat, je souvislost Pickova vzorce s Fa-
reyovými posloupnostmi a Stern-Brocotovým stromem v teorii č́ısel, viz [4].
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Pokud hledáte daľśı př́ıklady, které souvisej́ı s Pickovým vzorcem, možným
zdrojem je kniha [11].
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