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Uvod

Dostava se vam do rukou prace, ktera si klade za cil seznamit ¢tenare s Pic-
kovou formuli neboli Pickovym vzorcem pro vypocet obsahu. Tento vzorec neni
nijak slozity a mnohé mozna okouzli svoji eleganci, jiné mozna zaujme svoji jed-
noduchosti.

Profesor G. Pick publikoval vzorec pro vypocet obsahu jednoduchého mno-
hotihelniku, ktery ma vrcholy v miizovych bodech, na konci 19. stoleti. Tomuto
vysledku se vSak dostalo vétsi pozornosti az v druhé poloviné dvacatého stoleti.
Od té body se objevuji nejruznéjsi zpusoby jak Pickuv vzorec dokazat a nachazeji
se i zajimavé spojitosti Pickova vzorce s dalsimi oblastmi matematiky.

V praci ukazeme nékolik zpusobu jak Pickuv vzorec dokédzat, naznacime souvi-
radé se dotkneme otazky, jestli je mozné néjak jednoduse rozsitit Pickuv vzorec
pro vypocet obsahu prostorovych téles. Prace také obsahuje ruznorodé piiklady,
které se daji fesit pomoci Pickova vzorce.

Se zivotnim piibéhem profesora Picka se ve struc¢nosti ¢tenadf muze seznamit
v medailonku na konci prace.






Kapitola 1
Kapitola prikladu

V celé praci budeme mluvit o mtizovych bodech, proto neni na skodu jiz
zde Tici, co se za timto pojmem skryva. Miizové body jsou takové body, které
maji v kartézské soustavé souradnic celociselné souradnice. Jedna se tedy o body
z mnoziny Z x Z. Napiiklad [3,4] nebo [0, — 19].

1.1 Zaciname

V prvni podkapitole jsou pripravené priklady, jejichz feSseni muzete najit
v druhé podkapitole. Zkuste se nad nimi zamyslet, propocitat je a az poté se
podivat, jaké maji feseni.

Priklad 1. Urcete obsahy trojuhelniku vepsanych do jednotkové ¢tvercové sité
na obrazku [I.1] Maji nékteré trojihelniky shodny obsah?
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Obrézek 1.1: Obrézek k pifkladu I]

Priklad 2. Jaké obsahy maji obrazce vepsané do jednotkové ¢tvercové sité, které
jsou na obréazku Vsechny vrcholy obrazcu jsou v mifzovych bodech.

Obrazek 1.2: Obrazek k pfl'kladu



Priklad 3. Jaky obsah maji ryby vepsané do jednotkové ¢tvercové sité na ob-
razcich? Vsechny vrcholy jsou v miizovych bodech.

Obrazek 1.3: Obrazek k pfl’kladu

Obrazek 1.4: Obréazek k pfl’kladu

Priklad 4. Je mozné zakreslit rovnostranny trojuhelnik do ¢tvercové sité tak,
aby jeho vrcholy lezely v miizovych bodech?

Piiklad 5. (prevzato ze zdroje [4]) Uvazujme trojihelniky se zékladnou délky
1 a vyskou délky 2, které maji vrcholy v miizovych bodech. Kolika mtizovymi
body prochéazeji hrany takovych trojuhelniku? Je to néjaké pravidlo nebo je to
nahoda?

Piiklad 6. (ptevzato ze zdroje [4]) Uvazujme trojihelniky se zakladnou délky 1
a vyskou délky 3, které maji vrcholy v mtizovych bodech. Kolik mfizovych bodu
a kde (na hranédch, uvnitt trojuhelniku) takovéto trojuhelniky nutné obsahuji?

Priklad 7. Ktery z nasledujicich obrazcu ma nejvétsi obsah?
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Obrazek 1.5: Obrazek k pfl’kladu

[ 4
°

Priklad 8. (pfevzato z [12]) Obdélnik na obrézku byl rozdélen na 40x25
jednotkovych ¢tverecku s vrcholy v miizovych bodech. Nékteré ze ¢tverecku byly
odstranény a zustal obrazec s uzavienou hranici, kterd prochézi vsemi 40x25
miizovymi body. Jaky je obsah vybarveného obrazce?
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Obrézek 1.6: Obrazek k pfl’kladu

[z, bo]

[a17 bl]
Obrazek 1.7: Tlustrace k pfﬂdadu@

Piiklad 9. Kolik je mfizovych bodu na tsecce spojujici miizové body [ay,b]
a [ag,bs]?

Piiklad 10. (pfevzato ze zdroje [4]) Piimka spojujici body A [n,0] a B [0,n] mé
rovnici x—y = n. Na této piimce tedy lezi véechny body tvaru [n—i,i|, ¢ € Z. Mezi
body A a B je n—1 téchto bodu, oznacme je Xi, ...,X, 1. Spojime-li vSechny tyto
body s pocatkem O [0,0], rozdélime trojihelnik ABO na malé trojihelniky, jak
je naznaceno na obrézku [1.§ Bude nés zajimat pocet miizovych bodu uvnitt jed-
notlivych malych trojihelniku. Zifejmé dva malé trojihelniky OAX; a OX,, 1B
pii osadch = a y nebudou obsahovat uvniti zadny mfizovy bod. Ale co ostatni
trojuhelniky OX,;X;.1, 2 = 1,...,n — 27 Dokazte, Ze pokud je n prvocislo, pak
kazdy ze zbyvajicich malych trojihelniku obsahuje stejny pocet miizovych bodu.

Jaky je pocet miizovych bodu uvnitt kazdého malého trojihelniku OX; X1,
i=1,...,n—27

Piiklad 11. (pfevzato z knihy [11]) Nakreslete do jednotkové ctvercové sité dva
¢tverce o strané délky 5, jejichz vrcholy lezi v miizovych bodech, jeden tak, aby
obsahoval 36 mrizovych bodu, a druhy tak, aby obsahoval 28 mftizovych bodi.
Navic dokazte, ze ¢tverec o strané délky 5, jehoz vrcholy lezi v mtizovych bodech,
pokryva maximalné 36 miizovych bodi a minimélné 28 miizovych bod.
Piiklad 12. (pfevzato ze zdroje [4]) Ctverec o obsahu n?, n € N polozime
nahodné na ¢tvercovou jednotkovou miiz. Ukazte, Ze ¢tverec nemuze zakryvat
vic nez (n + 1) mifzovych bodu.
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Obrazek 1.8: Ilustrace k prikladu

Priklad 13. (pievzato z knihy [11]) Kolika zptusoby lze rozménit dolar na ¢tvrté-
ky, deseticenty a péticenty, pokud je dolar 100 centii a ¢tvrtak 25 centti?

Piiklad 14. (prevzato z knihy [11]) Kolika zpusoby lze rozménit D dolaru na
ctvrtdky, deseticenty a péticenty, pokud je dolar 100 centti a étvrtak 25 centti?

Piiklad 15. (prevzato z knihy [I1]) Pélkaisky prumér basebalovych hracu je
podle wikipedie relativni statisticky ukazatel tocicich basebalovych hracu. Je
definovdn pomérem poctu vsech dobrych odpalu (hits) k po¢tu pokust na pélce
(at bat) behem dané doby (obvykle mésic, sezéna, kariéra). Vyjadiuje schopnost
palkate dobfe odpalit mi¢ a dostat se na mety. Neuvadi se v procentech ani
v jiné jednotce, zazity je tvar . XXX“ (tecka a tfi ¢islice). Napiiklad hrac¢ se
tfemi dobrymi odpaly béhem 11 nadhozt mé palkaisky prumeér .273, protoze
% = 0,2727272.... ~ .273. Stejny palkarsky prumér m& i hrac¢ se 41 dobrymi
odpaly z 150 nadhozu nebo se 131 z 480 a stejné tak se 273 z tisice. Otazka je
kolika zpusoby muze hra¢ dosdhnout palkarského prumeéru .273 z nejvyse 2000
nadhozu?

1.2 Pickuv vzorec a reSeni priklada

Priklady, které byly v minulé kapitole, lze feSit nékolika zpusoby. Nékteré
priklady byly jednoduché navodné a neni na né potieba pouzivat nijak slozité
techniky. Nékteré jsou ale trochu komplikovanéjsi a pokud zname a pouzijeme
Pickuv vzorec, mnohdy si feSeni a argumentaci zna¢né usnadnime.

Georg Pick, ktery byl profesorem na univerzité v Praze, tento vzorec publiko-
val v roce 1899 ve své préci [14].

Jesté nez vyslovime vétu, o které je cela tato prace, osvétlime pojem, ktery
se v ni vyskytuje. Jednoduchy mmnohotihelnik je mnohothelnik, jehoz hra-
nice je uzaviena lomena cara, které sama sebe neprotina. To znamend, ze uvnitt
jednoduchého mnohothelniku nejsou zadné diry.

Véta 1. (Pickidv vzorec) Obsah jednoduchého mnohoihelniku, ktery md vrcholy
v mrizZoviych bodech, je roven

B
S=1+—--1
+2 )



kde I je pocet mrizovych bodi uvnitr mnohothelniku a B je pocet miiZovych bodu
na hranici mnohothelniku.

Je prekvapivé, ze obsah lze urcit jen sec¢tenim bodu. Najednou muzeme pocitat
obsah nejruznéjsich slozitych utvart tak jednoduse. Je to vubec mozné, ze ob-
sah nezavisi na tvaru mmnohouhelniku? 7 Pickova vzorce také plyne, ze obsah
mnohothelniku, jehoZ vrcholy jsou v mifZovych bodech, je bud celoéiselny nebo
celé ¢islo plus jedna polovina.

Pozor ale na to, ze Pickuv vzorec plati jen pro jednoduché mnohotuhelniky.
Na povedené ilustraci z knihy [11] jsou piiklady mnohotihelniku, pro néz Pickuv
vzorec neplati. Nevéste ale hlavu, existuje rozsiteni i pro takovéto mnohoihelniky
s vrcholy v mtizovych bodech, budeme o ném mluvit v kapitole [3.1}

>t 5]

Obrazek 1.9: Priklad mnohostént, které nejsou jednoduché

Dtukaz Pickova vzorce ukazeme pozdéji, a ne jen jeden. Nejdiive vSak vyfesime
priklady, které byly v minulé kapitole.

Vysledky a ReSeni:

Priklad [} Trojuhelniky maji nésledujici obsahy:
Trojihelntk | 1 [2] 3 [4] 5 | 6 | 78]
Obsah 110 [8]105 [ 7[65 |75 |7 7]

Trojuhelniky ¢islo 4, 7 a 8 maji stejny obsah.

Priklad [2} Chobotnice ma obsah 40,5, ulita ma obsah 33,5 a mediza mé obsah
18,5.

Priklad [3} Ryba na obrézku mé obsah 49,5 a ryba na obrdzku ma
obsah 140,5.

Priklad [4} Pokud by takovy rovnostranny trojihelnik existoval, jeho obsah by
byl podle vzorce pro obsah trojuhelniku roven \/TgaQ, kde a je délka jeho strany.
Jelikoz a je vzdalenost mezi dvéma mifZzovymi body je a? vidy celé &islo. A to
proto, ze bud je a délka tisecky rovnobézné s osou x nebo osou ¥, nebo je a délka
prepony néjakého pravothlého trojuhelniku s odvésnami rovnobéznymi s osami
r a y. Z Pythagorovy véty dostdvame, Ze a? je celé ¢islo. Z Pickova vzorce viak
vime, ze obsah jednoduchého mnohoihelniku s vrcholy v mtizovych bodech, je

néjaky celociselny nasobek % Takovy obsah ale pro rovnostranny trojihelnik neni

mozny, protoze nelze napsat ve tvaru ‘/Tgaz.

Priklad [f} Kazdy takovy trojihelnik mé pravé jednu hranu, kterd prochdzi
jednim mtizovym bodem. Viz obrazek[1.10] Dukaz tohoto faktu lehce dava Pickuv

vzorec.

Priklad [0} Kazdy takovy trojihelnik mé podle zadani tii vrcholy v miizovych
bodech a pak bud jeden miiZovy bod uvniti nebo dva miiZzové body na hrané.
Viz obrazek I tento fakt lehce plyne z Pickova vzorce.
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Obréazek 1.11: Priklad trojuhelnika s vyskou 3

Priklad[7} Obsah vSech obrazcu je stejny, véechny maji stejny pocet miizovych
bodu na hranici a zadny mtizovy bod uvnitf.

Priklad [8 Podle zadéni se jednd o jednoduchy mnohothelnik, muzeme tedy
aplikovat Pickuv vzorec. Hranice prochazi uplné vsemi 40x25 miizovymi body,
tj. B = 1000 a zadny mtizovy bod neni uvnitt, tedy I = 0. Celkovy obsah je tedy
499.

Priklad [9} Na tsecce spojujici body [a1,b1] a [az,bo] je
NSD(‘O/Q — 0/1’,‘62 — le +1

miizovych bodu, kde NSD(k,l) znaci nejvétsi spolecny délitel ¢isel k a .

Usecka mé smérovy vektor (ay — aq,be — by). Body, které lezi na této tsecce,
maji souradnice [aq,b1] + A(ag — aq,by — by ), kde A nabyva hodnot od 0 do 1, nula
pro bod [a1,b1] a jedna pro [ag,bs]. MiiZové body jsou pak takové, pro které jsou
Aag — ay) a A(by — by) celd ¢isla. Pokud jsou éisla |as — aq] a |by — by| soudélna
existuje nékolik A, aby ¢isla A(ag — a1) a A(by — by) byla celd. Pokud oznac¢ime
d = NSD(|as — a1],]b; — by ), budou se takové vhodnd A postupné rovnat 0 = 9,
1

E,...,%,gzl. Je jich tedy d + 1.

Priklad Pokud je n prvocislo, pak jsou ¢isla ¢ a n — ¢ vzajemné nesoudélna
pro libovolné ¢. Pokud by totiz n — i a ¢ byly délitelné ¢islem d, délilo by toto
¢islo i (n — 1) 4+ 4 = n. To znamend, ze pro i # 0 na pifmce iz + (n — i)y = 0, neni
mezi poc¢atkem a bodem [n — i,i] zaddny dalsi mfizovy bod. Jiné mfizové body
tedy lezi pouze na hranach AO a BO.

Nyni si povSimnéme toho, ze vSechny malé trojihelniky OX; X,,_;, 1 =1, ...,
n — 2, maji stejnou vysku i délku zakladny, kterd lezi na tsecce AB. Proto maji
stejny obsah. Kazdy z trojuhelniki ma pouze tii miizové body na své hranici,
coz jsou pravé jeho vrcholy, proto dostavame z Pickova vzorce, ze vSechny maji
uvnitt stejny pocet mrizovych bodu.

Ted uz neni tézké urcit pocet mifZovych bodut uvniti kazdého malého troj-
uhelniku, ktery je ”TH

Priklad 11k

Pickuv vzorec nam dava rovnost 25+ 1 = [ + %. Pokud chceme maximalni
pocet miizovych bodu ve ¢tverci, snazime se najit polohu c¢tverce, ve které je
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Obrézek 1.12: Resen{ piikladu

maximalni pocet mrizovych bodu na hranici. To nastane v piipadé, ze hrany
¢tverce lezi rovnobézné s osami x a y a je 4 x 5 = 20 = B, pak je I = 16.
Minimalni pocet bodu na hranici je B = 4, tedy jen vrcholy ¢tverce. Pak je
I =24.

Priklad [12} V piipadé, ze ctverec lezi tak, ze jeho vrcholy jsou v miizovych
bodech a jeho hrany jsou rovnobéiné s osami x a y, zakryva presné (n + 1)?
miizovych bodu. Protoze obvod ¢tverce je 4n, nemohou hrany ¢tverce v jeho
obecné poloze obsahovat vice neZ 4n mifZzovych bodu. Pickuv vzorec n? = I +
B/2 — 1 davé do souvislosti obsah ¢tverce s vrcholy v miizovych bodech a pocet
miizovych bodu na jeho hrandch a uvniti néj. Celkovy pocet mtizovych bodu,
které muze ctverec prekryt, je I + B, coz, jak vyplyva z nasledujici nerovnice, je
maximalné (n + 1)2,

I+B:I+§—1+§+1:n2+§+1§n2+4—n+1:(n+1)2.
2 2 2 2

Priklad Kolika zptsoby lze rozménit dolar na ¢tvrtéky, deseticenty a péti-
centy? Tato tloha zdanlivé nesouvisi s obsahem néjakého mnohotihelniku natoz
s Pickovym vzorcem, ale zddni muze klamat. Ukézeme tii zpusoby feseni této
tulohy, jak jsou popsany v knize [I1], a zjistime, ze i zde se Pickuv vzorec hodi.

Proni resent.

Pro prvni feSeni zvolime nejpiiméjsi postup a to vypsat si systematicky vsech-
ny mozné kombinace ¢tvrfaki, deseticentl a péticentlt, tak aby jejich soucet byl
jeden dolar, tedy sto centu. Hleddme trojice (c,d,p) tak, aby spliovaly rovnici
25¢ + 10d + 5p = 100.

d=10 | (0,10,0)

d=9 | (0,9,2)

d=8 | (0,8,4)

d=7 1| (0,7,6) (1,7,1)

d=6 | (0,6,8) (1,6,3)

d=5 | (0,5,10) (1,5,5) (2,5,0)

d=4 | (04,12) (14,7) (24,2)

d=3 |(0,3,14) (1,3,9) (2,3,4)

d=2 | (0,2,16) (1,2,11) (2,2,6) (3,2,1)

d=1 | (0,1,18) (1,1,13) (2,1,8) (3,1,3)

d=0 | (0,0,20) (1,0,15) (2,0,10) (3,0,5) (4,0,0)
c=0 c= c=2 c=3 c=4

Timto systematickym vyctem vSech moznosti dostavame, ze existuje 29 moznosti,
jak rozménit dolar.
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Druhé reseni bude vyzadovat trochu predstavivosti. Pokud vybereme pocet
¢tvrtaki a deseticentli v rozménéni, bude timto vybérem uz uréeno, kolik péticentt
musime dodat, aby soucet minci byl jeden dolar. Sta¢i ndm tedy hledat jen
vSechny mozné kombinace poctu ¢tvrtaki ¢ a poctu deseticent d, aby platilo
25¢ + 10d < 100.

Pfedstavme si, Ze mame pied sebou na stole ¢tyfi étvrtaky a deset deseticentil.
Dohromady maji tyto mince hodnotu dva dolary a s jejich pomoci muzeme re-
prezentovat vSechny mozné kombinace na rozménéni dolaru. Mame pét moznosti,
kolik vzit ¢tvrtdku (¢ = 0,1,2,3,4), a jedendct moznosti pro deseticenty (d =
0,1,...,10). Dohromady 5 - 11 = 55 moznych kombinaci minci. Presné dolar do-
staneme ve tfech moznostech, a to (¢,d) = (4,0), (2,5) a (0,10). Zbyva 52 moznosti,
které musime doplnit péticenty. Céstka, kterou vybereme, je 25¢+ 10d centt, a na
stole zuistane 4—c ¢tvrtaku a 10—d deseticent, jejichz hodnota je 200— (25¢+10d)
centu. Z toho vidime, ze 52 kombinaci se skldda z 26 komplementarnich paru, je-
jichz hodnota je dohromady 200 centt. Tedy 26 kombinaci dava castku mensi nez
dolar a 26 kombinaci vétsi nez dolar. Dohromady dostavame, ze je 26 + 3 = 29
moznosti, jak rozménit dolar s pouzitim étvrfaki, deseticentii a péticentt.

Ve tretim zpusobu teSeni budeme pocitat body uvniti trojihelniku. V tloze
o rozménéni dolaru vlastné hleddme pocet celociselnych kombinaci ¢isel (c,d)
tak, aby 25¢ + 10d < 100. Pocet péticentu opét neuvazujeme, protoze je jed-
noznacné urcen Cisly c¢ a d. V kartézské soustavé souradnic budeme pocitat, kolik
je miizovych bodu v trojuhelniku vyznaceném na obrazku. Kazdy mftizovy bod

[0,0] [4,0]

v trojihelniku odpovidd néjaké moznosti rozménéni dolaru. Napiiklad bod [1,4]
odpovidd jednomu étvrtédku, ¢étyfem deseticentiim a sedmi péticenttim. Pokud
spocteme body vyznacené na obrazku dostaneme 29, coz, jak uz vime, je pocet
moznych rozménéni dolaru na étvrfaky, deseticenty a péticenty. Pro tento maly
trojuhelnik nebylo tézké miizové body spocitat rovnou. Mohli bychom ale k to-
muto ucelu lehce pouzit Pickuv vzorec, jak to udélame v dalsim piikladu, kdy
nas zajima, kolika zpusoby lze rozmeénit vice dolaru.

Tteti pristup kombinoval myslenky prvniho a druhého feseni. Staci si uvédo-
mit, ze kazdy z mtizovych bodu v trojihelniku odpovidéd jedné kombinaci v ta-
bulce v prvnim feseni. Obdélnikové pole s 5 - 11 = 55 miizovymi body odpovidéa
vSem moznym kombinacim, které lze sloZit ze ¢tyi ¢tvrtdku a deseti deseticenti,
které jsme uvazovali v druhém teSeni. Body pod diagonalou odpovidaji kombi-
nacim minci s celkovou hodnotou mensi nez je dolar, tii body na diagonale tfem
kombinacim, kdy jsme dostali presné dolar, a body nad diagonalou odpovidaji
kombinacim minci, které maji celkovou hodnotu vétsi nez dolar.
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Pifklad |14} Pokud se ptame, kolika zptisoby lze rozménit D dolarii na étvrtéky,
deseticenty a péticenty, ptame se vlastné kolik je celo¢iselnych, nezapornych reseni
rovnice

25¢ + 10d + 5p = 100D,

kde ¢ je pocet ¢tvrtaki, d pocet deseticentii a p péticenttt. Celou rovnice muZeme
vydeélit 5 a dostaneme
bc+2d+p=20D.

Pokud urc¢ime c a d, bude jiz p urceno, proto nam staci hledat kombinace ¢ a d
tak, ze splnuji
5¢+2d < 20D, ¢>0, d>0.

Tyto tfi nerovnosti urcuji trojuhelnik s vrcholy [0,0], [4D.,0] a [0,10D]. Kaz-
dy mfizovy bod tohoto trojihelniku pak odpovida jedné z moznych kombinaci
¢tvrtdki, deseticentii a péticentt v rozménéni D dolart. VyuZijeme Pickiv vzo-
rec pro urceni poctu miizovych bodu v trojuhelniku. Obsah trojuhelniku pak je
S = 5-40D? Na obvodu je 4D+10D+ NSD(4D,10D) mifzovych bodu, kde jsme
pouzili vysledek Ptikladu [9] pro urceni poctu miizovych bodu na spojnici bodu
[4D,0] a [0,10D]. Nejveétsi spolecny délitel 4D a 10D je 2D, proto je pocet bodu
na obvodu trojihelniku B = 16D. Pickuv vzorec dava 20D% = I + % -16D — 1,
tedy uvniti mame I = 20D? — 8D + 1 mifZzovych bodi. Celkovy poéet miiZovych
bodii v trojihelniku je pak I + B = 20D? 4 8D + 1, coz je pocet viech moznosti,
jak rozménit D dolart na ¢tvrtaky, deseticenty a péticenty.

Priklad [15} Podivame-li se na basebalovou ulohu z matematického hlediska,
hleddme pocet dvojic (z,y), jejichz pomeér £ je mezi 0,2725 a 0,2735 a zdroven je
0 < x < 2000. Pokud pozijeme pocita¢ nebo jinou vypocetni techniku muzeme
ziskat seznam vsech takovych dvojic. S Pickovym vzorcem dostaneme vysledek
i bez otrockého vypisovani vSech moznosti. Palkaisky prumér bude .273, pokud
xay, 0<x <2000, splnuji

545 y 547
02725 = — < = < —— = 0,2735.
’ 2000 — = 2000 ’

Vsechny dvojice (x,y), které hleddme, jsou miizové body nélezejici trojihel-

niku s vrcholy [2000,545], [2000,547] a [0,0].

2000,547]

2000,545]

x pocet nadhozu

»
>

Obrazek 1.13: Palkaisky prumeér .273

Obrazek ilustruje tento trojuhelnik, i kdyz osy = a y nemaji stejné méritko.
Trojuhelnik ma obsah 2000, protoze svisld strana ma délku 2 a prislusna vyska je
2000. Na hranici jisté lezi tfi vrcholy trojuhelniku a jeden mtizovy bod na svislé
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hrané. Na hrané [2000,545], [0,0] lezi ctyti, protoze ¢isla 2000 a 545 jsou soudélna
a jejich nejvétsi spolecny délitel je 5, viz Piiklad [9] zato ¢isla 2000 a 547 soudélnd
nejsou, a tak na posledni hrané zadny miizovy bod nelezi. Podle Pickova vzorce
je

8
2000 =1+ —1=1+3,

takze uvnitt trojuhelniku je I = 1997 bodu. Dva vrcholy trojihelniku musime
z celkového poctu moznosti odecist, jsou to [0,0] a [2000,547], které jsou na
obrazku naznaceny prazdnym koleckem a neodpovidaji zadani. Po¢et moznosti,
jak ziskat pozadovany palkarsky prumeér z maximalné 2000 nadhozu, je tedy
I+ B —2=2003.
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Kapitola 2

Dukazy a souvislosti

Sedmdesat let zustal Pickuv elegantni vzorec skoro nepovsimnut. Pozornost
opét ziskal diky H. Steinhausové knize Mathemtical Snapshots, ktera vysla v roce
1969. Od té doby matematici nasli mnoho dukazu Pickova vzorce s vyuzitim
nejruznéjsich metod. Neékteré zajimavé souvislosti a dukazy ukazeme.

Nez se pustime do prvniho ditkkazu Pickova vzorece, pripomeneme jeho
znéni.

Obsah jednoduchého mnohothelniku, ktery mé vrcholy v miizovych bodech
je roven

B
S=I+-—-1
+ 5 ,

kde I je pocet miizovych bodu uvnitt mnohotuhelniku a B je pocet miizovych
bodu na hranici mnohothelniku.

2.1 Prvni dukaz Pickova vzorce

V minulé kapitole jsme se jiz seznamili s Pickovym vzorcem a s jeho aplikacemi.
Zustal nam ale dluh. Vzorec jsme sice vyslovili, pouzivali, ale nedokazali jsme,
ze opravdu plati. V této kapitole proto ukazeme, ze plati. V dukazu budeme
postupovat podle knihy [11].

Dikaz. Zacneme od nejjednodusich tvaru. Plati opravdu Pickuv vzorec naptiklad
pro obdélnik se stranami délky a, b € N, ktery méa hrany rovnobézné s osami z
a y? Na obvodu mé takovy obdélnik 2a + 2b = B mitizovych bodu, viz obrazek
2.1l Uvnitt je (a — 1)(b — 1) = I mifzovych bodl. Pickiv vzorec opravdu plati,
protoze
B 1
I+§_1: (a—1)(b—1)+§(2a+26)—1:ab,

coz odpovida obsahu obdélniku.

Pickuv vzorec tedy plati pro obecny obdélnik. Plati také pro pravotuhly troj-
uhelnik, ktery vznikl rozdélenim obdélniku whloptickou na pul, tedy pro obecny
pravouhly trojihelnik s odvésnami délek a a b, které jsou rovnobézné s osami x
a y? K ovéfeni Pickova vzorce v tomto pripadé musime ukazat, ze plati



a

Obrazek 2.1: Obdélnik s vrcholy v miizovych bodech a hranami délky a, b

Oznactme B* pocet mrizovych bodu na preponé vcéetné krajnich bodu. Pak je
pocet miizovych bodu na hranici trojuhelniku

B=a+b+B"—1.

Protoze B* miizovych bodu na hlopftic¢ce lezi na hranici obou pravothlych troj-
uhelnikt, na které uhlopricka rozdéluje obdélnik, dostdavame tedy

21 +2B = (a+1)(b+1)+ B,
1
I+B= 5((a+1)(b+ 1) + B*).
Z toho plyne

B B 1 1 b
[+5-1=1+B-5—1=((a+1)(b+1)+B") ~ S(a+b+B — 1)~ 1= %

Picktuv vzorec tedy opravdu plati pro pravouhly trojuhelnik.

Zatim jsme ukazali, ze vzorec plati pro obdélnik a pravothly trojihelnik, dale
prejdeme uz k obecnym jednoduchym mmnohouhelnikim s vrcholy v miizovych
bodech. Pozor, jednoduchy mnohotihelnik v tomto smyslu nenaznacuje, ze mno-
hothelnik nema komplikovany tvar, ale Ze jeho hranice je uzaviend lomend céra,
ktera sama sebe nikde neprotina.

Predpokladejme, Ze jednoduchy mnohothelnik M je rozdélen do dvou mensich
mnohothelniki M’ a M"” jako je naznac¢eno na obrazku [2.2]

Obréazek 2.2: Mnohothelnik M rozdéleny na dva mnohothelniky

Obsahy téchto mnohothelniku jisté spliuji
Sy = Sur + Sur,s
kde Sy je obsah mnohouhelniku M a podobné Syp,Sym pro M’ a M”. Nyni
predpokladejme, ze podle Pickova vzorce je

/

SM/:I’JF%—L

B
SM// = I”—{— 7 — 1.
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Ukazeme, ze obsah velkého mnohothelniku M také splinuje Pickuv vzorec. Pocet
miizovych bodu, které lezi na spolecné ¢asti hranice mensich mnohothelniku M’
a M", oznaéme B*. Pocet miizovych bodu v mnohothelniku M je pak dén

I=I'+1"+DB"-2,

B=DB+B"—-2B*+2. (2.1)
Takze
SM:SM/+SM’/:(I/—F%—l)—F([”—i—%ﬁ—l):
:(I’+I”+B*—2)+%(B’+B”—QB*+2)—1:]+§—1.

Predchozi vypocet ukazuje, ze pokud pro mnohothelniky M’ a M” plati Pickuv
vzorec, plati i pro mnohotihelnik M. To znamena, ze Pickuv vzorec I + % —1je
aditivni stejné jako obsah, tj. zuistava v platnosti i pro celek vznikly sectenim ¢a-
sti, pro které vzorec platil. Obsahy nemusime pouze s¢itat, muzeme je téz odecitat
a tak predchozi tvrzeni muzeme vyslovit i takto: pokud pro mnohothelniky M
a M’ plati Pickuv vzorec, plati i pro mnohothelnik M”. Princip aditivity tedy
muzeme déle pouzivat a kazdy mnohotihelnik rozdélit na vhodné ¢asti, jejichz
obsah jiz dokazeme spocitat. Pfipomenme jesté, ze v popsané aditivité je dulezité,
ze vysledny mnohotihelnik je opét jednoduchy. Pokud by slozeny mnohotihelnik
nebyl jednoduchy, neplatily by totiz vztahy (2.1).

Déle budeme analyzovat zakladni stavebni kameny, na které lze mnohouhelnik,
jehoz vrcholy jsou v miizovych bodech, rozdélit. Jsou jimi elementarni troj-
thelniky, jejichz vrcholy jsou mftizové body, ale které jiz zadné dalsi miizové
body neobsahuji ani uvnitf ani na hranici. Kazdy mnohothelnik budeme chtit
rozdélit na elementarni trojihelniky. Toto rozdéleni budeme nazyvat elementar-
ni triangulace. Elementarni triangulace neni jednoznac¢na, dokonce vétsinou
existuje nékolik moznosti, jak ji udélat. Nam bude stacit, ze existuje a ze ma
vzdy stejny pocet elementdrnich trojuhelniku.

Pojdme do prace, musime dokdzat, Ze elementarni trojihelniky spliuji dvé
dulezité vlastnosti. Zformulujeme je do dvou tvrzeni.

Tvrzeni 2. Kazdy mnohothelnik, kteryy md vrcholy v mriZovijch bodech, mda ele-
mentdrnt triangulaca.

Obrazek 2.3: Priklad mozné triangulace mnohotihelniku M

Diuikaz. Zaprvé kazdy mnohouhelnik s vrcholy v miizovych bodech muze byt po-
moci thlopricek rozdélen na trojuhelniky s vrcholy v miizovych bodech. Zadruhé
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kazdy neelementarni trojuhelnik s vrcholy v mfizovych bodech muze byt rozdélen
na dva nebo tfi mensi trojihelniky s vrcholy v miizovych bodech,

e pokud obsahuje vnitini mtizovy bod, propojenim tohoto bodu s vrcholy
trojuhelniku,

e pokud obsahuje miizovy bod na hrané, spojenim tohoto bodu s protéjsim
vrcholem:

Obrazek 2.4: Dvé moznosti jak rozdélit trojuhelnik, ktery neni elementarni

Pokud budeme tato déleni opakovat, dokud bude existovat néjaky miizovy bod,
ktery lezi uvniti nebo na hrané néjakého trojuhelniku a neni jeho vrcholem, do-
staneme rozdéleni, které bude elementarni triangulaci.

d

Tvrzeni 3. Obsah kaZdého elementdrniho trojuhelniku je %

Dikaz. Kazdy trojuhelnik s vrcholy v miizovych bodech muze byt vepsan do
obdélniku s hranami, které jsou rovnobézné s osami x a y. Hrany tohoto obdélniku
jsou usecky, které jsou popsany maximem a minimem z-ové a y-ové souradnice vr-
cholu trojuhelniku. Z hlediska vepsani do obdélniku existuji dva druhy trojuhelni-
ki s vrcholy v mifZzovych bodech. Bud je strana trojthelniku tihlopiicka v obdél-
niku nebo neni, jak ilustruje obrazek

Obrazek 2.5: Trojuhelniky vepsané do obdélnik

Elementarni trojihelniky mohou odpovidat pouze konfiguraci vlevo na obrazku
[2.5] protoze trojihelnik vpravo musi obsahovat vnitini miizovy bod, jak je na-
znaceno. Nejdelsi strana elementarniho trojihelniku je thlopticka obdélniku a je-
diné miizové body na thlopticce jsou jeji krajni body.

Vepsanim elementarniho trojihelniku OUZ do obdélniku vznikne ¢tytuhelnik
OWUZ viz obrazek 2.6, Pro ¢tyithelnik plati Pickuv vzorec, protoze muze byt
rozdélen na obdélnik a dva pravouhlé trojihelniky, jak ukazuje dany obrazek.
Picktuv vzorec také plati pro pravouhly trojihelnik OWU. Odectenim obsaht
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O W 0 W

Obrazek 2.6: Doplnéni elementarniho trojihelniku do ¢tyitihelniku

dostavame, ze musi platit i pro elementarni trojihelnik OU Z. Elementarni troj-
uhelnik ma [ = B = 3, a tak z Pickova vzorce, ktery je jiz dokazan pro obdélniky
a pravouhlé trojuhelniky, dostavame, ze obsah elementarniho trojihelniku je %

Timto je dokoncen diikaz Pickova vzorce. Ukazali jsme, ze Pickuv vzorec je platny
pro elementarni trojuhelniky. Diky aditivité bude vzorec platny i pro jednoduché
mnohouhelniky, které slozime z elementarnich trojuhelniku. Na druhou stranu
pokud mame jednoduchy mnohothelnik, muzeme jej rozdélit na elementarni
trojuhelniky, pro nez Pickuv vzorec plati, a opét diky aditivité Pickova vzorce
dostaneme obsah celého jednoduchého mnohothelniku. 0

2.2 Duakaz Pickova vzorce pres thly viditelnosti

Pickuv vzorec je dokazan, ale jak jiz bylo receno diive, dukazu tohoto krasného
vztahu je mnohem vice. Nékomu se mozna bude vice libit nasledujici ptimocary
dukaz. Publikoval jej Dale E. Varberg [17] a je zalozeny na myslence o tihlech
viditelnosti.

Diikaz. Nejdifve piifadme kazdému mifzovému bodu P, uvnitf mnohothelniku
M vahu w, = g—fr, kde 6, je uhel ,viditelnosti“ v bodé P, kterym se divame
dovnitt mnohouhelniku.

Obrazek 2.7: Mnohothelnik rozdéleny na dva mnohotihelniky s naznacenymi thly
viditelnosti

Vnitini mfizové body mnohotihelniku maji wy = 1, miizové body, které lezi
na hranidch mnohothelniku a nejsou jeho vrcholy, maji wy = % Ve vrcholu, ktery
ma napriklad wy = }L, hrany sviraji pravy tihel, nebo ve vrcholu, ktery ma w;, = é,
hrany sviraji tihel § atd. O vdze w; muZeme uvazovat jako o ptispévku, ktery
vrchol P, pridava do spoleéného obsahu mnohothelniku.
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Budeme definovat veli¢inu

Ukazeme, ze W je obsah mnohouhelniku. Nejdiive se zaobirejme otazkou, jestli je
W aditivni podobné jako obsah. To znamend, ze pokud méme mnohothelnik M,
ktery vznikne spojenim dvou mnohouhelniku M’ a M”, je W(M) = W(M') +
W (M"). Popsana vlastnost je dusledek toho, ze uhly viditelnosti v M’ a M”
v miizovych bodech na jejich spolecné hrané davaji thly viditelnosti vaéi mno-
hothelniku M, tedy opravdu W je aditivni.

T &1 ° ° p ° r
4 2 4
19 @ 10 ° ° ) ° °
19 10 ) ° ¢ ° °
[ 5 @ i® ° ° ° ®
VAV S AV AV S .
® b

1w

Obrazek 2.8: Obdélnik s naznacenymi uhly viditelnosti, prevzaty z [7]

V dalsim kroku musime ukézat, ze W odpovida obsahu mnohotihelniku. Nej-
diive uvazme obdélnik, ktery ma hrany rovnobézné s osou = a y a jehoz vrcholy
lezi v mtizovych bodech. Pro tento ptripad je ziejmé, ze W je obsah obdélniku, jak
je ilustrovano na obrazku vlevo. Pokud uvéazime pravouhly trojuhelnik, ktery
méa odvésny rovnobézné s osami x a y, velicina W opét dava stejny vysledek jako
obsah, protoze staci diky jiz dokazané aditivité vzit W pro cely obdélnik a vydélit
je dvéma, viz obrazek

Déle libovolny trojtihelnik lze doplnit na obdélnik s vyuzitim pravouhlych
trojuhelnikt a obdélniki, jak je naznac¢eno na obdélnicich vpravo na obrazku
2.8 Velicina W je aditivni, a tak W obecného trojihelniku dostaneme vhodnym
odectenim veliciny W pro obdélniky a pravouhlé trojihelniky. Stejné tak bychom
ziskali i obsah takového trojuhelniku, a tak W pro obecny trojuhelnik je roven
obsahu tohoto trojihelniku.

Poznamenejme, ze v dukazu zatim nebyl nikde pouzit predpoklad o jednodu-
chosti mnohothelniku. Princip, na kterém je dukaz zalozen, vyuzijeme jesté v Ka-
pitole kde budeme mluvit o zobecnéném Pickové vzorci pro mnohothelniky,
které nejsou jednoduché.

Koneéné se dostavame k samotnému dukazu Pickova vzorce. Pro jednoduchy
mnohothelnik, jehoz vrcholy jsou mtizové body, plati podle Véty

B
S=I14+—-—-1
+5 -1
kde I je pocet miizovych bodu uvnitt mnohothelniku a B je pocet miizovych
bodu na hranici mnohouhelniku.
Jednoduchy n-ihelnik méa n vnitinich hlu, coz jsou pravé vsechny thly vidi-
telnosti pii vrcholech a jejich soucet je (n — 2)m. Napiiklad trojihelnik ma soucet
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vnitinich uhlu 7, ¢tyiihelnik 27 atd. Pocet miizovych bodu, které jsou na hra-
nici n-thelniku, ale nejsou jeho vrcholy je B — n, pak je souc¢et uhlu viditelnosti
k nim nélezejicim (B —n)7. Ted jiz dostdvdme, Ze soucet viech tihlu viditelnosti,
nélezejicich véem B miizovym bodum na hranici mnohotihelniku (jak vrcholum,
tak bodum, které nejsou vrcholy mnohotihelniku), je (B — n)m + (n — 2)7 =
(B — 2)m. Takze pokud I je mnozina vnitinich miizovych bodi mnohoihelniku
M a B je mnozina mtizovych bodi na jeho hranici, je obsah mnohothelniku
S:W(M):Zwk—l— Zwk:I+M:I+§—1.

27 2
Prel PLeB

2.3 Treti dukaz Pickova vzorce

Nez se pustime do dalstho dukazu Pickova vzorce, ktery opét vychéazi z knihy
[T1], ujasnéme si, co rozumime pod pojmem triangulace néjakého mnohotihelniku
jiz ne nutné s vrcholy v mfizovych bodech. Triangulace je rozdéleni tohoto
mnohothelniku na trojihelniky tak, ze zadny z vrcholu néjakého z trojuhelniku
nelezi na hrané jiného trojuhelniku, jak je naznaceno na obrazku [2.9

Obrazek 2.9: Mozna triangulace mnohothelniku

Jak jiz vime diky Tvrzeni [2] a 3] jednoduchy mnohothelnik s vrcholy v mii-
zovych bodech ma elementarni triangulaci a obsah kazdého elementarniho troj-
uhelniku je % K dukazu Pickova vzorce by tedy vlastné stacilo zjistit, kolik ele-
mentarnich trojuhelniku je v kazdé takové elementarni triangulaci. Pokud by
tento pocet byl 21 + B — 2, kde, jak jsme jiz zvykli, I je pocet vnitinich a B
pocet hrani¢nich mfizovych bodu, byli bychom hotovi. Je to pravda, ale tento
fakt musime dokéazat a udélame to pro mnohotuhelnik, jehoz vrcholy nemuseji byt
miizové body.

Tvrzeni 4. Triangulace jednoduchého mnohothelniku s B wvrcholy na hranici
a I vrcholy uvnitr je sloZend z T trojuhelniku, kde pro T plati

T'=2I+DB-2.

Dikaz. K ovéfeni tohoto tvrzeni uvazme soucet vsech vnitinich uhla vsech troj-
thelniku v triangulaci mnohothelniku, ktery oznacime Y. Tento soucet budeme
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pocitat dvéma zpusoby a porovname oba vysledky. Zaprvé kazdy trojihelnik
v triangulaci ma soucet vnitfnich ihlu roven 7. Takze

T ="Tm.

Obrazek 2.10: Triangulace s nazna¢enymi soucty thla

Zadruhé soucet uhlu okolo kazdého z I vnitinich bodu je 27 a v B vrcholech na
hranici je soucet 7(B —2) podle vzorce pro soucet vnitinich ihlu mnohoihelniku.
Tedy dostavame

T = (2[ + (B — 2))77.

Pokud porovname oba vztahy pro T dostaneme pozadovanou rovnost.

3

2.4 FEuleruv vzorec

K dalsimu dukazu Pickova vzorce vyuzijeme Euleruv vzorec, ktery nas za-
vede na vylet do teorie grafu. Ale pozor, nejednd se o grafy funkci, ale o jistd
schémata, kterda vhodnym zpusobem popisuji nejriznéjsi situace. Grafem G
chapeme mnozinu vrcholt V spolu s mnozinou hran H, coz jsou spojnice mezi
nékterymi dvojicemi vrcholu. Vrcholy grafu mohou naptiklad znazornovat obce
v néjakém okrese a hrany silnice mezi nimi. Jindy mohou vrcholy reprezentovat
ucastniky néjakého plesu a spojnice mohou reprezentovat dvojice ucastniku, kteti
se navzajem znaji.

Obrazek 2.11: Priklad grafu

Pokud bychom se ponofili do teorie grafu hloubéji, setkali bychom se s nejruz-
néjsimi typy grafu. Praveé zavedeny pojem grafu by potom dostal dalsi upresnujici
prizviska: obycejny neorientovany graf.

Z plejady nejruznéjsich grafu nas bude zajimat rovinny graf, ¢imz rozumime
graf, ktery lze nakreslit v roviné bez toho, aby se hrany kiizily. Kazdy takovy graf
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rozdéluje rovinu na konecny pocet oblasti, které budeme nazyvat stény. Pozor,
mezi stény pocitame i oblast vné grafu. Ekvivalentné lze definovat rovinny graf
jako takovy graf, ktery lze nakreslit na dvoudimenzionalni sféru bez toho, aby se
jeho hrany krizily. Tato ekvivalence vychazi napiiklad z toho, ze na sféfe lze zvolit
libovolny bod, ktery neni vrcholem grafu, ani neni na jeho hrané, a z tohoto bodu
muzeme stereografickou projekci zobrazit zbytek sféry do roviny. Stereograficka
projekce je naznacend na obrazku [2.12]

Obrazek 2.12: Stereograficka projekce grafu na sfére

Jesté nez se dostaneme k Eulerové vzorci, seznamime se s nékolika pojmy
teorie grafu. Posloupnost vrchola { Py, P, ... ,P,} postupné propojenych hranami
z Ppdo Py, z P, do P3 ... z P,_1 do P, se nazyva cesta.

T A

Obrazek 2.13: Priklad cesty

Souvisly graf je pak takovy graf, v némz existuje cesta mezi kazdymi dvéma

vrcholy.
11
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Obrazek 2.14: Piiklad souvislého a nesouvislého grafu

Kruznice je uzaviend cesta z vrcholu, pres jiné vrcholy zpét do puvodniho
vrcholu, tj. jedna se o cestu, v niz je P, = P,.

Strom je takovy graf, ktery je souvisly a neobsahuje kruznici. Kostrou grafu
rozumime nejmensi souvisly podgraf G souvislého grafu, to znamena, ze obsahuje
vsechny vrcholy grafu a nékteré z puvodnich hran tak, aby pocet hran byl mi-
nimalni, ale graf G zustal souvisly. Takto zavedend kostra grafu je stromem,
tj. neobsahuje zadnou uzavienou kruznici, protoze z kruznice lze odstranit jednu
hranu a ziskat stale souvisly graf s mensim poc¢tem hran. Neni tézké si rozmyslet,
ze libovolny strom ma pocet vrcholu o jedna vétsi nez je pocet jeho hran. Zkuste
si to rozkreslit. Dukaz by postupoval indukeci od nejjednodusiho stromu, coz je
jeden vrchol k vétsim stromum. Stac¢i si uvédomit, ze s kazdym pridanim hrany
pribude i jeden vrchol.
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Obrazek 2.15: Priklad kruznic v teorii grafu

Véta 5. (Eulertuv vzorec) Pro souvisly rovinnyg graf G sV vrcholy, H hranami
a S sténamu plati

V-H+S=2.

Diikazu Eulerova vzorce je bezpocet, uvedeme dukaz z knihy [I], ktery lze
dohledat jiz v knize od von Stauda z roku 1847.

Diikaz. Bud T C H podmnozina hran grafu G, které jsou hranami kostry grafu
G. Déle budeme potiebovat dualni graf G* k grafu G. Ten vznikne néasledujicim
postupem: Do grafu G pridame jeden novy vrchol do kazdé stény, nezapomeneme
ani na vnéjsi sténu. Tyto vrcholy propojime hranou tehdy, pokud odpovidajici si
stény maji spolecnou hranu. Pokud stény sousedi nékolika hranami, pres kazdou
hranu nakreslime jednu novou hranu. Tim jsme ziskali dualni graf G*.

Obrazek 2.16: Kostra v dudlnim grafu

Uvazme 7* C ‘H* mnozinu hran v dudlnim grafu, ktera odpovida hranam
grafu G, které nejsou hranami libovolné pevné zvolené kostry, tj. nejsou v 7.
Hrany v 7 propojuji vSechny stény, protoze puvodni kostra grafu 7 neobsahuje
kruznice. Také T* neobsahuje kruznice, protoze jinak by oddélila néjaky vrchol
grafu G uvnitf kruznice od hran vné kruznice. To nelze, protoze T spojuje vSechny
vrcholy grafu G a s 7* nemda zadny prusecik. Takze 7* je kostrou v G*.

Pro kazdy strom plati, jak jsme si rozmysleli vyse, ze pocet jeho vrcholu je
o jedna veétsi nez pocet jeho hran. Pro strom 7T dostaneme, ze pocet vrcholu je
V = Hy + 1 zatimco pro T* dostaneme pocet stén S = Hy« + 1, kde Hy zna¢i
pocet hran v 7 a Hs- pocCet hran v mnoziné 7*. Se¢tenim obou rovnosti do-
staneme V + S = (Hy + 1) + (Hy« + 1) = H + 2. Ptitom jsme vyuzili vztah
H = Hy + Hp-, protoze kazda hrana grafu G je bud soucdsti kostry grafu G
nebo ji odpovidd hrana dudlni kostry 7*. 0

Euler dokazal rovnost V' — H + S = 2 jiz v roce 1752, nékdy se vsak tvrdi,
ze tento vztah znal jiz Descartes v roce 1640. Puvodni tvrzeni vsak popisovalo
namisto rovinnych grafu konvexni mnohostény, pro které plati stejny vztah. Kon-
vexni mnohostény, totiz takové, Ze spojnice libovolnych dvou jejich bodu lezi
celd uvnitt mnohosténu, tj. ze povrch neni nikde ,,prohnuty dovniti*, lze prevést
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Obrazek 2.17: Graf krychle a osmisténu

na rovinné grafy, které maji stejny pocet vrcholi, hran a stén. Na obrazku jsou
naznaceny rovinné grafy pro krychli a osmistén.

Pro zajimavost uvedme, Ze v topologii, kterd zkouma vlastnosti téles a pro-
storu bez ohledu na vzdalenosti, thly ¢ kfivosti, se zavadi Eulerova charakte-
ristika télesa y = 2 — 2¢g, kde g je tzv. rod, ktery udava pocet ,deér“ v télese.
Naptiklad koule nebo krychle ma rod 0, torus mé rod 1 stejné jako hrnecek
s jednim uchem a hrnec se dvéma uchy ma rod 2. Pro nejruznéjsi hranoly se
Eulerova charakteristika y poc¢ita pravé pomoci nam jiz znamého vzorce

=V-H+S.
Naprtiklad rod krychle nebo jinych konvexnich téles je nula, tedy opravdu

V-H+S=2=x.

Nasledujici vétu o hranach a z ni vychazejici dukaz Pickova vzorce publikoval
W. W. Funkenbusch [6] v roce 1974.

Véta 6. (o hrandch)

Pocet hran grafu, ktery je triangulaci jednoduchého mnohotuhelniku, splnuje
H =31+2B—3, kde H je pocet hran, B je pocet vrcholu na hranici grafu a I je
pocet vrcholu uvniti grafu.

Diukaz. Méjme graf, ktery je triangulaci jednoduchého mnohotihelniku. Abychom
tvrzeni dokazali staci ukazat, ze vzorec plati pro nejjednodussi jednoduchy mnoho-
uhelnik a ze plati pro mnohothelniky, které vzniknou, ptidame-li do grafu jeho
triangulace novy vrchol a tim tento graf zvétsime. Nejjednodussi mnohoihelnik
je trojihelnik, tj. B =3, [ = 0 a vzorec je splnén, protoze pocet hran je H = 3.

P AN

Obrazek 2.18: Priklad pridani bodu

Predpokladejme, ze vzorec plati pro néjaky graf, ktery je triangulaci jedno-
duchého mnohouhelniku, existuji dvé moznosti, jak ptidat do grafu novy vrchol.
Pokud pridame do grafu vnitini bod jako na obrazku [2.18| vlevo, zvedne se pocet
hran H v grafu o 3 a dokazovany vzorce bude stéle platit.
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Pokud ptiddme do grafu hrani¢ni vrchol jako na obrézku [2.18| vpravo, priddme
néjaky pocet novych hran, ktery oznacme X. Pocet novych hran je minimalné 2
a to kvuli tomu, aby se stéle jednalo o triangulaci néjakého jednoduchého mnoho-
uhelniku. Dvé nové hrany jdou do vrcholu, které zustaly hrani¢nimi a zbylé jdou
do vrcholi, které byly pivodné hraniéni, ale ted jsou vnitini, takze je téchto nové
vnitinich vrcholu X — 2. Pocet vrcholu uvnitt se tedy zvysil o X — 2, vrcholum
na hranici pfibyl jeden novy a ubylo X — 2 vrcholti. Dosadme do dokazovaného
vzorce:

H+X=3I+X-2)+2B+1—-(X-2) -3,
H+X=3I4+2B-3+3X —-2X —-6+6.

Vidime, Ze jej muzeme upravit na vztah pro puvodni graf bez pridaného vrcholu
H=31+2B -3,

proto vzorec plati i pro vétsi graf. Timto je spravnost vzorce ovérena.

3

Nyni jiz mame vse dulezité a muzeme ukazat dukaz Pickova vzorce s vyuzitim
Eulerova vzorce.

Diikaz. Méjme mnohothelnik s vrcholy v miizovych bodech a jeho elementarni
triangulaci. Pouzijeme-li Euleriuv vzorec V — H + .S = 2 pro tento rovinny graf,
dostaneme

V=1+B,

S=2-V+H,
H=31+2B-3.

Pocet elementarnich trojihelniku je S — 1 a jejich obsah, jak jiz bylo dokazano
drive viz Tvrzeni , je % Obsah mnohothelniku je pak

%(S—l):%(2—(I+B)+(3I+23—3)—1):I+§—1.

2.5 Dalsi vysledky o mrizovych bodech

Picktv vzorec neni jedinym vysledkem o mfizovych bodech. V dalsim uvedeme
nékolik zajimavych vét a, aby nenasledoval jen jejich vypis, dokdzeme pomoci
Minkowského véty jinym zpusobem Tvrzeni 3| z prvniho dukazu Pickova vzorce.

Zacneme vétou, kterou Blichfeldt publikoval v roce 1914 v ¢lanku [3]. Bez
zajimavosti neni ani to, ze tvrzeni véty muze byt dokonce zobecnéno do libovolné
dimenze.

Véta 7. (Blichfeldt) Kazdyj omezeny rovinng obrazec M s obsahem ostie vétsim
nez A muze byt posunut tak, aby pocet miiZovych bodu uvnitr M byl alespori A+1.
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Véta 8. (Browkin) Pro libovolné prirozené cislo n existuje v roviné ctverec
s pravé n mrizovymi body uvnitr.

Toto tvrzeni, které lze nalézt v [18], bylo dokonce zobecnéno na libovolny
tvar, o coz se zaslouzili Schinzel a Kulikowski. Browkin poté tvrzeni prevedl do
tT1 dimenzi a dokézal jej pro krychli.

Nasleduje tvrzeni, které dokazal Hermann Minkowski v roce 1889. Nejdrive
vsak osvétlime nasledujici pojmy.

Omezena mnozina je takovd mnozina, kterou lze celou uzaviit do koule
o konectném poloméru.

Pokud tekneme o mnoziné, ze je symetrickd kolem pocatku, mame na
mysli, Ze pokud je v mnoziné bod se soutradnicemi [z1, ... ,x,], pak je v mnoziné
také bod [—x1,..., — )]

Véta 9. (Minkowski) V n-rozmérném prostoru plati, Ze kazdd omezend kon-
vexni mnozina C, kterd je symetrickd kolem pocdtku a md obsah vétsi nez 27,
obsahuje neyméné jeden mrizovy bod krome pocatku.

Specialné: omezend konvexni mnoZina v roviné, kterd je symetrickd kolem
poédtku a md obsah vétsi nez 4, musi obsahovat nejméné jeden mriZovy bod, kromé
pocatku.

Lze najit nejruznéjsi primé dukazy Minkowského véty, napiiklad v ¢lénku [15],
nebo je také mozné tvrzeni v celé obecnosti dokazat pomoci Blichfeldtovy véty.
Pro nas vsak bude stacit Minkowského vétu dokazat pouze v rovineé.

Jesté nez se vsak pustime do dikazu, ktery postupuje podle [2], vysvétlime,
co znamena operace ,a mod b“. Vysledkem je zbytek po déleni cisla a cislem b.
Pokud navic chceme tici, Ze i ¢islo ¢ ma stejny zbytek po déleni ¢islem b jako a,
zapiSeme to takto

¢ =a mod b.

Tento zapis cteme: ¢ je kongruentni s ¢ modulo b. Napt. plati 7 = 22 mod 5.
Cisla a a ¢ vSsak nemusi byt pouze celd a kladnd, napt. —1,7 = 3,3 mod 5.

Diikaz. V dukazu budeme pouzivat miizové body a dvojnasobné miizové body,
tedy takové body, které jsou ve tvaru [2z,2y|, pro x,y € Z.

Celd rovina R? lze ,vydlazdit® c¢tverci, X + (A\u), kde X je dvojndsobny
miizovy bod a parametry A, p probihaji cely interval (0,2). Tyto ¢tverce jsou
disjunktni, to znamena, ze zadné dva z nich nemaji spolecny bod.

Mnozina C' je omezena, proto je prekryta jen koneé¢nym poctem ¢tvercu Xq +
(M), -y Xn + (A ), oznacme Cf, ..., C, pruniky mnoziny C' se Ctverci, tj.
Cy =CnN (X1 + (A\p)), atd. Pak jsou jisté C1, ..., C, disjunktn{ a soucet jejich
obsahti je roven obsahu mnoziny C'.

Ozna¢me O ¢tverec [0,0] + (A,u), A, p € (0,2). Zobrazeni

f:[xy] — [z mod 2,y mod 2]

zobrazuje celou rovinu do étverce O tedy f : R?> — . Toto zobrazeni pfesune
vSechny kousky (1, ..., C, do ¢tverce J. Obsah mnoziny C' je stejny jako soucet
obsahtu jednotlivych kousku C, ..., C, a je podle predpokladu véty vétsi nez
4, coz je obsah Ctverce O. Proto se musi alesponn dva kousky f(C;) a f(Cy)
piekryvat. V tomto piekryvu vyberme bod f(P) = f(P%), ze P, € C; a P, € C}.
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To znamend, Ze pro soutadnice bodu P, = [x1,y1] a Py = [r2,y2] musi platit
1 = x9 mod 2 ay; =y mod 2, coz lze jinak zapsat také jako (r1—x5) = 0 mod 2
a (1 — y2) = 0mod 2, tj. ¢isla 1 — x5 a y; — Yo jsou délitelnd dvéma. Protoze
body P, a P, jsou ruzné, nejsou obé tyto ¢isla zaroven rovna nule.

Protoze je mnozina C' symetrickd podle pocatku lezi v ni bod — Py = [—x9,— 5]
a protoze je konvexni lezi uvnitt mnoziny C' celd isecka mezi body P a —P,. Stied
této tsecky bod (P — P») = [5(z1 — 22),5(y1 — y2)] tedy jisté lez{ v mnoziné C
Jak uz vime, ¢isla x1 — x9 a y; — ¥ jsou délitelna dvéma a nejsou zaroven obé
nuly, proto bod %(Pl — P5) ma celociselné souradnice a jedna se o jeden hledany
miizovy bod v mnoziné C, ktery neni pocatkem. .

Z Minkowského véty mame, ze v mnoziné lezi kromé pocatku jeden nenulovy
miizovy bod, ze symetrie mnoziny vsSak dostavame, ze tam existuje jesté bod
s timto symetricky. Pokud zapocitame i pocatek, tedy nulovy miizovy bod, ktery
je v mnoziné diky jeji konvexité, dostaneme tvrzeni:

V omezené konvexni mnoziné v R symetrické kolem pocatku, ktera ma obsah
vétsi nez 27, jsou alespon tii miizové body.

S pomoci Minkowského véty ukazeme jinym zpusobem jeden ze zakladnich
stavebnich prvka dukazu Pickova vzorce a to, ze obsah elementarniho trojihelniku
je jedna polovina, viz Tvrzeni [3] V prvni ¢dsti dukazu budeme postupovat podle
¢lanku [15].

Diikaz. Necht AABC je elementarni trojihelnik. Oto¢me tento trojtihelnik o 180°
kolem stfedu hrany a, ktera je proti vrcholu A. Novy trojihelnik ozna¢me jako
AA'B'C’, vrchol B odpovidé v otoceni vrcholu C'a C' = B. Tato rotace presouva
miizové body na miizové body. Protoze jediné miizové body, které byly v AABC,
jsou jeho vrcholy, uvniti rovnobézniku ABA’'C' také nebudou zadné miizové body.

Obrazek 2.19: Nacrt rovnobézniku vzniklého z elementarniho trojihelniku

Déle provedme rotaci kolem stiedii zbyvajicich hran. Ziskdme trojihelnik,
jehoz stredni pticky tvori puvodni trojihelnik AABC. Uvnitt tohoto trojihelniku
také neni zadny vnitini miizovy bod. Oto¢me cely velky trojihelnik kolem bodu
B o0 180°. Puvodni a otoceny trojihelnik tvoti rovnobéznik, ktery je omezeny,
konvexni a symetricky kolem bodu B, ktery je jediny vnitini bod v rovnobézniku
a ktery oznac¢me jako pocatek. Podle Minkowského véty nemuze mit rovnobéznik
obsah vétsi nez 4. Rovnobéznik je tvofen osmi elementarnimi trojihelniky shod-
nymi s AABC, a tak obsah elementarniho trojihelniku muze byt nejvyse %

Pro vypocet dolniho odhadu obsahu trojihelniku s vrcholy o celociselnych
souradnicich A = [ay,as],B = [b1,be] a C' = [c1,¢2] pouzijeme vektorovy soucin.
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Plati totiz . )
Sa = 5|z§||5| sina = 5|5x z|

pro vektory b= (a7 — c1,a9 — ¢2,0) a @ = (a3 — by,as — by,0) a tthel o mezi nimi

pri vrcholu A.

Obréazek 2.20: vektorovy soucin

Dostavame

Sa = ((al —c1)(az — by) — (ay — b1)(az — 02))7

DN | —

coz je % krat néjaké nenulové celé ¢islo, tedy obsah trojuhelniku bude nejméné
v predchozi ¢asti dukazu jsme zjistili, ze obsah trojihelniku muze byt nejvyse
a tak dostavame, ze obsah elementarniho trojihelniku je %
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Kapitola 3

Zobecnéni a rozsireni

VVVVVV

a nebudeme se jiz omezovat pouze na jednoduché mnohothelniky. V druhé ¢asti
se dotkneme otazky rozsiteni Pickova vzorce do prostoru.

3.1 Zobecnéni pro rozmanitéjsi tvary

Pro zobecnéni budeme vychazet z ¢lanku [17]. Budeme uvazovat obecny mno-
hothelnik M, ktery ma vrcholy v mfizovych bodech, a muze obsahovat diry
nebo se jeho hrany mohou protinat. Jediné, co pozadujeme, je, aby mnohouhelnik
byl sjednocenim konec¢ného poctu trojihelniku, které maji vrcholy v miizovych
bodech. Pickuv vzorec je potieba pro takovéto obecnéjsi mnohotuhelniky drobné
upravit. H. Hadwiger a J. M. Wills v ¢ldnku [§] uvedli a ukdzali tento zobecnény
Pickuv vzorec.

Véta 10. (Zobecnény Pickiv vzorec) Bud M mnohothelnik, jehoZ vrcholy

jsou mrizZové body. Pak
H
S=V—-—=-
2 X?

kde V' je pocet vsech mriZovych bodu uwvniti a na hrandch mnohothelniku, H je
pocet jeho hran (spojnic od mriZového bodu k miiZovému bodu) a x je Eulerova
charakteristika.

= i<
! Il
S N L

Obrazek 3.1: Mozna triangulace pro poc¢itani Eulerovy charakteristiky

O Eulerové charakteristice jsme se jiz zminili pied Vétou [0, mluvili jsme ale
o prostorovych télesech. Eulerova charakteristika pro mnohotuhelniky se
pocitd podobné. Najdeme néjakou triangulaci tohoto mnohotihelniku a spocteme
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pocet vrcholu V', pocet hran H a pocet trojuhelniku, neboli vnitinich stén S,
které patii do mnohouhelniku, pak je Eulerova charakteristika rovna

x=V-H+S.

Pro jednoduchy mnohotihelnik vychazi Eulerova charakteristika 1, pro mnoho-
uhelnik, ktery ma m oddélenych dér, je Eulerova charakteristika rovna 1 — m.

Pro jednoduché mnohotuhelniky zobecnény Pickuv vzorec plati, protoze pocet
bodu na hranici mnohouhelniku je roven poctu hran, ze kterého se hranice mno-
hothelniku sklada B = H a Eulerova charakteristika je 1.

Nez budeme dokazovat zobecnény Pickiv vzorec v plné obecnosti, ovérme jej
v pripadé mnohoihelniku s m oddélenymi dirami, které jsou samy o sobé jedno-
duché mnohotuhelniky. Napiiklad vlevo na obrazku je takovy mnohothelnik
s m = 3. Eulerova charakteristika je pro takovy mnohothelnik s m dirami rovna
xX=1—m.

ath

V =40 V=26

H =36 H=24

X =2 = X =2
S=40—3-36+2 §S=20—3-16—1 S=26—3-24+2

Obrazek 3.2: Nejednoduché mnohoihelniky

K ovéreni zobecnéného Pickova vzorce pouzijeme pro mnohouhelnik s m di-
rami princip z dukazu Pickova vzorce pres uhly viditelnosti, viz podkapitola
2.2l Ozna¢me By, By, ... ,B,, potty miizovych bodi na vnéjsi hranici a na hra-
nicich jednotlivych m dér. Celkovy pocet miizovych bodu na hranici pak je
By + B1 + ...+ B,, = B a pocet hran je roven poctu miizovych bodu na hra-
nici mnohothelniku H = B. Pro celkovy pocet miizovych bodu pak ziejmé plati
V =1+ B =1+ H. Déle si stac¢i uvédomit, ze soucet thlu viditelnosti dovnit
mnohothelniku na k-té dife, je (B +2)7, zatimco na vnéjsi hranici je to (By—2).
Pak jiz muzeme vypocitat obsah mnohothelniku jako soucet pocCtu vnitinich
miizovych bodu I a téch uhlu viditelnosti 8, dovniti mnohothelniku vydélenych
2m, které odpovidaji mfizovym bodum P lezicim na hranici mnohouhelniku,

32



tj. vSem mrfizovym bodum z mnoziny B.

1
S:I+%29k:

PLeB
By —2 By +2 B, +2
. Bo=2) (B2 (But2)
2 2 2
1
:I+§(Bo+Bl+...+Bm)+(m—1):
B H
=I4+—-—-x=V-—-x.
T X 2 X

Postup s vyuzitim thlu viditelnosti jiz bohuzel nebude fungovat pro prostiedni
a pravy mnohothelnik na obrazku [3.2] protoze na nich se hranice mnohouhelni-
ku protind a jiz pocet vrcholu na hranici neodpovida poctu hrani¢nich useku, tj.
B # H. Zde jsme jiz nuceni ke klasickému pouziti elementarnich trojihelniku.

Diukaz. Predpokladejme, ze obecny mnohotihelnik, jehoz obsah nds zajima, je
rozdélen na elementarni trojihelniky, tj. mame néjakou jeho elementarni trian-
gulaci s vrcholy v miizovych bodech. Oznacme V', H; a S; pocet vrcholu, hran
a trojuhelniku v této triangulaci. Kazdy trojihelnik ma 3 hrany a kazda z hran
nalez{ dvéma trojuhelnikim kromé hran, které jsou na okraji mnohoihelniku M.
Takze dostavame 35, = 2H; — H, pokud tuto rovnost upravime, dostaneme

Sy=—-H+2H, —25,=—-H+2V —-2(V - H,+ S;) =2V — H — 2.
Kazdy elementarni trojihelnik ma obsah %, z cehoz jiz dostavame pozadovany
vztah pro obsah mnohothelniku S = %St =V - % — X

d

3.2 Rozsireni do prostoru

Minkowského véta plati i pro prostory vyssi dimenze. Mohli bychom si proto
myslet, ze 1 Pickuv vzorec 1ze zobecnit pro vicedimenzionalni prostory. Avsak tak
jednoduché to neni. Uz v trojrozmérném prostoru lehce najdeme mnohostény,
jejichz vrcholy lezi v mtizovych bodech a které maji stejny pocet miizovych bodu
uvnitt a na hranici mnohosténu, ale jejichz obsah je ruzny.

0,0,1]

\\ [171a1]

- =4(0,1,0]

[1,0,0]

Obrézek 3.3: Ctyistén vepsany do krychle
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Obrazek z knihy [I1] ukazuje jednotkovou krychli rozdélenou na pét jehlanu.
Vnitini jehlan s vrcholy [0,0,1],[1,0,0], [0,1,0] a [1,1,1] m& vSechny strany rovno-
stranné trojihelniky a je pravidelnym ¢tyfsténem. Ctyfi vnéjsi jehlany pak maji
tTi stény pravouhlé trojihelniky a jednu sténu rovnostranny trojuhelnik. Vsechny
jehlany maji ¢tyti miizové body na své hranici a zadné vnitini miizové body.
Pokud by existoval néjaky jednoduchy vzorec, ktery by podobné jako Pickuv,
vyuzival pouze pocet miizovych bodu k urceni objemu mnohosténu v prostoru,
meély by vSechny tyto jehlany stejny objem. Ale pokud pouzijeme vzorec pro ob-
sah jehlanu tj. obsah zakladny krat jedna tietina vysky, dostaneme, ze kazdy ze
¢tyt vnéjsich jehlant mé objem é. Protoze cela jednotkova krychle ma objem 1,
musi byt obsah vnitfniho pravidelného jehlanu 1 — 4 - % = %

Dalsi ilustrace tentokrat z [15] také ukazuje, pro¢ neexistuje jednoduchd ana-
logie Pickova vzorce v prostoru. Uvazujme jehlan, ktery ma jako zakladnu troj-
thelnik s vrcholy [0,0,0],[1,0,0] a [1,1,0] a jehoz vrchol je v bodé [0,1,n], kde
n € N. Tento jehlan jisté pro libovolné n € N neobsahuje zadné dalsi mtizové

body, objem vsak ma podle vzorce pro objem jehlanu roven .

[0,1,n]

\

[1,0,0] [1,1,6]

Obréazek 3.4: Jehlan, ktery m&a jen 4 vrcholy, ale ruzny objem podle polohy
hlavniho vrcholu

J. E. Reeve [16] zobecnil Pickuv vzorec pro tfidimenziondlni prostor s vyuzitim
,pulmiizovych bodu“. Témito pulmiizovymi body myslime takové body [a,b,c],
7e [2a,2b,2c] € Z3. Reeve dokézal urcit obsah mnohosténu, jehoz vrcholy jsou
miizové body, pomoci po¢tu miizovych a pulmtizovych bodi uvniti a na hranici
mnohosténu.

Déle se rozsitenim Pickova vzorce do prostoru nebudeme zabyvat. Tomu, koho
by toto téma zajimalo, doporucuji ¢lanek [9].
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Medailonek o Georgu Pickovi

Obrazek 3.5: Georg Alexander Pick

Georg Alexander Pick se narodil 10. srpna 1859 ve Vidni do zidovské rodiny,
jeho rodice byli Josefa Schleisinger a Adolf Josef Pick. Jeho otec jej vyucoval doma
az do jedenacti let, pak nastoupil na gymnézium a nasledné v letech 1875 az 1879
studoval na univerzité ve Vidni matematiku a fyziku. V roce 1880 ziskal dok-
torat pod vedenim L. Konigsbergera, ktery je povazovan za zaka K. Weierstrasse.
Po dokonceni doktoratu ve Vidni pfijal misto pomocného asistenta E. Macha na
Karlo-Ferdinandové univerzité v Praze. V roce 1882 byl Georg Pick habilitovan,
v roce 1888 byl jmenovan mimotadnym profesorem a v roce 1892 fadnym profe-
sorem matematiky na Prazské némecké univerzité. Dva semestry pravdépodobné
1884-1885 stravil na univerzité v Lipsku, kde byl ovlivnén praci F. Kleina. Ve
skolnim roce 1900-1901 byl dékanem filozofické fakulty. V roce 1927 byl jme-
novan emeritnim profesorem. (Zaslouzily profesor, ktery v rdmci své penze stale
muze pusobit na univerzité.) Aktivni pusobeni na univerzité ukoncil v roce 1929
a vratil se do Vidné. Po obsazeni Rakouska se odstéhoval v roce 1938 zpatky do
Prahy. Zde byl Pick zvolen ¢lenem Ceské akademie véd a uméni, ale po obsazeni
Prahy nacisty byl z akademie vyloucen. Ctyfi roky poté, co se vratil do Prahy, byl
dne 13. ¢ervence 1942 deportovan pod ¢islem 824 transportem AAq do Terezina.
Tam o dva tydny pozdéji 26. ¢ervence 1942 zemftel ve véku nedozitych 83 let.

Georg Pick pusobil 46 let v Praze jako vysokoskolsky ucitel. V pedagogické
¢innosti se vénoval hlavné analyze a geometrii. Vedl 20 disertacnich praci. Mezi
jeho doktorské studenty patii napiiklad E. Stransky nebo K. Lowner, pozdéjsi
profesor némecké univerzity v Praze a po nucené emigraci profesor na vyznamnych
americkych univerzitach.

V letech 1876 az 1939 publikoval Georg Pick 67 praci. Tyto préace jsou napfi-
klad z integralniho poc¢tu, komplexni analyzy, diferencidlnich rovnic, geometrie
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a diferencialni geometrie. Jméno Pick neni v matematice zapomenuto, kromé
Pickova vzorce jeho jméno nese jesté Schwarzovo-Pickovo lemma, které rozsituje
Schwarzovo lemma z komplexni analyzy, nebo Pickova matice, ktera souvisi s in-
terpolaci analytickych funkci.

Za zminku také stoji pratelstvi mezi Georgem Pickem a Albertem Einstei-
nem. Pick byl hybnou silou pii schvalovani Einsteinovy zadosti o misto profe-
sora teoretické fyziky na univerzité v Praze. Béhem jeho pobytu v letech 1911
az 1912 byl Georg Pick Einsteinovym velmi blizkym kolegou. Poutal je nejen
profesionalni vztah, ale oba hrali na housle a ¢asto hravali spolu. Napiiklad M.
Brdicka [5] o jejich vztahu pise. ,Einsteinuv duchovni zivot se v té dobé skladal
hlavné z védy a hudby. Spratelil se s G. Pickem, ktery byl nejen vybornym ge-
ometrem ochotnym pomoci pfi nejasnostech absolutniho diferencidlniho poctu
a pii jeho aplikacich na geometrizaci fyziky, resp. v polozeni zdkladu obecné
relativity, ale i nevSsednim komornim hudebnikem, jenz zprostiedkoval Einstei-
novi misto ve smyccovém kvartetu. Piatelské kontakty mezi Pickem a o 20 let
mladsim Einsteinem nebyly preruseny ani po Einsteinové odchodu z Prahy. Po-
slednf Picktiv dopis Einsteinovi do Princetonu je z r. 1939, z doby po okupaci Cech
a nedlouho pfed Pickovym transportem do koncentra¢niho tdbora v Terezing,
z néhoz se jiz nevratil.“ V dobé Einsteinova pobytu v Praze vedl také Georg
Pick prednasku Infinitesimalgeometrie. ,Neni také zadnych pochyb, jak uvadi
[13], ,ze Pick a Einstein vedli odborné diskuze.“ Svédéi o tom napt. zavérecna
poznamka v rozsiteném textu Einsteinovy prednasky z 28. 2. 1914; viz dokument
G. Pickovi za jeho poznamky, které vyklad véci zasadné zjednodusily.

Casto se polemizuje, jakou roli sehrdl Georg Pick v Einsteinové odvozeni
specialni teorie relativity. Citaty z nejruznéjsich zdroju k tomuto tématu lze najit
v ¢lanku Georg Pick — prazsky kolega Alberta Einsteina od 1. Netuky [13].
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Zaver

Tato préce zdaleka nevycerpala vSechna témata, kterd souvisi s Pickovym
vzorcem. Na zavér jesté zminime nékolik souvislosti, které v praci nejsou vice
rozebrany. V kapitole [3.2] jsme se jiz trochu dotkli tématu rozsiteni Pickova vzorce
do prostoru. Nabizi se vSak otazka, zda existuje analogie Pickova vzorce v n-di-
menzionalnich prostorech, pro n > 3, nebo zda lze vyslovit néjaka dalsi zajimava
tvrzeni o mifzovych bodech v n-dimenzionalnim prostoru jako jsou Véty [7] a [9

Pokracovat by se dalo také v Prikladu o tom, jak rozménit dolar. Co
kdybychom nerozmeénovali dolar, ale tieba ¢eskou dvoustovku na padesatikoruny,
pétikoruny a dvoukoruny. Vyfeseni této tlohy jisté nebude problém. Pouzijeme
stejny princip jako u rozménovani dolaru. Ale pojdme dél. Co kdybychom pridali
jesté dvacetikoruny. Najednou jiz nelze pouzit uplné stejny postup, ale musime
jej upravit, protoze jsme se dostali od problému, ktery lze tesit prevedenim na
pocitani miizovych bodu v roving, k problému, ktery lze prevést na hleddni poctu
miizovych bodu v prostoru. Podobnou ilohou se zabyva i kniha [11], kdyz fesi
otdzku: Kolika zpusoby lze rozménit dolar na ¢étvrfaky, deseticenty, péticenty
a centy? V této knize také najdete obecny vzorec pro pocet moznosti jak slozit
néjakou ¢astku ze tii druhu minci.

Pokud bychom se vrétili do Pickova ¢lanku [14], kde profesor Georg Pick
publikoval svuj vzorec, zjistime, Ze jej formuloval mnohem obecnéji. Neuvazoval
pouze pravouhlou ¢tvercovou sit, ale dokonce i kosodélnikovou sit. V takovém
pripadé je objem mnohothelniku s vrcholy v mftizovych bodech odpovidajicich
kosodélnikové siti roven

B
=S+ —1),

kde Sj znac¢ime obsah nejmensiho kosodélniku, ze kterého se sklada kosodélnikova
sit, I je pocet mifZovych bodl uvniti mnohothelniku a B je pocet miizovych
bodu na hranici mnohothelniku s tim rozdilem, ze miizové body uvazujeme v ko-
sodélnikové siti. Odvozeni tohoto tvrzeni a mnohem vice lze nalézt v ¢lanku [9].

Obrazek 3.6: Kosodélnikova sit se zakreslenym mnohotihelnikem

Dalsi smér, kterym bychom se mohli ubirat, je souvislost Pickova vzorce s Fa-
reyovymi posloupnostmi a Stern-Brocotovym stromem v teorii ¢isel, viz [4].
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Pokud hledate dalsi piiklady, které souviseji s Pickovym vzorcem, moznym
zdrojem je kniha [11].

38



Literatura

1]

2]

[10]

[11]

[12]

[13]

AIGNER, M. ZIEGLER G. M. Proofs from THE BOOK (/jth ed.). Berlin, New
York: Springer-Verlag, 2009. ISBN 978-3-642-00855-9.

BENSIMON, 1. Minkowski’s Convex Body Theorem.
Project for MA341, Boston University, 2009.
http://math.bu.edu/people/kost /teaching/MA341/Minkow.pdf.

BricureLDT, H. F. A New Principle in the Geometry of Numbers, with
Some Applications. Trans. Amer. Math. Soc. 15, 1914, 227-235.

BoGcoMOLNY, A. Applications of Pick’s Theorem from Interactive Mathe-
matics Miscellany and Puzzles.
http://www.cut-the-knot.org/ctk/PickApps.shtml, Accessed 15 August
2013.

BRDICKA, M. Finstein a Praha, Ceskd einsteinovskd pohlednice. Cs. ¢as. fyz.
A 29, 1979, 269-275.

FunkenNBuscH, W. W. From Fuler’s formula to Pick’s formula using an
edge theorem. American Mathematical Monthly 81, 1974, 647-648.

OSTERMANN, A. WANNER, G. Geometry by Its History. New York: Springer,
2012. ISBN 978-3-642-29162-3.

HADWIGER, H., WILLS, J. M. Neuere Studien tiber Gitterpolygone. J. Math,
280, 1975, 61-69.

IsERI, H. An Ezploration of Pick’s Theorem in Space. Mathematics Magazine
Vol. 81, No. 2, April, 2008, 106-115.

KreIN, M. J., Kox, A. J., SCHULMANN, R. (Eds.) The collected papers of
Albert Einstein Princeton: Princeton University Press, Vol. 5. 1993.

MicHAEL, T. S. How to Guard an Art Gallery and Other Discrete Mathe-
matical Adventures. Baltimore: JHU Press, 2009. ISBN 9780801897047.

MONTGOMERY, H. A Timely Problem. Mathematics Magazine Vol. 85, No. 3,
June 2012, 220.

NETUKA, I. Georg Pick - prazsky matematicky kolega Alberta Finsteina. Po-
kroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 44, 1999, No. 3, 227-232.

39



[14] Pick, A. G. Geometrisches zur Zahlenlehre, Sitzungsberichte Lotos. Praha:
Naturwissenschaftlich-Medizinschen Vereines fiir Bohmen, NF 19, 1899,
311-319.

[15] RAM MURTY, M., NITHUM THAIN, Pick’s Theorem via Minkowski’s Theo-
rem. The American Mathematical Monthly Vol. 114, No. 8, October, 2007,
732-736.

[16] REEVE, J. E. On the volume of lattice polyhedra. Proceedings of the London
Mathematical Society (3rd Ser.), 7, 1957, 378-395.

[17] VARBERG, D. E. Pick’s theorem revisited. American Mathematical Mon-
thly 92, 1985, 584-587.

[18] WEISSTEIN, E. W. Browkin’s Theorem. From MathWorld—A Wolfram Web
Resource. http://mathworld. wolfram.com/BrowkinsTheorem.html.

40



	Úvod
	Kapitola příkladů
	Začínáme
	Pickův vzorec a řešení příkladů

	Důkazy a souvislosti
	První důkaz Pickova vzorce
	Důkaz Pickova vzorce přes úhly viditelnosti
	Třetí důkaz Pickova vzorce
	Eulerův vzorec
	Další výsledky o mřížových bodech

	Zobecnění a rozšíření
	Zobecnění pro rozmanitější tvary
	Rozšíření do prostoru

	Medailonek o Georgu Pickovi
	Závěr
	Literatura

