13 Galois a jeho grupy

Resen{
Cviceni 15., 16. nebo 22 kvétna, verze ze dne 5. kvétna 2024.

Cile cviceni: Jako velky zlaty hiebik naseho algebraického snazeni, si zkusime pro nékterd rozkla-
dova nadtélesa spocitat jejich Galoisovy grupy. Ackoli to zpravidla neni nijak snadna tloha, sily na
to, abychom Galoisovu grupu spocitali aspon pro rozkladova nadtélesa polynomu malého stupné,
mame, nebot vime, Ze ji muzeme hledat jako podgrupu grupy permutaci koifenti daného polynomu.
leohy, které bychom urcité méli umét resit:

Uloha 13.1. Je-li U rozkladové nadtéleso polynomu p = 2% — 2 nad télesem Q, ukazte, ze

(a) U =Q[v2,¢%5],
(b) [U:Q] =6,
(c) Gal(U/Q) = Ss.

Reseni. (a) Snadno uvdzime, ze

p=a®—2=(x—V2)(z— V25 ) (@ + V2eF),
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protoze navic e~ 3 =e~3 = (e3 )7 !, vidime, ze
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U= @[\3/5, V2e5 \3/56_%] C Q[V2,e

.
Déle si véimneme, ze ¢35 = /2e’5 - (¥/2)~' € U, odkud uz plyne rovnost U = Q[v/2, '],
(b) Vyuzijeme-li tvrzeni z prednasky a bod (a), vime, Ze pro kazdy prvek o € U plati

U:Q]=[U:Q[d]] - [Qa] : Q.
Polozime-li @ = /2, pak

a protoze minimalni polynom prvku ¢ nad télesem Q[\‘Q’/ﬁ] déli polynom 2% —2 a tudiz i 22+ 2 +1,
a o linearni polynom se kvuli imaginarnim hodnotam nemuze jednat, dostavame

U+ Q2] = [QIV2DIe ¥] : QUV]) = degm, 2 g = dega® 0+ 1=2

Tedy [U: Q] = [U : Qa]] - [Q[a] : Q] = 6.

(c) Protoze je polynom z® — 2 nad télesem raciondlnich &fsel ireducibilni, plyne z tvrzeni 25.2(1)
z prednasky, ze je grupa Gal(U/Q) izomorfni podgrupé grupy permutaci viech kofent polynomu
23 — 2 a ta je izomorfni S3. Snadno nahlédneme (a na prednésce jsme si to rovnéz uvédomili), Ze

zobrazeni komplexniho sdruzeni id je prvek Gal(U/Q) fadu 2, coz podle Lagrangeovy véty znamen,
ze 2 deli tad Galoisovy grupy Gal(U/Q).

Déle ndm za danych predpokladi tvrzeni z prednasky zarucuje existenci prvku ¢ € Gal(U/Q)
spliujiciho o(§/2) = ¥/2e*3" . Protoze id # ¢ # id, vidime, ze | Gal(U/Q)| = 6. Protoze je Gal(U/Q)

izomorfni podgrupé Ss, nutné uz to znamena, ze Gal(U/Q) = Ss.



Uloha 13.2. Spocitejte Galoisovy grupy Gal(U/Q) je-li U rozkladové nadtéleso polynomu

(a) x4+ 42? + 2,
(b) x* —2.

Reseni. (a) Nejprve snadno najdeme komplexni kofeny —2 4 +/2 polynomu y? + 4y + 2, proto jsou
+i/2 £ /2 viechny kofeny polynomu z* + 422 4 2. Dale si véimnéme, /2 € Q[iv/2 + v/2], proto i

i\2— V2= V2 ”Q_ﬁe@[ix/ﬂx/ﬁ].

iV2+v2V2 -2

To znamend, ze U = Q[iv/2 + v/2] a kazdy Q-automorfismus télesa U je tak uréen obrazem prvku
iv/2++v2na kterykoli kofen +iv/2 + V2. Navic spomoci Eisensteinova kritéria rychle nahlédneme,

7e je polynom x?+42% 42 ireducibilni nad télesem raciondlnich éisel, coz znamend, ze | Gal(U/Q)| =
4. Protoze podle tvrzeni 25.2(1) je Galoisova grupa Gal(U/Q) iomorfni étyiprvkové podgrupé grupy
S4, tedy se jedna bud o cyklickou grupu, kterd je izomorfni Z, nebo o grupu izomorfni Kleinové

podgrupé K = {id, (12)(34), (13, (24), (14)(23)} = Zs x Zs.
Zbyva tedy rozhodnout, zda Gal(U/Q) = Z, nebo Gal(U/Q) = Zy x Z,. Protoze je id opét
prvek Gal(U/Q), staci si vSimnout, ze existuje homomorfismus ¢ € Gal(U/Q) uréeny podminkou

©(ivV2 + V2) = iV/2 — /2 ziejmé splituje p(—iv/2 + v/2) = —i/2 — /2, proto jsou automorfismy

id a ¢ riizné prvky Galoisovy grupy fadu 2. Takovou vlastnost ovéem uréité zadnd cyklickd grupa
nespliuje, tudiz Gal(U/Q) = Zg X Zo.

(b) Obdobné jako v uloze nejprve zjistime, ze U = Q[v/2,i]. Protoze Qi] je rozkladové
nadtéleso polynomu 2%+ 1 na télesem Q, ¥ikd ndm lemma 25.5 ze Gal(U/Q[i]) je normalni podgrupa
Gal(U/Q) a navic plati, ze

Gal(U/Q)/ Gal(U/Qli]) = Gal(Ql]/Q).

Snadno nyn{ spocitdme, Ze je polynom z*—2 ireducibilni nad télesem Q[i], proto plati, ze | Gal(U/Q[i])| =
4, dokonce Gal(U/Q[i]) = Z4, nebot automorfismus ¢ € Gal(U/Q) uréeny podminkou ¢(v/2) =
V/2i je prvek fadu 4. Protoze Gal(Q[i]/Q) = Zs, je grupa Gal(U/Q) izomorfn{ grupé Dg symetrif
ctverce.

A ted néco pro zadbavu, protoze mame Galoise radi:

Opét pripomenime znacent C, = e2™/™.

Uloha 13.3. Pro p > 2 prvocislo, polynom &, = f: __11 = Z?;é 2’ a rozkladové nadtéleso U
polynomu ®, nad télesem Q dokazte, ze

(a) U =Qlg),
(b) U:Q=p-1,
() Gal(U/Q) =22 Z,,,,

Reseni. (a) Protoze x — (, jsou pro a € Z, pravé vsechny odmocniny z jedné polynomu a2 — 1,
P
=)
nejen o kofenové nadtéleso, nybrz i rozkladové nadtéleso polynomu @, nad télesem Q.

dostavame, ze

= [loez:(x — (). Protoze vSechny mocniny ¢ uz lezi v télese Q[(,] jedna se



(b) Vzpomeneme-li si, ze jsme v 5. sérii v tloha 5.11(c) ukazali, ze je polynom @, ireducibilni nad Q
(nebo ireducibilitu znovu dokédzeme substituci z — x+1 a vyuzitim Eisensteinova kritéria), vidime,
ze se jednd o miniméln{ polynom prvku ¢, nad Q, a proto diky (a) a Tvrzeni 22.3 dostavame

U+ 0] = lG] = deg(®,) = dea(>_ ) =p 1.

(c) Podle tvrzenf 25.2(1) a (a) vime, Ze kazdy zobrazen{ kofenu ¢, na kterykoli kofen (; pro a € Z;,
lze rozsitit na homomorfismus p, € Gal(U/Q). Navic obraz (, uz jednozna¢né homomorfismus
urcuje, tedy jsme zkonstruovali bijekci Zy — Gal(U/Q). Zbyva dokazet, ze se jednd o grupovy
homomorfismus. Zvolime-li a,b € Z;, pak

(pa© Pb)(gp) = Pa(Pb(Cp)) = pa(Cp)b) = C,‘fb = Pab(gp)'

To znamena, ze p, © p, = pap, & proto je zkonstruovana bijekce izomorfismus.

Uloha 13.4. Explicitné popiste viechny prvky Galoisovy grupy Gal(Q[¢,]/Q) z predchozi ulohy.
Jak vypadaji jeji prvky radu 27

Reseni. Protoze umime pro jednotlivé prvky p, Galoisovy grupy spocitat jejich hodnotu na bézi

(Gl j € Zy), tedy f;(¢4) = ¢J* a vime, ze jde rovnéz o linedrni zobrazeni vektorového prostoru U

-« < ;s . , . . . -1
nad télesem Q do sebe, snadno uréime chovani f, na libovolném prvku se souradnicemi (tj)fzoz

p—1 p—1
foQotiG) = DG
7=0 7=0

Prvek tadu dva bude potom diky izomorfismu z predchozi tilohy obrazem jediného prvku fadu dva
v grupé Z,, coz je —1 = p — 1, tedy

p—1 p—1
foe 1Zt<] Ztgjp 1):thcp—j.
§=0

Uloha 13.5. Nechf p je prvocislo, n prirozené cislo a F,» konecné téleso fadu p", které obsahuje
jako podtéleso téleso I, fadu p a definujte zobrazeni f, : Fyn — Fyn piedpisem f,(a) = aP. Dokazte,
ze

(a) f, € Gal(Fn/F,),

(b) Gal(F,»/F,) = (f,) je cyklicka grupa fadu n.

(cf {a € Fypr | f(a) = a} je podtéleso télesa Fyn Fadu p? pro kazdé d | n.

Reseni. (a) Nejprve si uvédomime, e z malé Fermatovy véty plyne, ze f,(a) = a” = a pro véechny
prvky z podtélesa I, = Z,. Déle zvolime a,b € F,» a pocitame:

Fola-b) = (@b = -0 = fy(a) - Fo(b), F() =17 =1,
fula+b) = <a+b>p—ap+bp+2()abp-—ap+bp Foa) + 1,0,

kde Jsme vyuzili pozorovani, ze p | ( ) pro vSechna ¢ = 1,...,p — 1, a proto jsou vSechny ¢leny
(z)a bP~* v télese charakteristiky p nulové.



(b) Z piedndsky vime, Ze je multiplikativni grupa F7. cyklickd, tedy v nf najdeme prvek o fadu
p" — 1, pro ktery zfejmeé plati, ze F,(a)) = Fpn. Zéaroven si snadno uvédomime, ze

n = [Fpn : F,] = [Fy(a) : ) = deg(ma,)

pro minimalni polynom mqr, prvku a. Tudiz kazdy automorfismus télesa IF,(a) je jednoznacneé
urcen obrazem generdtoru «, coz musi byt rovnéz koten polynomu mgr,. Mdme tedy nejvyse n
prvku Galoisovy grupy Gal(F,»/F,).

Na druhou stranu z pfedchozi dlohy vime, ze f, € Gal(F,./F,) a také f]f jsou Fp-automorfismy
pro viechna k € N. Zbyva si uvédomit, ze f' =id a ze f]f(&) = o jsou ruzné prvky pro vSechna
k=0,...,n—1, nebot idd prvku « je p" — 1, coZ znamend ,7Ze

Gal(Fp» /F,) = {f;]f | k=0,....,n =1} = (f,)

je cyklicka grupa radu n.
(c) Nejprve uvéazime, ze pokud n = kd, pak

d—

pr-1=0p"—1))

=0

—_

tedy pro s = Z?:_ol p* mame (p" — 1) = s(p? — 1), a proto obdobnym argumentem dostavame, 7e

s—1

(27" — 1) = x(xpd_l -1) in(pd_l).

=0

Tim jsme dokazali, Zze polynom 2 — z delf polynom 7" — x.

Nynf si vSimneme, ze za Lagrangeovy véty plyne, ze pro kazdé u € F,. plati, ze w’" Tl =1, tudiz
jsou vSechny porvky télesa F,n kofeny polynomu 2?" — x, coz nutné znamena, ze

- = H(m—a).
acF

Déle si vSimneme, ze mnozina
{a€Fp | fla)=a} ={a €Fp | a” —a=0}

obsahuje pravé vsechny kofeny polynomu 2?" — . Protoze tento polynom déli polynom z?" — z,
ktery se v télese Fyn rozklddd na rizné koienové ¢initele, obsahuje mnozina prave p? prvki. Zbyva
si vSimnout, Ze je mnozina opravdu podtélesem, coz plyne bezprostiedné z (a), kdy jsem dokézali,
ze je f, automorfismus.
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